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APPLICATIONS 



Dl Lk 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



Je me suis proposé , en écrivant ce cinquième ouvrage sur la géométrie 
descriptive y de faire connaître 4es utiles applications que Ton peut faire de cette 
science: 1* à la détermination des ombres; 2" au tracé d'une perspective; S"" à 
la construction des cadrans solaires ; et ^'^ à la description graphique de divers 
engrenages. 

Je n'ai point eu en vue d'écrire sur chacune de ces matières un traité complet , 
mais seulement de faire connaître plusieurs choses anciennes qui n'avaient point 
encore été imprimées , et de donner aussi quelques idées nouvelles et que les 
divers auteurs qui ont écrit sur ces sujets n'ont point présentées dans les ouvrages 
qu'ils ont publiés. 

J'ai suivi dans ce cinquième ouvrage la marche que j^ai adoptée dans les quatre 

premiers ; ainsi y je n'expose point ce qui a été dit par d'autres avant moi , à 

1 



— 2 — 



moins qu'après avoir examiaé use qoestien déjà (rakée, je n'aie été conduit, ou 
à la présenter sous un nouveau jour, ou à employer des méthodes nouvelles , ou à 
déduire des conséquences qui n'avaient point encore été signalées. 

Je pense que ceux qui étudient , ainsi que ceux qui enseignent la géométrie 
descriptive , trouveront dans ce cinquième ouvrage des choses nouvelles et dignes 
de quelque intérêt, soit sous le point de Yue scientifique , soit sous le point de vue 
d'application, et même encore sous le point de vue historique. 
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LIVRE PREMIER. 



IFPUCATION M LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE AUX OMBRB. 



Le problème des ombres à -détenmner sur une surface donnée , se trouve 
•eomplétement résolu dans le Cours de géométrie descriptive, puisque nous avons 
montré que la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur une surface donnée 
n'était autre que la courbe de contact de cette surface avec un cylindre, si Ton 
supposait un rayon lumineux, ou avec un cône , si l'on supposait un jpmnt lumi- 
neux; et que l'ombre portée par la même surface sur une autre surface n'était 
a»tre que la courbe d'intersection de cette seconde surface avec le oflindre ou le 
cône ttimineux. 

D'après. ce qui précède, on doit comprendre que sous le point de vue théo* 
rique il ne reste plus rien à faire ; et dès lors on doit être porté i penser qu*un 
livre , dans lequel on traite des applications de la géométrie descriptire aux 
ombres, est à peu près inutile. 

Mais dans le Cours de géométrie descriptive , on a considéré les surfaces , en les 
divisant par groupes suivant leurs divers modes de génération , et l'on a exposé 
des méthodes générales, et dépendant chacune seulement du mode particulier de 
génération de la surface considérée. 

Or, lorsque Ton veut appliquer ces méthodes générales à des surfaces spéciales 
appartenant à un même mode de génération , il arrive fréquemment que ces mé- 
thodes générales peuvent être simplifiées en vertu de certaines propriétés géo- 
métriques dont jouit telle ou telle de ces surfaces spéciales, à Texclusion de 
certaines autres appartenant au même mode de génération. 

Ainsi , si l'on propose de déterminer ta ligne de séparation d'ombre et de lu- 
mière sur un ellipsoïde à trois axes inégaux, il ne faudra pas employer la mé- 
thode générale qui appartient aux surfaces engendrées par une courbe plane 
mobile et fariable de forme ^ se mouvant parallèlement à elle-même en restant 
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toujours semMable à olle-mème. Il faudra profiter de la propriété géométrique 
dont jouit rdlipsoîde à trois axes inégaux, savoir : que la courbe de contact avec 
un cylindre ou un cône est toujours une courbe plane, et dès lors la solution du. 
problème d'ombre se trouve ramené à celui-ci : Intersection (fun plan donné par 
deux droites qui se coupent et d'un ellipsoide à trois axes inégaux. Et aussitôt Ton 
doit remarquer que pour résoudre ce nouveau problème, en n'employant que la 
ligne droite et le cercle, il farut eiïccluer un cliangement des plans de projection 
et prendre pour nouveaux plans de projection, savoir : pour plan horizontal le 
plan diamétral donnant une section circulaire dans Tellipsoïde , et pour plan 
vertical un plan perpendiculaire à ce plan de section circulaire. 

D'après ce qui vient d'être dit , on doit voir qu'il n'est plus sans Intérêt d'écrire, 
non pas un traité sur les ombres, mais un ouvrage dans lequel on réunirait à la 
suite les uses des autres les solutions de divers problèmes d'ombres, ces solutions 
étant exécutées d'après les principes que nous venons d'exposer ci-dessus. 

Un pareil ouvrage pourrait être très-volumineux , aussi n'ai-je donné qu'un 
petit nombre de problèmes d'ombres, ce qui m'a paru suffisant pour bien faire 
comprendre la marche que l'on doit suivre dans la solution de chacun des pro- 
blèmes qui pourraient être proposés^; et à la fin de ce premier livre, j'ai donné un 
très-grand nombre de programmes de problèmes d'ombre que chacun pourra 
s'exercer à résoudre. 

En terminant ces réflexions, nous devons faire remarquer qu'il est très-utile, 
après avoir exposé la théorie des méthodes générales, de faife des applications 
spéciales, car presque toujours les surfaces spéciale^ que l'on a à examiner, non- 
seulement nous permettent, comme nous l'avons dit ci-dessus, de modifier d'une 
manière élégante la solution générale, en vertu des propriétés géométriques 
propres à chacune de ces surfaces particulières, mais encore chaque surface spé- 
ciale peut nous faire découvrir des propriétés auxquelles on n'aurait pas songé, 
si l'on s'était contenté des aperçus généraux. 

C'est ainsi qu'en déterminant la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur 
le piédouche (surface dont le mode de génération est identique à celui de l'ellip- 
soïde de révolution), on a reconnu qu'il pouvait exister une génératrice du cylindre 
lumineux ou du cône lumineux, telle qu'elle fût tangente à cette courbe de sépa- 
ration; et Ton a reconnu que ce /ai/ ne pouvait avoir lieu que pour une surface 
dont les rayons de courbure étaient dirigés en sens opposé. 

Ce fut alors que Hachette pensa à l'emploi d'un hyperboloîde osculateur pour 
déterminer ce point remarquable sur le piédouche, et que plus tard je fus conduit 
à employer les surfaces osculatrices du second ordre pour construire les tangentes 
au point multiple de la courbe intersection de deux surfaces quelconques, et 
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aussi pour construire la tangente en un point quelconque de la courbe de contact 
de deux surfaces quelconques. 

Lors donc que l'on se proposera la solution d'un problème d'ombre sur des 
surfaces particulières, il faudra non-seulement chercher les simplifications que 
les propriétés géométriques de la surface particulière considérée peuvent appor- 
ter à la méthode générale de solution , mais encore examiner avec soin si Ton 
ne pourrait pas découvrir quelques propriétés nouvelles , que Ton cherchera en- 
suite à généraliser ; procédant ainsi du simple au composé. 



W 1. 

(XÉMOIRB INÉDIT.) 
TRAITÉ DES OMBRES DANS LE DESSIN GÉOMÉTRAL (*). 



AVANT-PROPOS. 



Dés le premier établissement de l'École du génie à Mézières , on s'est attaché à 
donner aux jeunes officiers les principes du dessin , et à le faire avec méthode. 
La facilité de l'expression avec le crayon et rintelligence du dessin donnent celle 



(*) Ce mémoire fait partie de la collection des manuscrits de la bibliothèque de l'École d*appUcaGon de 
rartitlerie et du génie à Metz. 

11 est coté pièce n* 42 , carton n* 4, et provient du fonds de l'ancienne École du génie qui fut transférée 
de Mézières à Metz en 4793« 

On ignore le nom de l'auteur de ce petit Irailé , ainsi que sa date précise. Cependant, on a lieu de croire 
qu'il a été écrit à l'École de Mézières pour l'instruction des jeunes officiers du génie, vers Tan 4775 à 4780. 

Les dessins qui accompagnent ce petit traité sont évidemment de la môme main que deux dessins qui 
existent encore dans les collections de l'École d'application de Metz , et qui portent le millésime 477i. 

On sait que ce fut en 4775 ^ que Monge écrivit un mémoire sur les ombres , et dans lequel il employa 
Vanalyte. Dix ans plus tard, il écrivit quelques pages ( que nous donnons ci-apaès ) sur les ombres , mais 
alors il employa la méthode des projections , la géométrie descriptive. 

C*est d'après le petit traité que nous publions ici pour la première fois que fut exécutée Vépure de 
l'ombre des cheminées qui existe dans la collection des épures gravées de l'École polytechnique , épures 
gravées qui datent presque toutes de la fondation de l'École polytechnique en 4796. T. 0. 

« Voyez ce que Hachette dit au snjet de ce mémoire do Mooge dans la Correspondance sur TÉcole polytechnique, 
TOI. 1", pag. 2W. T. 0. 
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de la bonne construction des ouvrages des places, du tracé et relief de la forti- 
fication et en général de tout ce qui y a rapport, celle des ouvrages relatifs à la 
guerre de campagne et de siège, forme le coup d'œil pour la reconnaissance des 
places; c'est le dessin, en un mot, entendu et appliqué à tous les objets, qui ca- 
ractérise en partie les ingénieurs. 

On n'a rien trouvé de plus propre pour leur procurer cette connaissance par* 
faite du dessin, que de leur faire suivre des cours découpe des pierres et des bois, 
et on a pris soin à cet effet de développer la partie de la coupe des bois , qui ne 
l'avait point été jusqu'à présent. Indépendamment des avantages qui résultent de 
cette étude, relativement aux constructions dont les officiers du génie ont la di- 
rection, on conçoit facilement que quand on fait développer toutes les faces et 
connaître tous les angles, plans ou solides, d'une pierre quelconque employée dans 
une voûte, une trompe, etc., ou d'une pièce de charpente employée dans un 
comble, un dôme, un escalier, etc. , qu'on a bien de la facilité à développer un 
bastion, une demi-lune, un cavalier de tranchée, une batterie, etc.; que quand 
on sait bien former la représentation de toutes ces choses pour les faire entendre 
aux autres, on est en état de se les représenter comme si elles étaient déjà exécu- 
tées , et d'en combiner les différentes constructions pour les rendre autant par- 
faites qu'elles peuvent rôlre. 

Mais jusque-là l'étude du dessin a été bornée aux simples traits ; l'art du lavis , 
les dégradations des teintes et des ombres sont nécessaires pour lui donner 
l'effet du relief convenable ; et souvent sans ces secours, le dessin ne pourrait être 
que diflicilemcnt entendu. L'art du lavis s'acquiert par Texercice, les dégradations 
des teintes doivent être tirées des lois de la nature , et Pélendue des ombres 
portées par les corps devant être proportionnelle aux distances , doit être traitée 
avec*le secours de la géométrie. 

C'est de l'harmonie de ces différentes parties bien entendues que dépendent la 
correction et Texpression du dessin. La partie de la fixation proportionnelle des 
ombres n'ayant point été traitée jusqu'à présent relativement au dessin géo- 
métral dont les ingénieurs font usage, nous avons cherché des pratiques puisées 
dans la géométrie, commodes et expéditives pour les déterminer, en n'employant 
néanmoins sur les dessins que le moins de lignes possibles, parce qu'elles ne 
pourraient qu'altérer la propreté qui leur est nécessaire. Mais ces pratiques et 
les principes sur lesquels elles sont londées . n'ayant pas été mis en ordre 
jusqu'à présent, et n'ayant été enseignées que par intervalles, suivant le besoin 
de différents cas, ne pouvaient rester, ni s'arranger dans la tête; ce qui a engagé 
à les rassembler et expliquer dans ce petit traité , que l'on donne ici en forme de 
leçon pour l'usage de l'école. 
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Après avoir établi des notions générales sur les dessins , nous indiquerons la 
iBfanière de disposer ceux des ingénieurs. 

Nous donnerons ensuite la mélhodc pour déterminer les ombres sur toutes 
sortes de surfaces, en l'appliquant à des exemples ; et nous linirons par détailler 
les principes suivant lesquels les ombres et les teintes se dégradent et s'aiïai- 
blissent, en mettant aussi sous les yeux les exemples nécessaires pour en faciliter 
l'intelligence. 

Noiiœu générales sur le dessin. 



i. Le dessin est Fart de représenter les objets sur des surfaces quelconques; 
oes sorfaces sont ordinairement planes. Les peintres se servent de toiles, et 
donnent à leurs oavrages le nom de tableau. Nous ne nous servirons que du pa- 
pier, auquel on donnera le nom en général de dessin ; celui de la figure j de tor- 
fiemenij du paysage ne s'acquiert que par les leçons d'un bon maître et par un 
exercice suivi pendant un certain temps. Le dessin de Tarchitecture civile et 
militaire, de la fortification, etc., prend ses principes dans les arts et dans la 
géométrie, et s'exécute avec la règle et le compas. 

2. On distingue deux espèces principales et primitives de ce genre de dessin ; 
Tun est le dessin en perspective, et l'autre est le dessin géométral. 

3. Le dessin en perspective représente les objets tels qu'ils paraissent d'un 
point fixe pris à volonté parmi tous ceux d'où ils peuvent être vus, c'est-à-dire 
qu'on suppose que de l'œil du spectateur partent autant de rayons qu'il y a de 
points dans l'objet qu'on représente, lesquels, par leur intersection avec le tableau 
ou la feuille de papier qu'on suppose placée entre l'œil et Tobjet , y représentent 
les mêmes points qui , étant joints par des lignes correspondantes à celles de 
l'objet, les rendent en perspective. Cette manière de dessiner est l'imitation de 
la nature, et peut être très-utile en plusieurs occasions, surtout lorsqu'on doit 
rendre compte d'un objet et de la position respective de ses parties pour un même 
point de vue ; mais elle a l'inconvénient que les dimensions de l'objet y sont pour 
l'ordinaire tellement défigurées qu'il est difiicîle d'en connaître avec exactitude 
les proportions d'après la seule représentation en perspective. 

Quoiqu'on ne soit pas dans l'usage de se servir de ce genre de dessin dans les 
projets de construction , néanmoins il est très*utile qu'un ingénieur en ait con-* 
naissance pour se former le coup d'œil si nécessaire dans la guerre en général , 
et particulièrement dans la reconnaissance des places, qui souvent peuvent 
être vues de quelques éminences ou clochers; il ne lui servira pas moins pour 
le lever des plans et des cartes où il est obligé de représenter géométralement 
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les objets qu'il ne voit qu'en perspective , car il a acquis l'usage de mettre avec 
facilité un plan géométral en perspective, réciproquemenl il lui sera facile de 
ramener la perspective au géométral ; mais différents auteurs ayant écrit sur ce 
genre de dessin , il ne fera point partie de ce traité» 

4. Le dessin géométral diffère principalement du dessin en perspective en 
ce qu'au lieu de supposer que les rayons qui partent de tous les points de l'objet 
concourent à un même point (qui est Tœil du spectateur) placé à une distance 
finie, on imagine que tous ces rayons concourent à une distance infinie, et sont 
par conséquent parallèles entre eux ; de sorte que, pour que le spectateur puisse 
les voir d'une distance finie comme ils sont représentés par un œil infiniment éloi- 
gné, il est nécessaire que le spectateur change de lieu h chaque instant, et se 
place successivement sur les directions de chaque rayon en particulier. On sent 
bien que ce dernier genre de dessin n'altère point les dimensions des objets qui 
se trouvent dans une situation parallèle au plan du papier, mais aussi qu'il ne 
peut en représenter qu'une seule face à la fois , et qu'il ne serait pas possible de 
prendre une idée complète du tout, si le spectateur était censé considérer toujours 
la même face. On a donc pris le parti d'imaginer différents plans qui traversent 
Tobjet ou qui lui sont extérieurs , et l'on suppose que sur ces plans se peignent , 
comme on l'a dit , les parties des objets qui leur sont directement opposées ; c'est 
de cet art, que Tétude de la coupe des pierres et des bois donné l'intelligence la 
plus exacte et qui ne laisse rien à désirer, si l'on en excepte les ombres et les 
teintes. 

5. Sur un plan horizontal mené à travers, au-dessus, ou au-dessous de l'objet, 
on conçoit que de tous les points de l'objet parlent des droites verticales qui for- 
ment par leurs extrémités sur un plan une figure qu'on nomme la projection 
horizontale de l'objet ou simplement son plan. Soit, par exemple, la droite ÀB 
inclinée d'une manière quelconque à l'horizon. Si sur le plan horizontal DE on 
abaisse de tous les points de AB des perpendiculaires NM, OP, BC , la droite AC 
que ces perpendiculaires formeront par leur rencontre avec le plan horizontal, 
sera la projection horizon laie ou le plan de AB, et par conséquent aussi sa repré- 
sentation sur le plan horizontal proposé. 

Les perpendiculaires NM, OP, 6G sont les rayons suivant lesquels l'œil regarde 
successivement tous les points de AB. Souvent, dans le discours ordinaire, on 
dit que AC est la grandeur de AB au plan (*). 



(*) Lorsqu'il s'agit de la perspective , les auteurs disent : au géométral , au lieu de dire : au plan* 

T.O. 
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6. De même, si sur un plan vertical FE mené par un point de l'objet ou hors De u projeeuoa 
de Tobjet, on tire de tous les points de ce même objet des perpendiculaires au ^^!!ï!|f' 
plan vertical, leur rencontre avec lui y forme une figure qu'on nomme prafil éiéTaUoiu,et 
lorsque le plan de repésentation coupe l'objet, et élévation lorsqu'il lui est de leon usagei. 
externe, et cette figure en est la représentation sur le plan vertical; si, par 
exemple, de tous les points A, N et O de la droite AB on mène au plan vertical . 

FE des perpendiculaires AC, NQ, OR dont les extrémités forment sur ce plan 
vertical la droite BG, cette droite BC est le profil ou élévation de AB, et sa 
représentation sur le plan vertical dont il s'agit. C'est un usage assez ordinaire 
de dire que BG est la grandeur de AB au profil ou à l'élévation. 

7. Les plans de représentations dont nous avons parlé (art* 4) ne sont limités dq nombre 
dans la théorie, ni quant à l'espèce, ni quant au nombre; mais dans la pratique, ^profliset 
on n'en emploie que deux espèces, savoir : les plans horizontaux et les plans néceasaires pour 
verticaux; mais, pour faire connaître l'objet, le nombre des uns et des autres connaître 

Fobjet à fond* 

n'est pas toujours le même; souvent, sur un même plan, s'élèvent plusieurs - 
profils et élévations. 

On sent assez qu'il y a de l'art dans le choix et la disposition des plans, pro^ choix et 
fils et élévations qu'on veut employer afin de représenter l'objet le plus parfai- ^^*îIJl**^*^rofl^^ 
tement qu'il est possible, avec des figures les moins nombreuses et les moins etéiévauona. 
chargées; mais cet art ne peut être soumis à des règles générales : de bons mo- 
dèles et la pratique sont les meilleurs maîtres qu'on puisse consulter. 

8. Ces principes établis, il est aisé de concevoir qu'en combinant ensemble les u eomUnaison 
plans, profils et élévations, on connaîtra toutes les dimensions des parties de ^^fiiâ^êt' 
l'objet au moyen des échelles en toises, pieds et pouces ou autres mesures, car âévations fait 
les plans donnant toutes les mesures horizontales , les profils et élévations donnent le^riubiea 
toutes les mesures verticales, même les mesures inclinées à l'horizon et parai- dimensions 
lèles au plan vertical du papier; en sorte que la difiiculté se réduit tout au plus 

pour celles non comprises ^u plan vertical parallèle au papier, à trouver l'hypo- 
ténuse d'un triangle rectangle dont on a les deux côtés, l'un au plan et l'autre 
au profil. Ainsi, dans l'exemple (PL IjfiÇ' i) allégué ci-dessus, il est visible 
qu'ayant AB au plan et au profil , on a cette ligne elle-même en nature, il en sera 
de même dans tous les cas; c'est de celte espèce de dessin qu'on se sert dans les 
projets des ouvrages proposés à la cour et pour leur construciion. 

9. Nous avons insinué (art. 2) qu'il y a d'autres genres de dessin que celui en Espèeemixte 
perspective et celui géométral, mais ils sont tous divisés ou composés de Tune dedessfn 
ou de l'autre de ces deux espèces primitives; celui d'entre eux dont on fait le plus 

d'usage s'appelle perspective cavalière (comme qui dirait perspective où les rè- 
gles de l'art ne sont pas scrupuleusement observées); par exemple, on s'en est 
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wrvi pour t^eprésdnter (jf^. 4) leà ëolites dUk^Mltes biV^rtienûedl le ^Idtt htiri- 
iontal DE et te verlical FEi On Ta aussi employé avec succès pôUr expliquer leé 
hSBemMâges dé eharpetiie ^ dans le supplémebt qui en a été fait et donné à l'école 
du génie pour riniiâlligence des coupés pour les bois {*). Dans cette espèce dé 
dwsin on peut toujours cott^errër à une des isurfhces planée qui enveloppe ûli 
borps et ^ ^a pâiràllèle (lorsqu'elle en la ukië) leur ûgure , sans ialtéi^tibn , toi dâni 
leurs adgiéâ , ni dahs la longueur des ligneâ qui le forment. 

A regard des atitres surfaces qui enveloppent le corps , Iles, ouvertures deb 
angles seront nécessairement altérées, mais les ligtoes conserveront leurs véri- 
tables longueurs , te qbi réûd cette Isorte de dessin susceptible de dimensions 
qu'on peut connaître au moyen de Téchelle. Ce dernier genre de dessin est si 
• foeile à entendre d'après ce qu'on en voit {fig. i) et ce qu'on en a vu dans le 
BUp)[>lément à l'art de la tharpenterie , que nous n'entrerons pas à ce sujet 
dans un ^làs grand détail. 

Nécessité I0. Si l'on n'âVait qn'â mettre aut simples traits les plans, profils, et élévations 

*des^.^ des différents objets que l'on veut représenter, on n'aurait besoin que des projec* 
lions horiÉonialeé et verticales expliquées ci-dessus (art. 5 et 6), et ce sont les 
seules dont on s'est servi dans la boUpe des pierres et des bois ; mais , pour 
donner de la grâce au dessin et faire apercevoir du premier coup d'oeil les 
différents reliefs de toutes les parties de l'objet qu'il représente, il est néces- 
saire d'observer les dégradations des teintes et d'y hiarquer les ombres portées 
par le soleil , en suivant à cet égard ce qui se passe dans la nature 

Nous parlerons à la suite {de ce traité ) de la dégradation des teinter ; nous 
allons expliquer la manière de déterminer la figure, l'étendue des ombres relative- 
ment aUx différentes surfaces qui les reçoivent, lesquelles surfaces sont toujours 
projetées sur la feuille horizontale et verticale du dessin. 
Les rayons da ii- Nous admettrons poUr principe fondamental que différents rayons dû 
soieiiparauèies ^figif çQijt parallèles. Si en mécanique on a supposé les directions de la pe^ 

santeUr pariallèles , à plus forte raison admettra-t-on la môme hypothèse pour 
tes rayons du soleil, qUi.est plus éloigné de nous que le centre de la terre. 

Les plans i2; Sl par utt rayon du soleil on fait passer un plan vertical, l'intersection 

^^ifauMr ^^ ^ ^^^ ^"^^^ ** feuille horizontale du dessin y déterminera (art. 5) la projec- 

paraiièies. tion de la directioti dU rayon du soleil au plan] cette direction sera ensuite 
projetée sur les profils et éléVîUions, ainsi qu'il est expliqué (art. 6). 

si l'on fait passer des plans verticaux par plusieurs rayons du soleil, il suit de 
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^) l^uuléïir éuleifà parler de l'application du trait sur une pièce de charpente. T. 0. 
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V^rticle prèfiéd^Pt» qil^ils seront pars^U^lcs entrai eu3(, €it on les pomip^ fAaM wfn 
Ucau]( du sqlej)* 

43. C^ posé, si de tQus les po^pts d'un c^bjet qp imagine des p^rallèlea (au 
fsiyop à^ soleil) tirées JHsqu'à la rpocontr^ d'une surface quelcqnque, pUea y 
pçindrQnt ype figure qu^ sera h projectiop do Tom^^e ppplé^ d^ l'QlUPt sui^ 
çet(e isiurfaçe ; ^^r qupi oq ot)^e|rvera que, pour troiiver rpp)>re d'i)n corps qupV* 
çQnqvia, U. suffira d^ projeter las lignes dp son cpqtqur, qui s^t ras^par ies 
rayons du soleil. 

44, jtfais pour détpriqoiqer cette projection, il faudra premièron^ent établir la 
dirpplio^ pu Télévatipp d'un rayon du soleil^ Soit, par ei^en^ple, S^h la dirpoti^^ 
4*HQ rayoïi du soleil, pt Fangle 4^3 celui dp sop élévation; soipnt aus^i |m 
ligR^ DE, PP, DF, qui dojypqt se projeter spr un plan qqplconqne horizontal t 
Yprtiça) pq incliné, représenté par 4L, Gfj ou MN, Si pour les points D, £, ^ oi) 
tire parallèlenient ^ |SL le^ lignes De/, Ë^, F/ jusqu'^ la rpncpntre d'pR plan ^u!P 
Ipqupl on veut projeter les^ lignes PE , ï;F, Df, on aura» la prpjeclipn dp ep^ 
Ijgpps déterminées par leurs porrpsppndantes 4^ , eft df. 

Il pst aisé de voir que cette projection ne diffère d^ pelles expliquées (art, 1^ 
et Ç) qu'on pe qiie les lignea q»ji les prqdpispnt «ont ipplinpes à Tbori^on ; paF 
qptte rai^n pn pout Tapppler projectipq Pl)llq^e ; pllp suit d'ailleurs les méinefi 
lois , c'pstràrdirp qqp toutes Ips lignes papallplp^ aux plans sur Ipsqupls elles sont 
prqjptées, conserveront ^ur cps plapst leurs longueqrs sans aUpratioa; pp qu^ 
eat évident I puisque, dans tons le^ cas, plies serpnt I9S pOtés ppposés d'un pa;* 
rallélogr^mme, 

Avant d'outrer dans un plus grand détail sur pe sujet > il est bon de Ê^ire CQnn 
nattre les différentes dispositions les plus apnvenablps au)^ plftPSt proQls i^t é|éer 
Yatious (ce qu'on peut appeler un système de dessin) et Ips difréppqtp^ l^ypptbésas 
qu'on peut suivre ppur leaon^bres, et aussi e^rpiper pelles qui papaissent mât. 
riter la préférence, relatiiveippnt apf Qs^ges ap]if:que|s Ips dessip^ d/Bg ingf^nipurs 
y^Qt destinés, 

i^, Lps architectes obsprvpnt , lorsque leurs dpssins peqvept ôtre ppnt^UMS dans 
unp même feuille , de placer en bas de la feuille le plan des caves pt sputern 
raips^ celui du rez-dp^-chanssée aurdessus , puis celuj du prpmipr étagPi eto, ; pt 
d'arranger, dans les placps di| papipr qpe ces plans laisspnt vid^s, les dilTérentS 
prpfils et élévations , sans avoir égard i leur position relauvement au^ plans 
^ifxquels ils appartiennent \ i|s ne sont pas daps l'usagp ordinaire de faire poptpp 
pmbre sur le§ aires des cours ^^ jardins, espaliers et place d'intérieur, par les 
différents murs qui forpient les plaps, se contpntant d^ marquer |e§ pmbres 
m dps grçs tvdçm m \^ arr6t^§ 9ffW^f^ m iPur qu'il fçut YflpiF fl» cm k 
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gauche de la feuille qui contient le dessin; il est vraisemblable qu'ils ne sont 
détournés d'ombrer les plans que parce que les ombres se confondraient avec 
les teintes d'encre de la Chine qui expriment les maçonneries coupées par 
leurs plans qu'ils représentent, d'autant qu'ils ne manquent pas d^ombrer les 
arbres et même les arbustes des jardins qui se trouvent dans leurs dessins, et 
qu'on ne peut disconvenir que les ombres contribuent beaucoup à faire en- 
tendre du premier coup d'œil les différents reliefs dans les plans ^ lorsque toutes 
leurs parties ne sont pas assujetties à un même niveau. 

Les architectes observent d'ailleurs d'ombrer les profils et élévations qui ont 
un indispensable besoin de ce secours pour être entendus; ils supposent, 
comme font ordinairement les peintres, que le jour vient de derrière leur épaule 
gauche, c'est-à-dire du coin à gauche du haut de la feuille qui contient le dessin; 
et ils suivent les mêmes lois, lorsque les plans, profils et élévations, se trouvent 
sur des feuilles séparées. Pour que les ombres, dans les profils, ne se confondent 
pas avec les teintes à l'encre de la Chine des maçonneries coupées, ils laissent 
les maçonneries en blanc, ou se contentent de les pointiller, ce qui dans le même 
dessin fait une contradiction qui n'est pas raisonnable; les maçonneries doi* 
vent être traitées de même dans les plans et dans les profils. Mais ce n'est pas 
la seule contradiction que leurs plans et profils représentent; le jour venant aux 
uns comme aux autres, du coin à gauche en haut de la feuille du dessin, sup- 
pose aux plans et aux profils une situation verticale qui à l'égard des premiers 
est contre leur nature. Les architectes sont trop éclairés pour admettre cette 
supposition. On doit croire qu'ils regardent les dessins comme étant copiés d'a- 
près un relief éclairé par un même soleil , où les plans, profils et élévations sont 
appliqués sur la même table verticale , ce qui d'ailleurs s'accorde avec l'usage 
ordinaire qu'on fait de leurs dessins. Quelqu'un qui fait bâtir une maison orne 
assez volontiers son cabinet des dessins qui lui ont été fournis. 
Dispotitioni 46. Il n'en est pas de même des dessins des ingénieurs; tout ce qui concerne 
nif wn^cM '^^ places de guerre et qui pourrait donner aux ennemis des éclaircissements 
auxdeHint doit être caché au public. Destinés à paraître sous les yeux du roi et des minis- 
tegenieurs. ^j^^^^ jj convient de les disposer de manière qu'ils puissent commodément les 
examiner; et l'arrangement le plus propre à remplir cet objet est de placer au- 
tour des plans , les profils et élévations parallèlement aux lignes sur lesquelles 
on les suppose relevés. Ces dessins ainsi disposés et arrangés sur une table, les 
plans se trouvent avoir leur situation horizontale et naturelle , et les parties de la 
feuille qui représentent les profils et élévations , sont relevés de la main par celui 
qui les présente pour faire sentir plus aisément leur situation verticale; c'est 
Oette disposition et ces arrangements des profils et élévations autour *des plans 
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qai fadlitent rexdmen de la relation des mêmes parties sur les plans et profils , 
les feiil entendre avec moins de tention d'esprit ; et le premier profil ou élévation 
étant examiné, on tournera le dessin pour en présenter un autre qui relevé de la 
nain comme le premier se trouve également accompagné du plan, et ainsi de 
tous les autres. Cet usage fait, ces dessins sont repliés dans les porte-feuilles des 
bureaux pour j avoir recours au besoin. 

il. Les ingénieurs ne doivent pas perdre de vue , dans Tarrangement de leurs 
dessins, le principal usage auquel ils sont destinés; d'ailleurs, les teintes de 
maçonneries coupées pour les ouvrages faits étant lavées en rouge , et celles des 
ouvrages proposés Tétant en jaune, tant aux profils. et élévations qu'aux plans, 
rien n'empècbe d'ombrer les uns et les autres pour en faire sentir les reliefs et en ^^^ des pians 
faciliter rinielligence* Il est nécessaire, à cet effet, de marquer sur les plans , les gar tes profils 
lignes par lesquelles passent les profils et élévations; ces lignes sont appelées et éiévauons. 
lignes de profil ou d'élévation ; on indiquera aussi par des horizontales , menées 
à travers les profils et élévations, les hauteurs au!xquelles on fait passer les plans ; 
ces lignes se nommeront les lignes des plans. 

18. On conçoit aisément que l'arrangement et l'usage des plans, profils et ivécessttéde 
élévations dont nous venons de parler (art. 17) nécessitent la disposition d'une Wre éclairer par 

r . . un même soleil 

même incidence et direction des rayons du soleil qui éclaire tout le système, afin tout un système 
que dans la comparaison des parties d'un profil ou d'une élévation avec celles du ^àmtaÊ. 
plan auxquelles elles répondent, on y remarque par différentes directions et 
hauteurs du soleil , cet arrangement placé dans Tombre, des élévations et profils ' 

entiers qui ne reçoivent de lumière que par réflexion (comme on le verra dans 
les exemples suivants que nous apporterons). 

Une même direction et hauteur du soleil sera également nécessaire quand les 
profils , plans et élévations se trouvent placés sur des feuilles différentes ; cette 
manière d'ombrer les dessins, qui est l'imitation de la nature, et qui les rend plus 
faciles à entendre, est également gracieuse, exige plus d'art et de combinaison 
que pour le faire par la ntéthodeque suivent les architectes , qui ne supposent 
également qu'un même soleil, mais porté sur on seul et même plan vertical, et 
d'autant que leur système d'ombre se trouve renfermé dans celui que l'on pro- 
pose et dont il fait partie, on n'aura point d'instruction particulière à en donner* 

49. La nécessité d'éclairer un système par un même soleil étant reconnue , on 
sera maître de donner au rayon solaire telles directions et telles élévations que l'on 
jugera les plus convenables pour faire du dessin un tableau gracieux. L'expérience pour un système 
a fait voir qu'en général les direction et élévation d'un rayon solaire à 46'' rem- ^<i««in. 
plissaient mieux ce but que tout autre; c'est en effet la supposition la plus ordi- 
naire des peintres et dessinateurs; c'est-à-dire qu'ils imaginent que le plan 
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vertical du soleil fait dvec le plan du tableau ou de la feuille de dessin un anglf 
de 45° y tandis que le rayon solaire venant du derrière de leur épaule gauebe est 
élevé au^essus de l'horizon de 45"". 

On fera bien d'admettre la même supposition y à moins qu'on n'ait des raiaent 
particulières pour s'en écarter, 

20. Ce qui a été dit précédemment sur la nécessité d'ombrer les pla^s en gén 
néral , pour en faire cionnaître les différents reliefs» doit s'appliquer aux pbns des 
places de guerre^ à l'égard desquels nous observerons qu41s doivent toujours 
être supposés vus de l'intérieur du royaume, ce qui détermine leut position suv 
la feuille de papier. On ne doit pas omettre d'y marquer les ombres produites par 
les revêtements des remparts , églises , bâtiments militaires et civils, etc. , mènw 
par les maisons des bourgeois; et, comme on est dans l'usage de marquer les 
combles dis églises, bâtiments militaires etciyils, et de supposer toutes les main 
sons des bourgeois soupéea 4 4 ou 6 pieds de haut, il eu résulte des cascades 
d'ombres qui, bien ménagées et entendues, contribuant à donner aux plans 
l'apparence du relief qu'ont dans la nature les objets qu'ils représentent. Mais , 
pour faire avec quelque précision , il est nécessaire d'avoir un plan de niveau qui 
fasse connaître les hauteurs des différents points qui portent ombre au-dessus des 
surfaces exposées à Iqs recevoir. 

21 . Le plus souvent on se bornait à faire porter des ombres aux arbres et haiep 
des jardins , et x>n n'avait ayicuq égard à la sitqation du soleil sur le plan de 1^ 
place, on en faisait venir le jour du coin à gauche du haut du dessin. Ce soleil, 
placé au hasard, éclairait souvent des côtés de montagnes, fonds de fossés, eto., 
qui ne voient jamais le soleil à midi; le paysage d'une plfK^, éclairé aveo sa lU'* 
mière naturelle, en est plus reoonnaissable. Ainsi, eeque l'on peut pratiquer de 
mieux est de faire venir la lumière du soleil de midi , en choisissant son ^lévatioq 
au*»4e8sus du plan horizontal, sous un angle qui convienne à la place que l'on 
desaine. Si, par des raisons particulières, on trouvait plus d'avantagsaà ftiire 
irenir la lumière d'un autre point que du midi, on serait maître do le fatire, pourvfi 
que néanmoins l'on choisisse une direction et élévation du soleil qui soit daqs 
la nature et convenable au lieu. Par exemple à Mézières, située 4 50 degrés sn« 
yiron de latitude , on a choisi ( Pi. II ) uqe direction du sqleil foisant avee I4 
ligne du midi un angle de 40 degrés du sud à l'iast, qui répond à peu près à celle 
de 9 heures du matin , heure à laquelle le soleil se trouve élevé de 46 degrés vers 
le solstice d'été. Si les fossés se trouvaient élevés et étroits , on pourrait choî^f 
une plus grande élévation du soleil, de même une moindre s'ils étaient plus 
larges et moins profonds , et de manière à ce que d'ailleurs la grande étendu^ 
d'ombre ne se trouvât pas occuper l'espace entier des rues. 
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Bftbé Aottè ' ététidfe datantage sur céltB matière , nous allons passer à l'appli 
cation des principes établis à différekits ûas et qui sont les plus ordinaires. 



Méthode de jn^eUr sur letfinUUê d€ desms les timbres prodMiies par les corps sur 

UnU^ sortes de surfaces* 

LEMME* 

â2. Projeter sur les proûls et élévations quelconques un rayon du soleil dont pui, /i^.s, 4» 
on a la direction au plan et dont l'élévation est connue. ' 

Soit (fig. 3) un plan dont les fig. 4, 5, 6 représentent les profils ou élévations» 
soit aussi sur le plan la projection de la direction d'un rayon solaire exprimé 
par SL dont l'angle TLX (Jig. 9) représente l'élévation au-dessus de l'horizon» 

On prendra sur la ligne SL (fig. 3) une partie à volonté toile que TL que l'on 
projettera (art. 6) aux élévations ou profils sur les lignes YZ proloii^ées s'il est 
nécessaire, et ayant sur ces profils et élévations tiré par le point T les verti- 
cales TX égales chacune à celle TX (Jig. 6) toutes correspondantes au point T du 
plan. Par les points X on niénera Çfig. 5. et 7) les lignes SL qui seront sur les 
profils ou élévations, la projection du rayon solaire représenté au plan par. SL. 

1" PROBLÈME (*). 

23. Projeter sur une feuille de dessin les ombres portées sur une surface horizontale 
par des lignes quelconques droites ou courbes* 

Soit (fig. 8) le plan d'un mur d'appui au-dessus d'un mur de terrasse, au de- 
iwïl duqutl est tine lanterne suspendue et une biarrièr e avec tourniquet. 

Que les fig. 9 et 10 en soient les profils et élévations, on mènera (d'après 
l'art. 24 ci-après) sv les plaûs^ profils et élévaiioas les lignes SL projection d'un 
rayon solaire* 

Par les extrémités A. d'une ligne telle que AA qui porte ombre (fig. 8) on ti-^ 
rera les lignes Àa parallèles à SL, l'^tobre des points A sera nécessairement dans 
ces lignes. Pour les points A du profil (fig. 9) correspondant à ceux du plan , 00 
tirera pareillement une parallèle à SL jusqu'à ee qu'elle rencontre au poîtt a la 
ligne YZ qui représente le plan horiEontal , sur lequel les ombres seront portées. 

(*) Les plaoches II » lU» IV, Y, X et XI manqueDi dans le manusorlt. des six planches sont perdueê. 
Nous doonons dans 1* atlas , et fidèlement , les planches I, Yl, VII, VItt, IX^ Xli et XIH qui sont les eeules 
que rÉcole d'application de Metz possède. T. 0. 
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Le point A y délermine en a et a l*ombre des extrémités Â de la ligne AA et par 
conséquent si Ton tire aa elle sera Tombre de la ligne ÂA* 

On projettera de la même façon Tombre de toute autre ligné droite sur un plan 
horizon lai, et c'est par cette méthode qu'on a marqué celle de la barrière et de son 

T 

tourniquet 9 et de la lanterne supposée abaissée. S'il est question de trouver 
Tombre d'une courbe, telle que le dessus du bahui couronnant le mur d'appui, 
on cherchera l'ombre de plusieurs points appartenant à cette courbe, et par ces 
points projetés on tracera l'ombre de la courbe. 

Comme on ne doit marquer sur les dessins que les lignes nécessaires pour la 
connaissance des objets qu'ils représentent, on se contentera de marquer légère- 
ment au crayon les lignes SL qu'ici l'on a tirées en rouge pour les rendre plus 
sensibles, on se dispensera même de mener (fig. 9), les parallèles àSL telles 
que Aa. Il suffira de prendre, avec le compas, l'intervalle du point A à la 
ligne SL. Puis sans changer l'ouverture on cherchera par tâtonnement sur l'hori- 
Eonlale YZ un point a duquel pour centre on puisse décrire un arc tangent à SL 
et on projettera ce point a au plan par la méthode des tâtonnements ordinaires, 
pour éviter les lignes inutiles. 

24. Reiiahque. S'il se trouve quelque élévation ou enfoncement tel que le 
fossé ponctué au plan (fig. 8) et à l'élévation (fig. iO), les verticales qui ne sont 
représentées au plan horizontal que par des points donneraient des ombres sans 
aucuns ressauts, il n'y en aurait qu'à celles des horizontales ou inclinées 
qu'on s'est contenté démarquer en lignes ponctuées , sans en donner l'explica- 
tion qui ne pourrait être qu'une répétition de ce qui a été dit ci*devant. 

2* PROBLÈME. 

« 

25. Projeter iur une feuille de dessin les ambres parlées sur une surface verûoaie 
fqr une ligne quelconque. 

Soit (/î^. 10) l'élévation d'un mur qui reçoit l'ombre d'une lanterne sus* 
pendue au devant d'une potence qui soutient cette lanterne. Nous allons dé* 
terminer sur ce mur l'ombre d'une verticale, d'une horizontale et d'une inclinée. 

Ce problème peut se résoudre par le moyen du plan (fig. 8) ou du 
profil {fig. 9). 

1'* Solution f en se servant du plan. Par les points B et G {fig. 8), qui senties 
arêtes du poteau vertical représenté {fig. 10) par les verticales BB , CG , on 
tirera jusqu'à la ligne QR, projection de la face du mur, les parallèles hb. Ce, 
à la ligne solaire SL du plan. Par les points B et G , extrémités supérieures 
des verticales BB, CC {fig. 10), on mènera parallèlement des parallèles au rayon 
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solaire SL, sur lesquelles on projettera , par le moyen des dislances horizontales , 
les points fr et c du plan, et par leurs correspondantes horizontales 6 et c {jig. 10) , 
on tirera les verticales bb^ ce du poteau sur ce mur vertical. 

Si l'on veut avoir Tombre du bras horizontal de la potence que les rectan* 
gles DE représentent {fig. 8 et 10); par les points DetE {fig. 8) des arêtes qui 
portent ombre et par leurs correspondants au plan, on tirera Dd, Ee, parallèles 
à la projection SL du rayon solaire. Les points d et e^ on ces parallèles rencon- 
trent la ligne QR, étant ensuite projetés sur les lignes De/, Ed dela/^. 10, on y 
déterminera les points dj d et e, e, entre lesquels sera renfermée la projection ou 
Fombre des arêtes représentées par les points DetE; après quoi il sera facile 
d'achever la projection totale, en tirant par les points deXe des parallèles aux 
arêtes horizontales et verticales des bouts' de ce bras. 

Enfin , s'il est question de^trouver l'ombre du lien incliné qui soutient le bras 
de la potence, on marquera au plan (fig. 8), en lignes ponctuées, la projection 
de la chambrée HH de ce lien sous la face horizontale du bras, et cette chambrée 
étant représentée {fig. 10} en FF, qui définiront en même temps les extrémités 
des arêtes supérieures du lien , on tirera (fig. 8) les lignes HA parallèles à SL et 
(fig. \0) , les lignes F/ parallèles à SL, qui s'entrecouperont en ff avec les verti- 
cales A^ menées correspondantes du plan {fig. 8), à* l'élévation (yïgr. 10)'; on 
marquera pareillement {fig. 10) en lignes ponctuées la chambrée GG de l'extré- 
mité inférieure du lien sur la face vertioale du poteau montant; puis des points 
G et G on mènera parallèlement àSL, les lignes G^, dont les intersections en ^ et gr 
avec les verticales gg correspondantes du plan à l'élévation , donneront les extré- 
mités des deux parallèles gf^ qui termineront la largeur de l'ombre cherchée que 
le lien porte sur le mur {fig. 10). 

2*&>/i£iton; en se servant du profil. Pour éviter les répétitions, nous nous con- 
tenterons d*app]iquer cette solution au lien incliné qui soutient le bras de la 
potence. 

On marquera, comme on l'a fait dans la solution précédente, la cham- 
brée du lien sur la face verticale du poteau montant {fig. 10), afin d*avoir les- 
points GG extrémités des arêtes qui portent ombre par ces points et par 
ceux FF extrémités supérieures des mêmes arêtes. On tirera des parallèles à SL; 
par les points FF, GG {fig. 9), on tirera aussi, parallèlement à la projection 
do rayon solaire, des parallèles F/, G^, lesquelles jusqu'à la rencontre du plan 
vertical, sur lequel les ombres doivent se peindre ; on prendra ensuite les hau-* 
teurs des points/et ^ au-dessus de Thorizonlale QR» qu'on portera par ordre 
{fig. iO) sur les parallèles F/, Gg; elles y détermineront les points/, /et 9, g que 
l'on cherche. 
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Oo wmi fixé pftp \ts mêmes méthodes Tombre 4'UQe qoqrbe qi:(alcoQqu9 en 
cj^erpbdQt çeile de plusieurs de ses points. 

Par les procédés détaillés ci^dessus, ou a projeté (fig. 10) les ombres de diffé*- 
reats objets qui en portent sur te plan vertical* Si 1 onav^it i projeter l'ombre, d'une 
SAule ligne 9 portée sur plusieurs plans verticaux, qn y réussirait par les inômes 
pratiques 9 en reconnaissant les différenls points de cette ligne qui porte ombre 
sur chaque pian venical, ou en imaginant quelques-uns de ces pl^ns verticaux 
[H^olongés asscK pour recevoir Tombre de la ligne entière, laquelle étant trouvée^ 
on se contentera de marquer sur chaque plan vertical la partie de cette ombre 
qu'il doit recevoir « 
PI. IV, fiff. 8, a; 36. 1** RENARQUi:. On remarquera que les lignes horizontales du bras de la po- 
' 10, a. ' tence perpendiculaires à Télévalion de fa figure 10, et qui y sont représentées par 
des points donnant des ombres dirigées parallèlement à SL, sans aucuns ressauts, 
svr la plinthe couronnant le mur de terrasse au-dessous du mur d'appui en bri- 
ques 9 au lieu que les arêtes verticales des poteaux forment des ressauts sur les- 
dites plinthes ; il en serait de même de toutes autres lignes non perpendiculaires 
à l'élévation , ee qui prouve qu'elles n'y seraient pas représentées par des points. 

27. 2* REMARQUE (Pl. 1I{> fig, lO). On a supposé que le mur sur lequel les 
ombras vont ^e peindre étajt parallèle à la ligne MN du plan sur laquelle Téléva- 
tion a été prise. Mais si le mur n'était point parallèle, comme on le voit (fig^ 8,q 
?lt IV) y après avoir niarqué la direction SL du soleil au plaq, et l'avoir relevé 
m^ji profils (fig. 8, a et 9, b) et à Télévation (Jg. 10, a), on y marquera les ombrer 
en se servant du plan ou des profils , comme il a été dit (art. 25), et d'autant que 
les bras de la potence perpendiculaires au mur, ne le sont point à la ligne AB, sur 
laquelle l'élévation (fg. 10, a) a été prise, ils n'ont pu y être représentés que par 
d^ lignes, des extrémités desquelles il a été nécessaire de mener des parallèles 
^ SL( pour en déterminer les pmbres. Pour abréger l'opération, on pourrait pro- 
longer au plan les arêtes horizontales des bras des potences, et les ayant relevées 
à.)'él4vaiipn , ils y auraient donpé des points par lesquels et ceux des extrémités 
qaarqué^ coipme il vient d'être dit , on aurait tiré des lignes qui auraient déter- 
qûné les qmbres» Remarquant que de quelque manière que se fasse Topération il 
SQ £er9 des ressauts, dans la partie à droite de Télévation, occasionnés par )e ren- 
iSooeement de 1^ porte n^^squée ; pn les déterminera comme il a été dit (art. 24). 
. Ppur éviter tes petites opérations nécessaires pour trouver les ombres des ho«* 
i^^PAtales perpendiculaires aux murs sur lesquels elles doivent se peindre, on peut 
S^ procurer des directrices auxquelles leurs ombres doivent être parallèles. Pour 
un point quelconque de la direction SL du soleil au plan, on tirera les lignes 8- 
7, 8-9 parallèles aux lignes de biais des deux murs, et d'un point quelconque S 
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de la même direction du soleil au plan , on abaissera sur ces parallèles des per- 
pendiculaires S-10, S-H, et ayant porté ces deux perpendiculaires horizontales 
à leurs profils correspondants (Jig. 9, a et 9, b) en S-li et S-15. On les représen- 
tera de même à l'élévation (Jig. 10, a) de S en 12, et de S en 13, et on tirera 
des lignes L-12 et L-13, qui seront les directrices auxquelles les ombres de cha- 
Ciihe des horizontales perpendiculaires aux deux élévations du mur de là fi- 
gure (10, a) seront parallèles. 

Enfin , géhéraleraent, quels que soient les points pris sur la direction solaire âti 
^lan, aitisi que les ligties menées, de Tun desdits points, parallèles aux faces du 
mu^ biaisé à AB et les lignes menées, de l'autre point, perpendiculaires sut* lés 
J)aralièles respectives, ces deux points quelconques, pris sur la direction solaire 
èiu plan , trouveront toujours leurs positions aux profils et aux élévations , Pun 
dans le rayon solaire y faisant Texlrémitê d'une ligne horizontale qui détermi- 
nera la représentation dé l'autre point; et cette horizontale, dans chacun 
des profils ou élévations , représentera les deux perpendiculaires ci-dessus telles 
qti'îci S-10 et S-11 (fig. 8-a), ou toutes les deux ensemble, suivant leurs cor- 
respondantes à ces élévations ou profils. 

28. 3* îiEMAtiQUÈ. La partie â droite de l'élévation de la (fig. 10-a) représente 
l'ombre d'une horizontale perpendiculaire à un plan vertical: telle est Ta- 
rête 0-P d'une couverte de porte sur le pied-dJ'oit de la porte. On peilt la 
déterminer rigoureusement et directement en prenant au profil (fig. 9^b) la 
distance 1-2, et la portant verticalement à l'élévation de 3 on 4, en tirant la 
lîgrte P-4 , qui déterminera sur le pied-droit de la porte l'ombre de la cou- 
verte 0-P; mais comme cela pourrait devenir embarrassant dans les élévations 
dont les pieds-droits des portes et croisées n'auraient pas là même largeur , on 
trouverait plus commode de se procurer, pour une opération plus en grand, 
Une directrice 5-6, à laquelle ligne, P-4 serait Une ligne menée parallèlement. 

3* PROBLÈME. 

29. Déterminer Cambre d'une ligne droite au caurbe 9Ur une surface inclinée quel- pi. v, fig.u , 
tMque prajelée sur Une feuille de dessin supposée harizaniale ou verticale. ^^' ^*' ^* ^ **• 

Soit(Jî^. 11) la projection horizontale d'un comble composé de deux pans et de 
deux croupes, dont les figures 12 et 13, 14 et 15 représentent les profils et élé- 
vations. Il s'agit de tracer sur toutes ces surfaces les ombres portées par des 
^duôhes de cheminées , pat» des lucarnes et boules d'amortissement. 

Àyatit (art. 22) projeté suf toutes les figures nti rayon solaire $L par lés 
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extrémités des lignes dont on veut trouver Tombre, on lui tirera des parallèles, 
jusqu'à la rencontre des surfaces qui reçoivent Tombre, imaginées être prolongées 
s'il est nécessaire. Les points où ces surfaces seront rencontrées par ces parallèles 
étant ensuite portés sur les lignes correspondantes au plan et aux élévations, y 
détermineront les ombres que Ton cherche. 

Nous ferons seulement remarquer que les ombres étant une fois marquées au 
pian, peuvent se projeter aux élévations par le moyen des distances horizontales; 
mais que si Ton ne veut pas se servir du plan pour cet usage » on peut les pro- 
jeter directement par le moyen des hauteurs verticales prises au profil et aux 
élévations sur les parallèles correspondantes à la projection du rayon solaire. 
On ne pourrait entrer dans le détail de Tapplication de ce problèihe à la pro- 
jection des lignes droites, sans répéter ce qui a été dit (art. 24). Nous nous con- 
tenterons d'expliquer les procédés à tenir, pour déterminer Tombre d'une sphère 
sur une surface inclinée vue en plan ou en élévation. 

On remarquera facilement (art, 22) que Tombre d'une sphère n'est autre 
chose que celle de son grand cercle perpendiculaire au rayon solaire; ainsi il 
suflQra de projeter un cercle au plan, au profil et élévation, afin d'avoir sur ces 
trois figures les points les plus correspondants, desquels on puisse tirer des 
parallèles à la projection du rayon «olaire. 

Pour cet effet, on mènera (fig. ii) k travers la sphère deux diamètres AB, DE , 
l'un parallèle, l'autre perpendiculaire à SL. Ce dernier sera le diamètre horizontal 
du grand cercle qui porte ombre; on tirera ensuite un troisième diamètre FG, 
qui fasse avec AB un angle GGB de 45 degrés, égal au complément de l'angle de Télé- 
vation du soleil , et enfin un quatrième diamètre HJ perpendiculaire à FG. Gela 
fait, on partagera le quart du cercle HEG en tant.de parties que l'on voudra. Par 
les points de division tels que E, on abaissera sur EG la perpendiculaire E^; 
•près quoi, parles points G, e etc., on tirera sur AB les perpendiculaires eK, etc. 
qui donneront les points N et K, que l'on portera sur GA de G en M et de G 
en Q. Par les points K et Q^ on mènera de part et d'autre de AB des ordon- 
nées que Ton fera égales à eE. On aura les points 0, R , P, V, par lesquels, et 
ceux E, N, D, M, on fera passer une ellipse qui sera au plan la projection que l'on 
cherche du grand cercle de la sphère. 

Cette ellipse sera ensuite projetée au profil (fig. 13) et à l'élévation {fig. 15), 
ainsi que les points cotés des mêmes lettres l'indiquent. 

Pour le faire, on projettera, comme à l'ordinaire, au profil et à l'élévation (Jig. 13 
et 15), les verticales élevées des points D, P, 0, E, V, M et R du phïk(fig. 11), dans 
lesquelles doivent se trouver lesdits points ; ceux D et E se trouveront aux ex- 
(réipités du diamètre horizontal D/, des figures 13 et 15. A Tégard des autres 
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points Py N , 0, Y, M et R, on en reconnaîtra la hauteur par la réflexion siii- 
Tante. Le rayon solaire étant élevé de 45 degrés au-dessus de Thorizon, et le grand 
cercle de la sphère qui porte ombre lui étant perpendiculaire, fera aussi avec 
rhorizonunanglede 45 degrés; et aussi les points P, IN, 0{Jig. 13 et i5), qui sont 
à la circonférence supérieure du grand cercle, seront autant élevés au-dessus du 
plan horizontal passant par le .diamètre DE; et les points Y, M, qui sont à la 
circonférence inférieure du même grand cercle , seront autant abaissésau-dessous 
dudit plan horizontal, qu'ils sont les uns et les autres distants d'un plan ver- 
tical passant par le même diamètre DE. On pourra donc, sans le secours des 
profils et élévations des iig. i3-a, et i5-a, prendre au plan (fig. ii) les distance^ 
perpendiculaires des points P, N et 0, ou Y, M et R à la ligne DR (en la consi- 
dérant comme la projection du plan vertical), et les porter de suite par ordre aux 
profils (fig. 43 et i5) sur les verticales correspondantes, tant au-dessus qu'en 
dessous de la ligne DE, qui représente le plaa horizontal. 

Ces préparations faites pour les points E, 0, N, P, D, R, M, Y, on tirera (fig. 11 , 
13 et 15) les parallèles à SL, le rampant du comble (fig, 13)) étant ensuite pro- 
jetées comme à l'ordinaire (fig. 11 et 15), les parallèles ci-dessus y détermine- 
ront les points «, o, n, p, d, m, v , par lesquels on fera passer des ellipses qui ren- 
fermeront Tombre cherchée de la sphère. 

30. 1** REMARQUE. On remarquera, comme on l'a fait précédemment, que les 
ombres des verticales représentées par un seul point sur la feuille horizontale (ou 
plan) y portent des ombres en lignes droites parallèles à la direction du soleil, 
sans aucun angle ni ressaut, encore qu'elles soient projetées sur différents plans 
horizontaux ou inclinés; que semblablement , les horizontales marquées par un 
seul point aux élévations où elles seront par conséquent perpendiculaires, donne- 
ront des ombres parallèles à la direction du soleil sur les mêmes élévations. 

31. 2* REMARQUE. Lcs ligucs horizoutales qui portent ombre sur les pans des 
couvertures au plan sont ordinairement ou parallèles ou perpendiculaires aux 
lignes d'about ou de couronnement , c'est-à-dire à la section commune du plan 
horizontal avec un plan incliné, celles qui leur sont parallèles donnent des 
ombres parallèles aux lignes qui les produisent. 

A l'égard des ombres portées au plan par des lignes horizontales perpendicu- 
laires aux lignes d'about ou de couronnement , on les trouvera par les méthodes 
ordinaires, ci-devant indiquées, mais s'il y a une trop grande quantité de ces 
lignes, il sera mieux de se procurer une directrice à laquelle elles seront paral- 
lèles et qu'on trouvera sur chaque pan de la manière qui suit. Par le point X, 
soit imaginée une horizontale XZ perpendiculairement au couronnement XC, 
laquelle étant projetée à l'élévation (fig. 14) y sera représentée par le points;, et 
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son ombre par la ligne xy parallèle à SL; le point y étant renvoyé an plan y doil^ 
nera le point Y, duquel ayant tiré la ligne XY, elle sera sur les deux grands pans 
du comble , l'ombre; l'horizontale XZ est par conséquent la directrice de toutes 
les horizontales de moindre étendue qui se trouveront sur ce pan de couverture 
et également perpendiculaires à la ligne d*about ou de couronnement. 

On en fera de même pour les autres pans sur lesquels ces lignes, et les opéra- 
tions qu'on a faites pour les trouver, sont également ponctuées. 

32. 3* ÉEMARQUE. On pourra aussi se procurer de la manière suivante des di- 
rectrices pour trouver plus commodément les ombres des verticales sur les éléva- 
tions (fig. 11 et 12) qui se présentent au soleil. Soit (fig. 11), élevée verticalement 
sur Tabout du comble la ligne TS dont il s'agit de déterminer l'ombre, la projec- 
tion de cette ligne TS, au plan (fig. 11 ), sera le point J par lequel ayant mené la 
ligne J-2 parallèle à SL, elle déterminera sur le plan du pan de la couverture 
l'ombre de ladite verticale ; de manière qu'ayant rapporté le point 2 au point 3 de 
l'élévation (fig. 14), on continuera la ligne T-3 qui sera l'ombre de la verticale TS 
k ladite élévation. On en fera de même à l'élévation de la croupe (fig. 12). 

Quant aux élévations (fig. 13 et 15) qui suivent le soleil, on imaginera (/îgr. 15), 
une verticale TS, placée sur le couronnement, qui sera représentée au plan (^^, 11) 
par le point 4, dont l'ombre sera dirigée au plan suivant la ligne 4-5, parallèle à 
la direction du soleil SL, de manière qu'ayant rapporté le point 5 au point L de 
l'élévation (fig. 15), on tirera la même ligne TL qui sera l*ombre de la verti- 
cale TS. On en fera de même à l'élévation de la croupe (yîjr. 13). 
Pi.vi,/iy. 12, 33. 4® REMARQUE. Si les élévations des combles étaient vues de biaiâ, cW-â- 
18, 14 et i&-a. jj^^ gj ^j|^g n'étaient point prises sur des lignes du plan parallèles à celles de 

leurs abouts ou couronnement, telles que les figures 13, 14 et 15a, autour dtiplan 
(fig. 9,11-a), on aurait à chaque élévation la représentation d'un pan et d'une 
croupe sur chacun desquels on relèverait le soleil (art. 22), et l'on chercherait 
Tombre d'une verticale comme il a été dit par l'article 32, et comnie les opéra- 
tions ponctuées , marquées des mêmes lettres et chiffres, l'indiquent. Si Ton vou- 
lait les déterminer il serait indispensable de faire des profils droits de chaque pad 
et de chaque croupe. 

34. Corollaire. On déduira du problème précédent la méthode de projeter les 
ombres à l'élévation, les ombres portées sur une surface inclinée vue par-dessoui5, 
tel que serait le rempant intérieur du comble, s'il se trouvait avoir assez d'élévation 
pour être éclairé du soleil; comme par exemple celui dont les figures 16, 17 et IS 
représentent le plan , le profil et l'élévation. 
Pi.vn,/i^.i6, On s'est contenté de marquer l'ombre d'une verticale Afe et d'une hoHion- 
17 et 18. ^^j^ gfj perpendiculaire à la ligne sur laquelle Télévatidn a été prise, laquelle, 
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p^r coDs^ueD^, sera représentée par un point; il serait inutile d'en donner le 

déuai. 

4* PROBLÈME. 

35. Projeter F ombre tCune ligne quelconque sur la surface dun cône vu en flan et PLVin,/lf.i9, 
en élévation. m. «et». 

Soit {fig. 19) le plan d'un cône dont les figures 20, 21 et 22 sont les profils et 
élévations. 

Soient au9$i menées sur ces figures (horizontales et verticales) les lignes dont 
il est question de déterminer les ombres , qu'elles portent sur la surface du cône, 
pour les projeter ensuite sur le plan et élévations. 

On pemarquera quo l'ombre d'une ligne droite projetée sur une surface courbe 
y sera toujours représentée par une courbe , à moins que tous les points de la 
ligne qui la produit ne se trouvent dans la projection d'un même rayon solaire. 

Ainsi y pour trouver l'ombre, par exemple^ de l'horizontale ÂB, on y remar- 
quera plusieurs point3 » tels que D , par lesquels on tirera ainsi que pour le 
point A, et sur toutes les figures, des parallèles Aa» Dd à la projection du rayon 
solaire; l'ombre des points A, D sera nécessairement dans ces lignes et précisé- 
ment aux points où elles rencontrent la surface du cône. Il est donc question de 
déterminer cette rencontre. 

Pour cet effet, on regardera les lignes Aa, Dd{fig. 19), comme la rencontre 
dâs plans verticaux du soleil fixés (art. 12), avec la surface du cône; et ces lignes 
considérées sous ce point de vue sont projetées au profil (fig. 20). Elles y pro- 
duiront des hyperboles qui rencontreront aux points a et d les lignes Aa et Dd. 
On rapportera ensuite sur ces lignes correspondantes aux plans et aux éléva- 
tions les points a et d par les méthodes expliquées ci-devant ; ces points seront 
(fig. 19, 21 et 22) l'ombre des points A et D. 

On trouvera, par le même procédé, l'ombre de tout autre point de la même 
korizontale AB ; et par tous ces points déterminés , on f'^ra passer une ligne qui 
sera l'ombre de AB. 

On se servira aussi des mêmes moyens pour projeter tant au plan (fig. 19) 
^'aux élévations (fig. 21 et 22) , l'ombre d'une verticale AC et de toutes lignes 
quelconques. 

Nous ne dirons rien de la manière de tracer les hyperboles {fig. 20), non plus 
que de celle de trouver les courbes paraboliques ou elliptiques qui pourraient 
être forqiées sur la surface d'un cône par la rencontre de différents plans; on 
ixppose qu'on en soit instruit dans le Traité de la Stéréotomie. 
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Remarque, à Tégard des ombres sar les dômes sphériques, elles se détermi- 
neront avec autant de facilité; les proiils droits donneront des courbes circu- 
laires qui, dans les projections , donneront des ellipses. 

Si Ton a bien compris ce qui vient d*ètre enseigné « on ne se trouvera point 
embarrassé pour la projection d'aucune ombre. 

De la dégradation des ombres et des teintes. 



Déûnttlons des 
clairs et bruns. 



Différence 

dans les clairs 

et les bruns. 



Clair-obscar. 



Reflet 



Ce que c'est que 
le fuyant. 



Principe général 

tiré de la nature 
en différents 

effets des clairs 
et des bruns 
relativement 
aux différents 
éloigneraents 

d'où ils sont vus. 



36. On distingue dans la nature des clairs et des bruns : par le terme clair 
on entend les parties d-un corps qui étant exposées à la lumière du soleil, ou 
d'autres objets lumineux, en reçoivent l'impression. 

Par le terme brun , on entend les parties d'un corps qui étant opposées à la 
lumière sont dans l'ombre; et le terme btun convient d'autant mieux à ce que Ton 
appelle Vombre que jamais la lumière n'est totalement interceptée. 

37. Les surfaces d'un corps les plus directement exposées à la lumière parais- 
sent les plus éclairées et les plus brillantes ; celles qui lui sont moins exposées 
paraissent plus ou moins foncées et brunes relativement à l'opposition plus ou 
moins grande avec les parties éclairées environnantes. 

38. Indépendamment de la lumière directe, il en est une autre de réflexion 
qui suit les mêmes lois, à l'exception que les clairs en sont moins brillants et les 
ombres moins brunes relativement. Ce sont ces clairs occasionnés parla réflexion 
de la lumière, que les peintres appellent clairs-^scuts ^ et dans lesquels les 
ombres 'se perdent et se noient, de manière qu*on ne peut en distinguer la 
figure et le contour. . 

39. La réflexion de la lumière agissant sur tous les objets environnants , les 
corps environnants occasionnent nécessairement sur les parties des corps qui 
sont ombrées, des clairs et des obscurs, c'est ce que les peintres appellent le reflet. 

40. On dit que les corps fuient l'œil du spectateur, lorsqu'ils en sont plus 
éloignés que d'autres corps considérés du même point de vue. 

Ce qu'on dit ici de différents corps, doit s'entendre aussi des difi&rentes parties 
du même corps. 

41. De plusieurs corps, placés à diflërents éloignemenis, les parties éclairées de 
celui qui est le plus près de l'œil du spectateur paraissent plus brillantes, et 
respectivement les parties ombrées paraissent plus ^brunes et plus foncées. Car 
c'est un principe généralement reçu par tous les peintres et dessinateurs, et par 
eux copiés dans la nature, que les clairs fuient en brun et les bruns en claiT\ 
on ne doit jamais oublier ce principe, c'est-à-dire que le brun et le clair, ensuite 
la figure et le contour des parties éclairées et ombrées des corps, et enfin les 
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corps eux-mêmes , se confondent dans un éloignement hors de la portée de la 
Tue du spectateur, à quoi se joint la partie de l'atmosphère interposée à son œil 
et aux objets pour achever celte confusion. 

42. 11 suit dé ce qui a été dit ci-devant que les clairs en s'éloignnnt s'assour* 
dissent, se dégradent et deviennent moins brillants; les ombres s*aiTuiblissent 
au point que les clairs et les bruns se confondent dans un certain éloignement 
et paraissent de la même teinte, et que les ohjfts cux-mômes disparaissent et 
semblent s'anéantir à la vue; il règne à cet égard une harmonie et une propor- 
tion qu'on doit imiter. 

43. Ce qui vient d'être dit (art. précédent) ne peut s'appliquer qu'aux surfaces 
extérieures des corps qui reçoivent librement la lumière ou à sa réflexion. Il n'en 
est pas de même des surfaces intérieures et des corps qui paraissent dans l'en- 
foncement, elles sont plus ou moins brunes suivant qu'elles sont plus ou moins 
privées de la lumière réfléchie. 

44. On a dit (art. 13), que les corps portaient ombre sur les surfaces qui les 
environnent, maison doit remarquer que celte ombre projetée se peint plus ou 
moins brune suivant que la surface qui la reçoit est plus ou moins près de l'objet 
qui la porte. 

45. On peut , pour se fixer l'imagination et se donner des modèles des teintes en 
clairs et en bruns qui conviennent à chaque partie suivant les difierenles cir- 
constances ci-devant énoncées, imaginer un ruban replié dont l'un des bouts soit 
coloré de quelque teinte ou couleur que ce soit, laquelle se dégrade uniformé- 
ment et se trouve à l'autre extrémité du ruban , aussi claire ou brillanle que pos- 
sible. Le brun est le plus foncé de la même teinte. Ce modèle, au moyen des 
divisions 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, etc., qu'on y fera, mettra sous les yeux les justes 
rapports des clairs et des bruns j qui se font en raison des quarrés des distances, 
parce que la lumière étant divergente diminue dans celte proportion ; si ce ruban 
est imaginé fait sur sa longueur, il pourra servir d'échelle proportionnelle aux 
distances, et faire connaître, au moyen des divisions i, 2, 3, etc., les clairs et les 
bruns qm conviendront à chaque partie; c'est-à-dire, par exemple, que(Jig.2l) 
l'ombre qui conviendra au clair le plus brillant coté i se trouvera vis-à-vis la 
même division , de même Tombre cotée 2 se trouvera vis-à-vis sa division, etc. 

46. Il ne nous reste plus qu'à donner quelques exemples de dégradations 

d'ombres et de teintes , on les trouvera sur les planches X et XI qui représentent 

les plans d'un bâtiment autour duquel on a relevé dix-huit profils ou élévations, 

le tout éclairé par un même soleil élevé de 45% et dont la direclion fait avec la 

principale façade du bâtiment un angle aussi de 45*. 

On a marqué en lignes ponctuées rouges, sur le plan (Jig. 4) et les élévations 

4 



Dégradatimis 

des clain 
etdetbruof. 



Méthode pour 

fixer les 
dégradations 

des daln 

et des bruns. 

PI. IX, fiff. 23» 

24, 25 et 36. 



Pl.XetXI, 
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Çfig. 7, Pi. X), ainsi que sur le plan de la Pi. XI et Iqs élévatians des figyres 1i 
et 19, les directrices des ombres portées par les couvertes des croisées et sur les 
pieds-droils, par des opérations semblables à celles qui ont été faites (PL VI et en- 
seignées art. 28). 

. Pareillement on a aussi marqué en lignes ponctuées en rouge sur le plan du 
comble Oï^. 6, Pi. X) les directrices des ombres portées par des borisontales 
perpendiculaires aux lignes de couronnement ou d'about et sur les élévations des 
mêmes combles {fig. 9 et 9-a) de la même planche et (fig 14 etl4-a, delà Pi. XI) 
par des opérations semblables à celles des PI. Y et VI expliquées art. 31, 32 
et 33. Il sera facile, par ces mêmes moyens, de tracer de pareilles directrices 
sur les autres élévations pclairées , du soleil, qui en ont besoin. 

Enfin, on a ajouté les deux autres PI. XII et XIII, contenant les dessins du même 
bâtiment ^cl^iré par un soleil perpendiculaire ou parallèle à ses façades aussi 
élevé à 45^; on ne les a mis sous les yeux que pour faire sentir le peu d'agré- 
pent que cette direction du soleil donne au dessin, et que Ton doit par consé- 
quent, lorsque rien ne s'y oppose, préférer la direction oblique ainsi que nous 
en avoQ3 prévenu a^t. 19. 



V 



N" 2. 

DES OMBRES (*)• 

On sait que tous les points d'un objet lumineux doivent être regardés chacun 
comme le centre d'une sphère immense composée d'une infinité de rayons qui 
s'écartent du centre avec une vitesse qui échappe à nos sens ; que, dans un milieu 
homogène et uniformément dense, ces rayons se propagent toujours en ligne 
droite , de manière qu'un rayon de lumière émané d'un point quelconque ne 
peut arriver à un autre point déterminé, tant qu'il se trouve un obstacle sur la 

(*) Ce mémoire est de Gaspard Monge qui l'a écrit en n85 à l'École du génie de Mézières pour l'in- 
struction des jeunesofRciers. 

* Ce mémoire fait partie de la collection des manuscrits de l'École d'application de Metz. U est coté n» 4 , 
Carton n» 4 ; il provient du fond de la bibliothèque de l'ancienne école de Mézières , et il porte U timbre 
de cette école. 

Ce méjoaoire n'a pas encore été publié textuellement, T. 0, 
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éroilé menée par ces deux points ; par conséquent lorsqu'un corps Q, itûpéhô- 
trableà la lumière (fig. 1) se trouve dans un milieu éclairé par un point lumibeùx S\ 
il doit interrompre la route des rayons de lumière, soit en les interceptant, sôil 
en les réfléchissant, et parla priver totalement de lumière Tèspace OMBR 
placé de l'autre côté de ce corps par rapport au point S, et terminé par les pro- 
longements des tangentes SOM et SBR. C'est cette partie infinie de l'espace ab- 
solu, qu'un corps opaque prive de lumière par son interposition dans tin milirt^ 
éclairé, que l'on nomme ombre de ce corps. 

Si Ton place au delà du corps par rapport au point S un plan PL , de faianlêW 
q^'il se priéSTente en face vers le point lumineux , ses parties Pa, bL seront éclai- 
rées comme elles le seraient si le corps Q était anéanti ; mais la partie fea absolument 
pîrivée de lumière sera parfeitement obscure, et le passage de cette obscurité à là 
chrté des parties voisines éclairées , se fera subitement et sans ménagements. Pair 
etemple, Q est une sphère , et supposons que le plan PL soit placé perpendîctt- 
hitrement à une droite menée du point S par le centre Q ; l'espace ab seî*â eircu- 
hîre, comme on le voit (fig. 2), et toutes ses parties seront également obscures. 
C'est cet espace que l'on appelle projection de l'ombre, et que le vulgaire coff- 
fetod communément avec l'ombre proprement dite. 

La projection de l'ombre d'un fcorps sur une surface quelconque est donc H 
figuré que terminent sur cette surface les prolongements des rayons de luniiièrë 
tangents à la surlbce du corps. 

Quelque autre part qu'on eût placé le plan PL, cependant toujo\irs an delà drt 
corps Q, par rapport au point S, l'espace obscur ab eût été plus ou tnfoîns grand , 
mais son obscurité absolue eût toujours été la même, puisqu'elle eût toujours été 
fine privation totale de lumière. L'intensité réelle de l'omblre est donc une qùaîn- 
tité constante qui peut être prise pour terme de comparaison. 11 n'en est pas dé 
mèm^de sa quantité relative ou de son intensité apparente, car elle 6'est que le 
contraste qu'elle faitavec les parties éclairées qui l'avoisinent. Or ce contraste étant 
d'autant plus sensible et plus frappant que la lumière l'est davantage, doit varief 
comme elle, c'est-à-dire augmenter et s'affaiblir en même raisfoh. Donc, toutes 
choses égales d'ailleurs , l'intensité apparente de l'ombre d'un corpà reçu sur 
(me surface quelconque doit croître et décroître en raison inverse du quarré de 
ta distance de cette surface au point lumineux, car il est démontré en physique 
que ta lumière suit cette loi. Mais comme dans la nature nous ne voyons les objets 
qu'à travers un milieu dont la densité s'oppose en partie au passage de la lumière 
et diminue par conséquent son intensité; cette ombre doit encore nous paraître 
d'autant plus forte qu'elle est moins éloignée de notre œil , c'est-à dire que nous 
sommes plus proches de la surface qui la reçoit. On doit avoir égard à ëes âèu!i 
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principes lorsqu'on peint desobjcts-éclairéspar un flambeau peu éloif^né du champ 
du tableau. Mais lorsque Ton suppose que la lumière vient du soleil, comme la dis- 
tance de cet astre est sensiblement la même pour toute la surface de la terre , la 
première considération n'a pas lieu. Tout ce que nous venons de dire ne suppose 
aurune dimension au corps lumineux ; soit Q [fig. 3) un globe opaque et sphérique 
éclairé par un autre globe sphérique S dont le diamètre ait un rapport sensiblement 
fini avec la distance des deux centres. Soient menées les quatre lignes ERfEM, FM 
et FD tangentes aux surfaces des deux globes , et concevons que le système de ces 
quatre droites fasse une demi-révolution autour de SQ comme axe. Il engendrera 
quatre surfaces coniques opposées deux à deux par le sommet et qui seront préci- 
sément les mêmes que celles qu'on aurait eues en menant ces quatre tangentes 
dans tous les sens possibles. Cela posé, il est clair : 1*" que Tespace 0MB ( fini si S 
est plus grand que Q, infini s*il est plus petit) doit être absolument obscur, puis- 
qu'il ne reçoit aucun rayon de lumière ; 2* Tobscurilé des espaces RUMY, VMBD 
doit diminuer en s'éloignant de Taxe SV. Les points de cb sont en effet très- 
obscurs, puisqu'ils ne sont découverts chacun que par un seul point E ou F de la 
surface lumineuse. Les points e, t le sont moins parce qu'ils découvrent chacun 
une grande partie du globeS. Enfin les points a et d sont très-éclairés, et autant 
qu'ils le peuvent être, puisqu'ils reçoiventdes rayons de toute lasurfacedu corps 
lumineux. Donc, si on présente en PL un plan perpendiculaire à Taxe SQ, la 
projection de l'ombre sur ce plan sera composée de deux parties (yi^. A) : l^d*un 
noyau circulaire ad de même obscurité que Tombre de la figure 2 ; 2"* d'une 
couronne d'ombre acbdj dont l'intensité diminue en s'éloignant du centre jusqu'à 
devenir zéro aux points a et d. 

Les dimensions, ou la grandeur de cette ombre imparfaite qu'on nomme 
pénombre (du latin penèumbrà)^ doit varier suivant que les dimensions des 
corps Set Q, leur dislance et celle du plan PL, deviennent plus ou moins 
grandes. L'angle cBd{Jig. 3), par exemple, restant le même, la droite cd sera 
d'autant plus grande que la distance Be du point Bau plan PL sera plus consi- 
dérable. 2"* Cette distance restant la même, la droite cd pourra être considérée 
comme composée des deux parties ce et ed, dont la première sera propor- 
tionnelle à la tangente de l'angle cBe, la deuxième à celle de Tangle eBd. Donc 
quels que soient et l'angle B et la distance B«, la grandeur cd de la pénombre 
sera proportionnelle à : B^ (tang cBe-f tang ehd). Mais si le diamètre du corps 
lumineux est considérablement plus grand que celui du corps opaque, l'angle 
en B est égal à l'angle sous lequel le diamètre du corps S est vu d'un iK)int 
quelconque du corps Q, et les segments ce et ed sont sensiblement égaux; d'où 
il suit que l'angle cBe égale sensiblement l'angle eBd et qu'il peut , dès lors, être 
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comme ég^ï à (-cBcf). Soit donc p Tangle sous lequel est vu le diamètre du soleil ; 
^ la dislance Be de^Tobjet qui porte ombre à la surface sur laquelle elle est reçue; 
la grandeur de la pénombre sera : 2q tang>p. Il suil de là sans entrer dans une si 
grande précision , que les ombres porlées sur la surface de notre globe par 
des corps éclairés par le soleil ^ ne doivent pas être terminées vivement, 
oomme dans la fig. 2; mais qu'elles doivent se roèlor par masses insensibles 
ftvec la clarté qui les avoisine. Ajoutez à cela que les rayons de lumière, lors- 
qu'ils rasent quelque corps dans leur route, se plient et se rapprocbent de 
Taxe, et diminuent par là la grandeur de Fombre pure. Par conséquent dans 
les dessins, les teintes des ombres ne doivent pas èlre uniformes, mais s'adoucir 
insensiblement, à moins qu'elles ne soient très-' proche de l'œil qui doit les 
voir et de l'objet qui les cause. Dans les opérations suivantes nous ne détermine- 
rons géométriquement que les projections des contours des ombres pures, ce 
sont les seules qu'il soit nécessaire d'avoir exactement dans les dessins; c*est 
L'afTaire du lavis de dégrader les teintes, et de les placer de manière à faire 
illusion. Nous allons d'abord supposer les rayons du soleil parallèles, c'est-à-dire 
émanés d'un foyer infiniment éloigné, ou qui relativement à nos sens puissent 
être regardés comme tels. Nous verrons ensuite quel cbangement on apporterait à 
DOS métbodes, si l'objet lumineux se trouvait à une distance^ensiblement ùm* 

PROBLÈME GÉNÉRAL. 

Lu direeiiott des rayons parallèles de lumière étant damnée « trouver Cambre dun 
corps quelconque^ le corps et la surface étmit donnés de dimensions et de positions» 

On construira les projections, du corps opaque qui doit causer l'ombre et de 
la surface qui doit la recevoir, sur deux plans quelconques, qu'il est cependant 
plus commode de supposer perpendiculaires l'un à l'autre et tels que Tun soit 
horizontal et l'autre vertical. Quelquefois ces projections sont déjà construites et 
c'est sur elles qu'on se propose de déterminer les ombres. Ainsi soit GZD (fiy. 5), 
la projection horizontale et cbdb' l'élévation du corps qui porte ombre , EFI et egf^ 
les projections horizontale et verticale de la surface qui doit la recevoir, enfin YA 
et yoy celles d'un rayon de lumière quelconque. Il n^est pas possible de donner 
une méthode générale pour la construction de ces projections , et l'on s'en assu- 
rera facilement en observant qu'un même corps se projette différemment suivant 
les différentes manières dont sa nature nous est connue. Par exemple, les pro- 
jections du rayon de lumière ne peuvent se faire que conséquemmentà la manière 
dont nous supposons que les dessins seront éclairés. Ainsi, si, comme c'est 
l'ordinaire, nous nous donnons sa direction YA ou sa projection horizontal^ 
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et Tângle RAY qu'il forme avec elle^ on mènera RY perpendiculaire à YAy 
et on imaginera le triangle YRA , élevé verticalement sur YA. On projetter» 
les pointa A et Y en a et y; et on fera la verticale ry égale à RY. H est 
clair, pour tors, que ^a sera la projection verticale du rayon dont AY est la 
projection horizontale. Toute autre manière dont on fixerait la position du 
rayon de lumière exigerait peut-être une autre méthode pour en faire lea 
projections. Il est d'usage de tiommer YA la direction du rayon de luihièré^ 
et ya son incidence. C'est ce que les astronomes appellent Vaziinuth et Valttd- 
cantaraih. 

Cela posé dans l'une des projections (dans l'élévation, par exemple) et par 
tous les points de l'objet qui doivent spécraleraent porter ombre, on mènerai 
des droites fil parallèles aux rayons du soleil^ et on considérera cfaacnné 
d'elles, comme la projection d*un plan parallèle aux rayons de lumière el 
perpendiculaire au plan vertical de projection. 

Chacun de ses plans contient une infinité de rayons dont une partie est inter- 
ceptée par l'objet qui porte gmbre , et dont deux enfin et un plus grand nombre, 
après avoir rasé la surface de ce corps déterminent par leurs prolongements 
deux ou plusieurs points du contour de l'ombre sur la surface qui doit la rece-^ 
voir. Or ceux des rayons de luitaièré renfermés dans le plan A/, qui sont inter- 
rompus par le corps opaque, rencontrent toute sa surface dans la section HL faite 
par le plan A/, et ceux qui s'échappent en rasant là surface sont des tangentes 
à cette section. Donc , si par les règles de la Stéréotomie^ on projette cette sec- 
tion en HMLN, et si oh lui mène deux tangentes MO et NP parallèle à YA, tekes 
seront !e^ projections horizontales mais indéfinies des k*ayons radaVits , qut doi- 
vent par leur prolongement donner des points du contour de l'ombre. Mais ptlis- 
<|ne c^ rayt)n!s sont contenus dans le plan M , ils ne peuvent rencontrer \A 
surface EFI que dans l'intersection de cette surface par le plan U représenté 
dans 1 élévation par ki. Par conséquent , si l'on projette cette section en QK'L'', 
les reilcontres O et P de cette ligne avec les droites MO et NP seront deux points 
du contour de l'ombre demandée. 

Les verticales élevées par les points et P détermineront par leurs ren- 
contres avec la droite hl les projections verticales des deux mêmes points. En 
répétant l'opération pour tant de plan Ih qu'on voudra, on trouvera tous les 
points qui seront nécessaires à la construction de la ligne du contour de l'ombre 
dans les deux projections. C. Q. F. D. 

Remarque. Les points M et N séparent la partie éclairée MHN de la section, de 
la partie obscure MLN; par conséquent si on fait passer une ligne par tous les 
points trouvés de la même manière pour les autres sections, on aura la s^[>ara«> 
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tiôn de la partie écfoirée de 1^ surface de celle qui est dans rqmbre , ce qui est 
l]uelquefbis très*utile dans le lavis. Les yertic^tles élevées par les points N, M dé* 
lermineroDt par leurs rencontres avec les lignes M correspondantes dans Télér 
iration, le9 points m, n, par lesquels doit passer, la projectioa verticale de cette 
iiparatioQ. 

Corollaires. V L'pmbre d'unp droite verticale projetée sur un plan horizon- 
tal est toujours uns droite, ou plus généralement, la projection horizontale de 
Tombre d'uqe verticale, reçue sur quelque surface que ce soit, est toujours 
«ne droite ; oar les rayons qui sont interrompus par la verticale composent un 
plan vertioal, qui par sa rencontre avec les surfaces voisines détermine Tombre 
de la droite, et cette intersection ne peut être vue^up le plan horizontal que sous 
une droite, pi)içque tout le plan vertical qui la contient est lui-môme projeté 
«ous la forme d'une droite qui doit être parallèle à la projection horizontale d'un 
rayon de lun^iére. 

2'* Pour la mêmp raison la projection verticale de Tombre d'une droite per- 
pendipulaire au plan de projection verticale est toujours une droite parallèle à la 
projection verticale d'uQ rayon de lumière. 

8*" La projection de l'ombre d'une ligne droite ou d'un polygone quelconque 
Mçne sur un plan qui lui est parallèle est toujours une figure qui lui est égale 
fit semblable. 

La solution que nous venons de donner du problème général des ombres, peut 
s'employer quelle que soit la figure du corps qui porte ombre, c'est-4-dire 
que la surface soit courbe ou composée de parties planes ou courbes. Mais lors- 
que le corps n*est pas terminé par. une surface, mais par un système de plans 
joints par des arêtes reclilignes , on peut déterminer bien plus aisément la figure 
de son ombre. 

1^' Exemple. D^^enmner t ombrent un cube donné de position sur un plan horizontal. 

Soient BGDE et IFGH les projections horizontales et verticales du cube {fig. 6), 
YA et ya celles du rayon de lumière, et KN la base de l'élévation (^). Cela posé, 
remarquons que nous auront l'ombre demandée si nous reconnaissons qu'elles 
{font les arêtes du cube que rasent }es rayons de lumière et si nous déterminons 
les ombres que portent ces arêtes. Or il est évident que l'arête verticale , repré- 
sentée par le point B dans la projection horizontale et par IF à l'élévation , est 
rasée par les rayons de lumière; que de plus son ombre doit être indéfiniment 
sur une droite BQ parallèle à^YA; mais si par les points F et I, on mène des 
droites parallèles à ya les points où elles rencontreront l'horizontale KN , seront 

C) Moi^ge désigne ici par kasc d$ fétévatUm ce qu^ appella plus tard ligne de terre. T. 0. 
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les projections verticales des ombres des points F et L Donc , en abaissant les 
Torticalés MQ et KR, leur intersection avec BQ ternriinera Tombre de Taréte 
verticale représentée par le point B. Donc RQ sera une portion du contour de 
Tombre demandée. Cela fait, on observe que l'arête horizontale exprimée par BC 
dans la projection horizontale et par FG dans Télévalion est aussi rasée par les 
rayons; qu'il en est de même pour Farète horizontale supérieure projetée en CD 
parla verticale qui passe par le point G et pour les arêtes horizontales inférieures 
représentées par DE et EB, que par conséquent les ombres de toutes ces arêtes 
achèveront le contour de Tombre du cube. Mais nous avons déjà Tombre d'une 
des extrémités de l*aréte horizontale BG ; il suffit d'avoir celle de lautre extré- 
mité C; or cette ombre doit se trouver sur la droite CP parallèle au rayon YA. 
De plus, si par le point G on mène la droite GN parallèle au rayon ya, le 
point N sera son élévation. Donc la verticale NP déterminera par sa rencontre 
avec CP Tombre du point C, et par conséquent QP sera l'ombre de l'arête hori- 
zontale supérieure représentée par BC, On aurait pu trouver la droite QP, en 
faisant un autre raisorutnment; car Tombre d'une horizontale reçue sur un plan 
horizontal est une droite qui lui est égale et parallèle. Donc, en menant par le 
point Q une droite égale et parallèle à BC on aurait eu Tombre de cette arête. 
En faisant un pareil raisonnement pour toutes les autres lignes que nous venons 
de citer, on parviendra à achever le contour de l'ombre bien plus facilement 
qu'en employant la méthode du problème. 

2* Exemple. Déterminer Cambre dun point sur un plan vertical. 

Soient M et m les projections horizontale et verticale du point; TN la projec- 
tion horizontale du plan vertical sur lequel doit être portée l'ombre demandée; soit 
MN parallèle à YA {Jig. 1), et regardons cette droite comme la projection d'un plan 
vertical qui doit contenir le rayon de lumière interrompu par le point M; cela posé, 
le rayon interrompu ne peut par son prolongement rencontrer le pfisin vertical , et 
par conséquent déterminer Tombre demandée que dans l'intersection des deux 
plans verticaux ; or celle intersection est indéfiniment la verticale No. De plus , la 
droilCTHo, parallèle à t/a, doit encore contenir la projection verticale du même 
point d'ombre dont son intersection avec la verticale No déterminera le point o 
demandé. 

3* Exemple. Trouver sur un plan incliné l' ombre (Tun cylindre vertical terminé par 
deux bases horizontales, 

SoientyA7i et ZX (Jig. 8) les projections du cylindre, BGED et 6ce(/ celles du plan 
incliné , soient menées les tangentes yG et AJ parallèles à la projection horizontale 
du rayon de lumière, il est clair que ces deux droites seront les ombres des verti- 
cales représentées par les points/ et A, et termineront latéralement la projec- 



— 33 — 

tion de Tombre du cyJindre ; il ne s'agit plus par conséquent que de trouver 
Tombre du contour de la base supérieure ; pour cela on fera pour tant de points 
qu'on voudra Topération que nous allons faire pour le point K^ dont la projection 
yerticaie est le point k\ Par le point k! soit mené la parallèle k'n à l'incidence so- 
laire, et soit regardée cette ligne comme la projection verticale d'un plan paral- 
lèle aux rayons de lumière, dont l'intersection avec le plan bcde doit contenir 
l'ombre du point K. Soit projetée cette intersection sur le plan horizontal en 
abaissant par les points n et m des verticales, qui par leur rencontre avec les 
droites BD et EG, détermineront deux points N et M. La droite MN contiendra 
donc la projection de l'ombre du point K, mais la parallèle à YÂ, menée par le 
point K, doit encore la contenir ; par conséquent leur point L d'intersection, sera 
la projection de l'ombre du point K. L'opération, répétée pour tant d'autres points 
qu'on voudra, achèvera de déterminer l'ombre du cylindre. 

Dans tout ce que nous venons de dire , nous avons supposé que les rayons de 
lumière fussent émanés d'un point infiniment éloigné; voyons maintenant la ma- 
nière de déterminer l'ombre d'un corps éclairé par un point lumineux placé à 
une distance sensiblement finie. 

Lorsque le point lumineux ne sera pas infiniment éloigné de l'objet éclairé, 
les rayons de lumière qui en partiront ne seront pas parallèles , et les projections 
horizontales et verticales d'un de ces rayons ne suffisant pas pour déterminer la 
direction de tout autre, il faudra alors projeter le point lumineux lui-même ; ima- 
giner par ce point dans l'espace tant de plans qu'on voudra perpendiculaires à un 
des plans de projection, et qui feront, dans l'objet éclairé et dans la surface qui 
doit recevoir l'ombre, autant de sections qu'on en projettera sur l'autre plan; 
mener par le point lumineux toutes les tangentes possibles aux sections du premier 
corps et les prolonger jusqu'à ce qu'elles rencontrent quelque part, si cela est 
possible, les sections correspondantes faites dans le second corps. 

Ce procédé graphique ne diffère de celui du premier problème, qu'en ce que 
dans ce cas-ci les tangentes aux sections sont menées par un point déterminé ^ 
au lieu qu'elles étaient parallèles entre elles dans le premier cas. 

La solution du problème des ombres que nous venons de donner étant de la 
plus grande généralité, il serait inutile d'entrer dans quelques détails sur les 
particularités de certaines ombres, et de rapporter des méthodes abrégées plus 
ou moins élégantes qu'on peut employer en certains cas. L'usage et les occasions 
en fournissent assez , pour peu qu'on y réfléchisse. Cependant , nous ne passe- 
rons pas sous silence une difficulté qui peut souvent se présenter et qui a lieu 
dans l'exposé suivant. 

4* Exemple. Déterminer ^ sur la surface concave dun puits fait en avant (f un retran- 

5 
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dûment , P ombre portée par son bord , en supposant q%!U soit éelcârè par un pobtî 
Iwnineux placé à une distance déterminée. 

Oo sait qu'un puits de retranchement est un cône tronqué renversé, dont les bases 
parallèles sont horizontales ; soient donc ()!<;r. 9) EDCJGH et ecgb^ les projections 
horizontales et verticales du puiis et A, a celles du point lumineux. Par le point A 
soient menées les projections AL de tant de plans verticaux qu'on voudra , et les 
projections verticales pnqk des sections qu'ils forment dans la surface du cône 
(il est inutile de donner le détail de cette construction); cela posé , il est clair que 
l'ombre du point M du bord ne peut se trouver sur la surface du puits que dans 
la section ML, et par conséquent en projection verticale sur la courbe pnqk. 
Donc, si par le point p projection verticale du point M , on mène le rayon ap j il 
eoupera la courbe quelque part en un point q qui sera le point d'ombre ; et en 
abaissant une verticale qQ qui coupera ML en un point Q , on aura la projection 
horizontale du même point. On déterminera de la même manière les ombres de 
tant de points du bord qu'on voudra, et on aura par conséquent la courbe 
ft)rméo par leur continuité , à l'exception des deux points T et T' où commence 
cette courbe, où elle coupe les bords du puits; alors ^^a méthode générale est en 
défaut , elle n'enseigne pas à les trouver. 

Pour les déterminer, remarquons que les points T et T' demandés n'appar- 
tiennent point à la courbe TQT', considérée comme ombre portée , mais qu'ils 
sont les limites de l'intérieur du puits qui sépare la partie TQT' obscure de la 
partie TET' éclairée, et qu'en les considérant comme des éléments de la surface 
conique, leurs prolongements doivent passer par le point lumineux et être tan- 
gents à la surface. Ces prolongements, qui sont des plans, doivent donc se cou- 
per en une droite menée par le sommet du cône et par le point lumineux, et 
représentée par AR en projection horizontale et par aS en projection verticale. 
De plus, ces prolongements doivent couper le prolongement de la base supé- 
rieure du cône en deux droites tangentes à sa circonférence, et ces droites doi- 
vent passer toutes deux par le point où aS coupe le même plan. Donc , si du 
point r on abaisse la verticale rR, et si du point R on mène deux tangentes à la 
circonférence EDC, les points de contact seront les points T et T' demandés. 

Cette solution « quoique particulière au cas de l'exemple, se généralisera si 
l'on fait attention que les points T et T' appartiennent à la courbe qui sépare la 
{partie éclairée de la surfaee du corps de la partie obscure , courbe dont nous 
avons donné la construction dans la figure 5, et dont m, n, M, N dans cette même 
figure sont des points. Donc, on aura les extrémités de l'ombre portée par le bord 
d'un vase d'une figure quelconque sur sa surface concave, en déterminant les 
ititerseotÂan» de ce bord av«o la courbe qui sépare la partie éclairée de la sur- 
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face extériewô d'avec la partie obscure. On suppose ici Tépaisseur du vase Infl*» 
nimeut mince, et si elle ne Tétait pas il faudrait regarder la surface intérieuH» 
comme extérieure. 



N^ 5. 

(mémoire inédit.) 

APPLICATION DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE AU DESSIN DE LA VIS (^). 

Génération du filet par un triangle» 

1. Chacune des faces du filel de la vis triangulaire fait partie d'une surfece 
gauche et se termine à deux des hélices que décrivent les points de la généra- 
trice de cette surface. Ces deux hélices, intersection des deux surfaces gauches, 
forment sur la surface de la vis deux arêtes , l'une saillante et Tautre rentrante. 

I 
i. DE LA PEèlBOTIÔlI. 

Des hélices. 

2. ST (Jg. i) est la commune section {**) ; o la projection horizontale de l'axe; 
A le point où Thélice saillante perce le plan horizontal ; par conséqueiH le cercle 
AGBD, dont le centre est o et le rayon oK f est la projection horizontale de cette' 
hélice, et oÀ est celle d'une position de la génératrice de l'une et l'autre surface 



Mi^^***.iiMrtiMa*BMirt*fc 



(*) Ce mémoire est de M. Persy, ancien professeur de sciences mathématiques à TËcole d*appUcatioii 
de ^artillerie et du génie à Metz. 

M. Persy avait résolu à Metz le problème de l'ombre de la vis en même temp» que Haehette le rédolvail 
à Paris. Lorsque la solution publiée par Hachette dans la Gorredpondance de rÉoole polytechnique, I» I, 
n"" 4» janv. 4809, fut connue à Metz , M. Persy communiqua sa solution à M. Français, pro(e:>seur de for«r 
tification , et son collègue à TËcole d^application ; plus tard , M. Français adressa à Hachette une solution 
aimpte aur le même sujet , et qui a été publiée dans la Correspondance de l'Ëcole polytechnique , t. Il , 
no %, janv. 4810. J*ai tout lieu de croire que la solution donnée par M. Français lui fut tiMpin^é par cellft 
de M. Persy, dont il avait eu connaissance. T. 0. 

{*^ M. Persy appelle commune section la ligne que Ton appelle ordinairement ligne de terre. Cette dé- 
nomination de commune section fut introduite à TËcole d'application de Metz par Ferry, qui avait été 
•B commeDOtmenide sa carrrière adjointde Monge à l'École du génie do Mésièree. T. 0. 
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gauche. Ne considérons que celle qui fait partie de la face supérieure du filet, et 
soit k'o la projection verticale de la position dont nous parlons , et que nous re- 
gardons comme la position primitive de la génératrice de la surface gauche supé- 
rieure. Si Ton conçoit un cône qui ait pour sommet le point (o, o'), et pour 
trace horizontale le cercle ÂBGD^ toute arête de ce cône sera parallèle à Tune des 
positions de la génératrice, et réciproquement toute position de la 'génératrice 
sera parallèle à Tune des arèles du cône. Si l'on décrit ensuite une spirale ordi- 
naire PARQ qui passe par A, qui ait pour pôle le point O, et pour rayon de son 
cercle générateur la hauteur du pas de vis, il est clair que de la position OA à la 
position quelconque OM, la génératrice se sera élevée delà quantité supérieure; 
d'où il suit que m étant la projection horizontale d'un point de Thélice , on aura 
la projection verticale de ce point en menant mm perpendiculaire à ST et pre- 
nant pm' égal à la distance pm. 

3. Il s'ensuit aussi que la projection verticale de la position OM de la généra- 
trice est la parallèle à op tirée par le point m'. 

On l'obtiendrait encore en portant la distance pm en o V, et si la construction 
est exacte , gp perpendiculaire à ST, coupera om en un point p de la spirale, car 
il est évident que cette courbe est en même temps la trace de la surface gauche 
sur le plan horizontal. 

l. S'il s^agissait de l'hélice engendrée par le point (fyf)f on mènerait l'hori- 
zontale S'/T au-dessus de laquelle on porterait les distances pm , alors les per- 
pendiculaires mm' partiraient des points de rencontre d^ lignes om avec le 
cercle Jhg, projection horizontale de la nouvelle hélice. 



Des courbes qtd terminent la projection verticale de la surface, 

5. Par la génératrice considérée dans une position quelconque om^ o'q^ je 
mène un plan pqr perpendiculaire au plan vertical de projection. Ce plan tou- 
chera la surface gauche quelque part en un point situé sur la génératrice et qu'il 
s'agit de déterminer. 

6. On sait que pour une même hélice la tangente fait un angle constant avec 
rhorizon. Considérant celle qui est projetée horizontalement dans le cercle ACBD, 
nous connaissons l'inclinaison de sa tangente. Soit (o, s) le sommet d'un cône 
qui ait pour trace horizontale ce même cercle et dont les arêtes fassent avec 
rhorizon le même angle que la tangente de l'hélice, toute arête de ce cône sera 
parallèle à quelqu'une des tangentes de l'hélice, et réciproquement toute tan- 
gente de l'hélice sera i>arallèle à quelqu'une des arêtes du cône. Concevons ainsi 
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une suite de cônes ayant chacun pour trace horizontale la projection d'une hélice 
et pour arêtes des droites qui fassent avec l'horizon le nriême angle que les tan- 
gentes de cette hélice. Je dis que tous ces cônes auront pour sommet commun le 

point (o, s). Il est aisé de s'en convaincre en vertu de l'équation x=- A, qui 

est connue de tous. Actuellement si l'on mène parce point (o, s) un plan ut$ pa- 
rallèle à pqr^ ce plan coupera chacun des cônes suivant deux arêtes à chacune 
desquelles sera parallèle une des tangentes de l'hélice correspondante , et pour 
chaque hélice cette tangente sera parallèle au plan pqr. 

Soient ax^ ox\ (^'\ ox"\..f les projections horizontales des arêtes dont nous par- 
lons. En menant aux cercles nxt^ fxg, F^c^'G, Â^^'B des tangentes respectivement 
parallèles kox^ ox'y ox^y etc., on aura les projections horizontales des tangentes des 
hélices qui sont parallèles au plan pqr. Or^ il est facile de reconnatlre que les points 
de contact y, y y y"\ y"'^ etc., sont sur une même droite aS perpendiculaire à ut et 
placée à même distance du point o , car pour mener au cercle du rayon ox une 
tangente parallèle koxy il faut mener à ox le rayon perpendiculaire oi qui déter- 
mine le point de contact. De même pour les cercles ox et ox\.. Donc les triangles 
xox' et yoy' sont égaux, comme ayant un angle égal en o compris entre des côtés 
égaux y etc. 

Le point de tangence du plan pqr aura donc pour projection horizontale l'inter- 
section des deux droites aS et om. 

7. On simplifiera la construction qui résulte de là, si faisant attention qu'on 
n'a besoin que de la direction de la trace qr, on considère le cône dont les arêtes 
sont parallèles aux différentes positions de la génératrice, et que l'on prenne 
pour son sommet le point (o, «) lui-^même, car la projection horizontale d'une 
arête du cône sera celle d'une position de la génératrice et la projection verticale 
de cette arête sera immédiatement la parallèle à la trace qr^ que l'on doit mener 
par le point s. Ayant donc tiré par ce point la parallèle sa' à o'A', et si dans le 
cercle acbd décrit du centre o avec le rayon oa'y cercle qui sera la trace du cône de 
même inclinaison que la génératrice^ si , dis-je, l'on se donne la projection oZ d'une 
arête quelconque du cône, ou ce qui est la même chose, d'une position quel- 
conque de la génératrice, toute la construction se réduira à abaisser du point Z 
la perpendiculaire Zti sur oA , à rabattre ou en 02 , et à mener à oA la parallèle zy\ 
qui coupera oZ au point y' cherché. 

8. Mais on peut atteindre à une simplicité plus grande encore : si l'on décrit le 
cercle fhgky projection de l'hélice qui répond au point de contact du plan pqr, et 
que l'on tire la droite dfy il sera aisé de voir : l"" que cette droite est parallèle à 
oZ ; 2"" que la perpendiculaire ol abaissée du point sur dfesi égale à oz ou ou; 
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3* enfin, que cette perpendiculaire prolongée passe par les points sij y\ d'où 
l'on conclut d'abord les deux méthodes qui suivent. 

9. Pour construire le point qui doit être sur une position donnée oZ de la gé 
nératrice , il faudra par le point d mener à oZ la parallèle df qui rencontrera oK 
au point/; le cercle décrit du point o comme centre avec le rayon ofy coupera oZ 
dans le point demandé y' (voyez le n* 19). 

10. On obtiendra le point qui se trouve sur une hélice dont la projection hori- 
zontale /%& est donnée en menant à c^ la parallèle oy. Cette ligne déterminera sur 
le cercle Jhgk le point y' que l'on cherche ( voyez le n* 19). 

1 1 . Cette dernière méthode convient surtout dans le cas, ou #omme dans celui 
de la vis on n'a à considérer qu'une zone de la surface comprise entre ]leux hé- 
lices; elle ne fait point tomber dans des opérations inutiles et donne directement 
les points situés sur les hélices saillante et rentrante du filet. 

12. La projection horizontale d'un point de la courbe étant trouvée^ on con- 
struira sa projection verticale par le moyen de celle de la position correspon- 
dante de la génératrice. 

13 {*). Les considérations suivantes conduisent directement aux résultats de 
l'art. 8. Par le point (/,/') de la position primitive de la génératrice et qui dé- 
crirait l'hélice donnée par la projection horizontale^h^fc, je mène un plan tangent 
à la surface ; pour cela je tire l'horizontale/' e' qui sera évidemment la soutan- 
genle du point (/,/') de l'hélice, de sorte qu'en portant /e' en/E, la droite AE 
sera la trace horizontale du plan tangent. Or, si ce plan suivait le mouvement de 
la génératrice sans changer d'inclinaison par rapport à l'horizon il ne cesserait 
pas de toucher la surface, et quand la trace serait devenue perpendiculaire à 9/ , 
le point de contact, dans la position qu'il aurait prise serait sur la courbe 
cherchée. Mais puisqu'il suffit de connaître la projection horizontale de la géné- 
ratrice considérée dans sa nouvelle position, on pourra faire abstraction du 
mouvement le long de l'axe. Ayant donc abaissé sur AE la perpendiculaire ol 
qui coupera la circonférence AGBD au point n, on prendra l'arc km égal à An, et 
le rayon om rencontrera le cercle^ft au point y' que l'on cherche. La projection 
verticale de ce point sera en/" sur l'horizon taie/ V, si Ton fait abstraction du mou- 
vement de la génératrice le long de l'axe, et en Y" si l'on a égard à ce mouvement 
Actuellement, si l'on observe que les triangles A/e, a'«0 et ee'f, esO sont sem* 

blables et donnent -^zs t£ /qui est la même chose que :^=^ j on verra que 



(*) Oo peut commencer la soIutioQ n? 33 par celui-ci (4 3) ; joindre comme coroUaire le paralMIisme da 
df et om ; puis placer le n* 4 i aussi en corollaire. ( Note de P. ) 
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l66 triangles def^ AfE sont semblables aossi , et que par conséquent dfehi parallèle 

a OfHm 

ià. Le triangle cof, qui est égal à dcf^ est semblable à A/E. Ainsi cf et sa 
parallèle oY sont perpendiculaires sur AE; les points o, a:, Y, J , sont donc en 
ligne droite, et Ton voit de plus que/ étant la projection horizontale d'un point 
quelconque de la surface , la trace horizontale du plan tangent en ce point, sera 
perpendiculaire à la ligne ef qui est donnée; on a donc tout de suite la direction 
de cette trace. 

i5. On remarquera que le plan mené par le point (^, o) parallèlement au plan p?r 
coupe le cône qui a pour sommet ce point, et pour trace horizontale le cercle ocM, 
suivant deux arêtes différentes et dont les projections horizontales sont oZ , ox. 
Ces lignes oZy ox^ sont en même temps les projections de deux positions diffé- 
rentes de la génératrice , mais dont les plans projetants et perpendiculaires au 
plan vertical, sont parallèles entre eux et auplanp^r. De plus, les prolonge* 
ments oy^oo, de ces lignes sont les projections de deux autres positions de la 
génératrice opposées aux premières, et dont les plans projetants, parallèles aussi,' 
font avec Thorizon le même angle que les plans projetant les premières posi- 
tions. Enfin, dans toutes ses positions, la génératrice se prolonge au delà de Taxe 
de la surface et se trouve sur une seconde nappe qu'elle produit en même temps 
que la première. Cela posé , si Ton trace les deux lignes a& , a'S', qui sont 
en projection horizontale, l'une, la suite des contacts des tangentes parallèles au 
plan uu , l'autre, la suite des contacts des tangentes parallèles au plan uY « , on 
verra que la droite «6 allant rencontrer oZ , le plan mené par la position oZ de 
la génératrice et perpendiculairement au plan vertical, touche la nappe inférieure 
dans un point t/^ Que cette même ligne a6 ne rencontrant que le prolongement 
AtùXy le plan projetant de la position ox de la génératrice touche la nappe su-» 
périeure. De même , la droite a^ allant rencontrer oY , le plan mené par la posi* 
tion oY de la génératrice perpendiculairement au' plan vertical , touche la nappe 
inférieure dans un point Y, et cette même ligne a&' ne rencontrant que le pro* 
longement de ov, le plan projetant de la position ov ne touche que la nappe 

supérieure; Ton reconnaît aisément que la suite des points y\ Y, forme 

sur la. nappe inférieure une courbe dont la projection horizontale passe par le 
point a, et se compose de deux branches qui ont pour asymptote commune la 
droite AB. 

Comme on peut mener à un cercle deux tangentes parallèles à une droite 
donnée, on aura pour chaque cercle acbd^ quatre tangentes différentes, deux paral- 
lèles à oZ et deux autres parallèles à ox. Mais il faut remarquer que de ces quatre 
tangentes deux seulement donnent des tangentes de Thélice qui soient inclinées 
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dans le même sens que le plan pqr oo uis, et qui soient par conséquent paral- 
lèles à ce plan. Ces deux tangentes , dont Tune est parallèle à oZ et l'autre à ax^ 
ont leur point de contact sur la même perpendiculaire a6 à la trace ni. Ainsi , 
pour un même plan uts on ne doit admettre qu'une des lignes de contact aS et a S'; 
savoir y celle pour laquelle Tinclinaison des tangentes des hélices est dans le même 
sens que Tinclinaison du plan, ce qu'on peut reconnaître en considérant le plan 
vertical qui passe par la tangente de Thélice et qui doit couper le plan uts sui- 
vant une droite parallèle à cette tangente. 

Maintenant les lignes oZ, ox sont les projections de deux positions différentes 
de la génératrice, mais dont les plans projetants perpendiculaires au plan vertical 
sont parallèles entre eux et au plan uts. De plus , les prolongements oY, oV de 
ces lignes sont les projections de deux autres positions de la génératrice opposées 
aux premières, et dont les plans projetants pareillement parallèles entre eux ^ 
font avec Thorizon le même angle que le plan uis. EnQn , dans toutes ses positions 
la génératrice prolongée au delà de Taxe de la surface, produit une deuxième 
nappe qui ne différer» do la face inférieure du filet que par sa hauteur au-dessus 
du plan horizontal, en supposant toutefois que les génératrices des deux faces 
du filet coupent sous le même angle Taxe de la vis. Dans cette hypothèse, si l'on 
trace les deux lignes «6, a! S\ dont Tune est relative au plan uts, et l'autre au plan 
ut's\ on verra que la première allant remonter oZ , le plan mené par la posi* 
tion oZ de la génératrice, perpendiculairement au plan vertical, touche la face 
supérieure du filet dans un point y ; que celte même ligne aS ne rencontrant que 
le prolongement de ox, le plan projetant de la position ox touche, la face infé- 
rieure du filet dans un point v. De même a'6' allant rencontrer oY et ne rencon- 
trant que le prolongement de ov, les points Y et Y appartiennent respectivement 
aux faces supérieure et inférieure du filet. La même construction donnera donc 
à la fois deux points de l'une et de Tautre face du filet, et Ton reconnaîtra aisé- 
ment que la suite des points y',... Y, appartenant à la face supérieure, forme une 
courbe qui passe par le point o et dont les deux branches ont pour asymptote 
commune la droite AB. Il en est de même des points V...t; appartenant à la face 
inférieure. Dans Tespace la courbe coupe Taxe dans le point où il est rencontré 
par la position oc ou odde la génératrice, selon qu'il s'agit de la face supérieure 
ou inférieure, et en projection verticale les deux branches de chaque courbe ont 
pour asymptotes les projections des positions oA et oB de la génératrice de la 
face sur laquelle cette courbe se trouve. 

Puisque dans l'espace la courbe coupe l'axe en son point de rencontre avec la 
position oc ou od de la génératrice , et qu'en projection verticale les deux branches 
ont pour asymptotes les projections des positions dont ok et oB sont les projeç- 
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iions horizontales 9 Ton peut tirer, de là , la coDstructioo simultanée du point qui 
est sur la génératrice opposée dans la même nappe. 

16. Le n* 6 offre une démonstration géométrique de cette proposition : «. Si Vom 
f mèoe à la série des hélices décrites par les points de la génératrice droite de 
» la iris , toutes les tangentes parallèles à un même plan donné, les points de 
» contact sont sur deux courbes planes dont les plans sont parallèles à l'axé 
a et perpendiculaires au plan donné. » 

De plus 9 la distance des plans des deux courbes à l'axe est égale au rayon d'une 
hélice multiplié par le rapport des tangentes des inclinaisons (avec l'horizon) et de 
l'hélice et du plan donné. Cette propriété n'est point particulière ^ la surface de la 
iris, elle appartient à la surface engendrée par une courbe quelconque qui tourne 
autourd'unaxeet qui, en même temps, se meut dans le sens de cet axe d'une 
quantité proportionnelle à celle de la rotation; elle apoartient exclusivement 
à cette surface et peut servir à sa définition. La démonstration du n"* 6 subsista 
pour le cas général. 

17. La proposition dont il s'agit mène à cette conséquence,: 

Si l'on considère une série d'hélices de même pas tracées sur des cj^lindre^ ver- 
ticaux à bases circulaires et de même axe, et que les a^ant projetées sur un plan 
parallèle à l'axe commun (ce qui produira une suite de courbes de même genre) 
on mène à ces courbes des tangentes parallèles à une droite donnée dans ce 
plan, tous les points de contact, quelle que soit la loi suivant laquelle les courbes 
se succèdent, n'y eût-il mêmea\icune loi dans leur succession, se projetteront 
horizontalement sur deux droites parallèles ù la trace du plan de projection verti- 
cale et également distantes de la projection horizontale de l'axe. 

Le problème de mener une tangente à la projection verticale d'une hélice, 
parallèlement à une droite donnée, revient à celui de mener à la courbe elle*^ 
même une tangente parallèle à un plan donné, ce qui se résout aisément par ce 
qui précède. M. Hachette en a exposé une solution dans son Supplément à la 
Géométrie descriptive de Monge et dans son Traité des machines, ouvrage qui 
est une des applications les plus utiles de la géométrie descriptive. 

18. Connaissant l'inclinaison, par rapporta Thorizon, de Tune des hélices dé- 
crites par les points de la génératrice, et par conséquent le point (»-o), on peut, 
d'après les considérations du n"* 6, trouver aisément celle de toute autre hélice 
dont la projection horizontale est donnée ; par exemple, l'hélice projetée suivant 
le cercle Jhgk a pour inclinaison de s^ tangente l'angle «eo; d'où l'on conclut la 
sous-tangente pour un point quelconque de rbélice. 

19. On déduit encore du n"" 8 quelques conséquences utiles : les lignes ùx\ oZ 
étant perpendiculaires^ lorsque oZ sera donnée, en menant oo;' perpendiculaire 

6 
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i eZ 4 on aura le point ^ ; el ptr cooséqfuent , au moyen du cercle «/^Mr, le pmife 
y'. Si ce cercle est donné , et par suite le point «\ on déterminera le pcnni y' en 
BeÉant oy' perpendiculaire à (ur'é 

Gea eonstr notions ne sont pas ansli siniples que celles des n^9 et iO» mais 
Mer seront préférables en général , ou du tnoins les suppléeront au besoin, el 
dand le cas surtout où lepa^de la vis n*esi pas considérable , ce qui arrive ordi* 
nairement quand elle est à filet simple. C'est pour plus de clarté et d'euctitiide 
qne êanê Vépure nous avons suppoié la bauteur du pas fort grande. 

Des iniersectlmê de la vis et des plans qtd la termineni. 

90. hk vis est terminée ordinairement à deux plans perpendiculaires à éon aie, 
et tienne des courbes d'intersection est une spirale qu'il est aisé de construire, 
éoit par la considération de la courbe elle-même, soit par la considération des 
positions successives de la génératrice de la surface. La spirale oRAQ, employés 
d'abord subsidiairement, fait donc encore partie de la projection complète de la 
vis, quand l'angle delà génératrice avec Taxe est égal à un angle demi-^roit. 

II. DES 01IBRC8. 

tte la ligne qui sépare la partie éclairée de la pwrtie ebetmre^ 

(Voyez art. 27, r). 

21. Le problème en question est du même genre que celui du n* B« Les mêmes 
méthodes doivent donc ^ à quelques modifications près, s'appliquer à l'un et à 
l'autre* Je considère le rayon de lumière qui passe par le point (0-S) , fig. 3, 
sommet commun des cônes de même inclinaison que les hélices et du cône de 
même inclinaison que la génératrice de la surface. Soient OL, SL' les deux pro- 
jections du rayon de lumière, il rencontrera le plan horizontal en L. Gela posé : 

22. Que OZ soit la projection horizontale d'une arête quelconque du cône de 
même inclinaison que la génératrice, ou, si l'on veut, la projection d'une posi- 
tion quelconque de cette génératrice elle-même, et qu'il s'agisse d'avoir le point 
de la ligne de séparation d'ombre et de lumière qui tombe en projection horizon* 
laie sur OZ. 

On voit d'abord que LZ sera parallèle à la trace du plan lumineux passant par 
la position OZ de la génératrice. Ainsi, ayant abaissé sur LZ la perpendiculaire 
Ou, on la posera en us, et le point de rencontre de sy', parallèle à Ou, avec OZ, 
sera celui qu'on demande (pourquoi? ). Le ee^ole décrit sur OL comme dianéire 
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émmenii tnnédialeneiit len points ic, c est évident. Mais il y a plof» tMs M 
IpotoU s «ont sur le cercle dont ie diamètre est la diagonale OH du carré LMN^ 
eoQStmit sur OL, et les Ugnes si/' sont dirigées au point N. La oonstruefioii se 
réduit doue à joindre LZ, ce qui donne le point 2, e| à mener zN <iui déteraiiaé 
le point tf^. 

plus simplement encore, on mènera à OZ la perpendiculaire Ox\ qui eoupem 
t% en op'^ et (n^ i9) le aerde décrit avec le rayon Om' et du centre O donnera le 
peînl t/. (11 resterait à Totr ei c'est plus simple et si cela vaut mieux dan^tè tM 
d'un pa« très-petit). 

28« Proposons^nous en second lieu de trouver le point qui doit être en pre«* 
jection horizontale sur ie cercle donné fghk. Ayant décrit une fois pour toutes la 
eireonférence JLN (dont le centre est et le rayon OL), du point L avec le rayo9 
perpendiculaire à//, en tracera l'arc (xr, qui, par son intersection avec le cerclé 
fgkkj donnera le point x. Alors ! ou Ton mènera Lx's, qui rencontrera le cercle 
i.NNO au point z et zN déterminera le point t/; ou bien on élèvera à Ox' la perpen« 
diculaire Oy'y qui donnera encore le point cherché y' (approprier ici la méthode 
du n' 40* — Considérer le cdne de même inclinaison que les plans tangents en 
les points d'une même hélice). 

24. Il se présente ici des remarques analogues à celles du n* 6. On distinguera 
de la même manière les points qui se trouvent sur la nappe inférieure de la sur^ 
Ihce de ceux qui appaKiennent à la nappe supérieure, et l'on trouvera aussi que 
lee uns comme les autres forment une courbe douée d'asymptotes rectilignes. 
Cas asymptotes sont des positions de la génératrice qu'il sera aisé de reconaaltre. 

IIL ws ronrr brillatt f*). 

25* Si par un point quelconque de l'e^paee et pour plus de simptiefté, par ti 
point (0-S) on fait passer une première 4f^4o fwp^^mlêW Ml phm vertical 
de projection, puis une deuxième droite parallèle au rayon de lumière, et qu'en** 
suite on construise un plan perpendiculaire à la ligne qui divise en deux égale- 
ment l'angle des deux droites, la question sera de mener à la surface un plan 
tangent parallèle à ce plan-là {fig. 2). 

Que l'on recherche sur l'horizon le plan projetant (LL', S) de la droite parallèle 
au rayon de lumière, en. faisant tourner ce plan autour de sa trace horizontale 



(*) Voyez dans la Correspondance de TËcoIe polytechnique, t. !•', n* S, p. 295 à 305 (ISOT), le ménom 
publié par Monge et Hachette sur les points brillants. La solution du problème des points brillants y est 
donnée d'une manière complète ; il n'y a rien à y ajouter. T. 0, 
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LL', la figure montre d'elle-même que L'/L, QW et iOP seront les deux droites 
dont on a parlé et celle qui divisait leur angle en deux également ramenés sur 
Vhorizon. tO et SL' seront donc les projections de cette sécante considérée dans 
aa vraie position. IjC plan qui lui est perpendiculaire et qui passe par le point 
(0-S) aura pour trace horizon taie FG perpendiculaire à tO, et menée par le point ^i;, 
qu'on détermine en tirant SX perpendiculaire à SL' etXa: perpendiculaire à TT'(^). 
Actuellement, si Ton décrit du centre le cercle GHI tangent à FG, et que 
|Mir le point a on lui mène la tangente aH, cette tangente sera évidemment pa- 
rallèle à la trace horizontale du plan qui passerait par la position primitive Ok 
de la génératrice et qui aurait la même inclinaison que le plan dont la trace est 
FG. Or (n° 14) la perpendiculaire c&i à aH , coupe OA en un point q, qui est la 
projection du point du contact de la surface et du plan passant par la position 
primitive de la génératrice, donc la projection du point brillant, qui se trouve 
déjà sur la position qu'aura prise la projection de la génératrice, et qui doit être 
encore sur le cercle décrit du centre O et avec le rayon Oq, sera au point d'in* 
tersection de ce cercle et de la ligne. 

26. L'angle du plan tangent à la surface avec l'horizon décroit, à mesure que 
le point de contact s'éloigne de l'axe; mais il ne décroit pas indéfiniment, et il a 
pour limite l'inclinaison de la génératrice. Il suit de là que la direction du rayon 
de lumière peut être telle que la surface ne présente pas de point brillant. Cela 
arrivera lorsque le plan auquel doit être parallèle le plan tangent ci-dessus, fera 
avec rhorizon un angle moindre que celui de la génératrice, et l'on s'en apercevra 
à ce que la construction conduira à mener une tangente à un cercle par un 
point pris au dedans de ce cercle. 

27. Choix de la direction du rayon lumineux pour qu'il y ait : 

i* Séparation d'ombre et de lumière sur la face inférieure da filet ou sur la face 
sttpérieure ou bien sur l'une et l'autre ; 

• 2^ Point brillant sur Tune ou l'autre face. 



■•■ 



(*) TT' est la ligne de terre. T. 0. 
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N" 4. 

PROBLÈME d'ombre. 

Construction de la ligne de séparation d ombre et de lumière sur la surface hélicoidale 

générale (*)• 

Nous diviserons ce mémoire en quatre parties : 

Dans la première partie , nous exposerons quelques propriétés nouvelles des 
paraboloîdes hyperboliques, propriétés utiles pour la recherche de la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière sur la surface hélicoîde générale, en la suppo- 
sant éclairée soit par un rayon lumineux, soit par un point lumineux. 

Dans la deuxième partie, nous construirons graphiquement cette ligne de 
séparation d'ombre et de lumière, en supposant la surface éclairée par un rayon 
de lumière. 

Dans'la troisième partie, nous donnerons la construction de divers compas 
propres à tracer, d'un mouvement continu, la projection horizontale de la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière , dans tous les cas; ainsi t V suivant que la 
génératrice droite de la surface hélicoîde sera horizontale ou non, 2"" suivant que 
cette génératrice droite coupera ou ne coupera pas l'axe, et 3"* suivant que le 
rayon de lumière sera incliné au plan horizontal ou parallèle à ce plan. 

Enfin, dans la quatrième partie, nous construirons graphiquement la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière , en supposant la surface éclairée par un point 
lumineux. 

PREMIÈRE PARTIE. 

WMiTellaf propriétés dm» pArabotoIdot hyperboUqttM. 

§1. 

On sait que si Ton a , dans un même plan , une suite de droites parallèles 
entre elles A , B, G, ... les divergentes d'un point o sont coupées en parties pro- 
portionnelles par ces parallèles , et que Ton a; fig. i : 

■ 

oaloa,: oa^f etc., iZoblob,: ob^j etc., :: oc : oc, : oc., etc., ;: etc« (1) 



(*) J'ai composé ce mémoire d'après des notes écrites à Metz eii4S49. T. 0, 
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Cela posé : 

Menons par le point a une droite arbitraire K et du point o comme centre et 
successivement avec ob, ocy... pour rayon décrit des cercles coupant cette droite K 
aux points b'j c\... la droite ob' fera avec la droite oa un certain angle a^ et la 
droite oc' fera avec la droite oa on certain angle 6. 

Cela posé : 

Du point comme centre et avec les rayons oa^y oa^,... décrivons des cercles 
coupant la divergente oa^ en les points a\j a\f... et menons par ces points des 
droites K,^ K,,... parallèles entre elles et à la droite K* 

Cela posé : 

i)u point comme centre et avec o6, oc,y... comme rayons, décrivons des cer- 
cles Tenant couper la droite K^ en les points b'\j c'\... 

Do même point o comme centre et avecoA., oc.,... comme rayons, décrivons 
des cercles venant couper la droite K^ en les points b'\, c\... 

Je dis q[ue les points b\ 6",, 6",,... sont en ligne droite, ainsi que les points 
e\ c"„ c".,...Ce!a est évident, en vertu des proportions (1)et de la constructioi). 

Par conséquent, si je Tais tourner la droite oa, l"" d'un angle 3 pour la ra- 
mener sur oa,, et 2* d'un angle y pour la ramener ensuite sur oa, , Ton aura 
lafig.2. 

Et les points 6'^ 6'",, b"\... seront en ligne droite B„ et les points o', c'*',, c"'^... 
seront aussi en ligne droite G., car il est évident, par la figure, que Ton obtien- 
drait les mêmes points en supposant que l*on fasse tourner la droite B d*un 
angle a autour du point o, et que Ton fasse tourner la droite C d'un angle 6 au- 
teur du même point o. 

Les droites A, B., C,,... font le même angle X et respectivement avec les diver- 
gentes oa^ ob'y oc^\... et les droites K, K',, K'^,... font le même angle ^ avec les 
divergentes oa^ oa,y oa^^... en sorte que lai droites A, B., C,... sont les enveloppées 
d'une certaine courbe A, et les droites K, K/, K/, ... sont les enveloppées d'une 
certaine courbe $. _ 

Nous verrons plus loin que ces courbea A et $ ne sont qu'une seule et même 
parabole. 

Il e&t évident par la constructioQ ^ et en vertu àw proportîMif (1) , ique f on 



ei 



oa oa, 0(1, 



oa oa, oa^ 



àl -> 



Les figures 1 et 2 peuvent être considérées comme les projections orthogonales 
de divers systèmes de l'espace ; passons donc de ce qui est sur le plan à ce qui 
peul exister dans V espace. 

Premier système de t espace. 

Considérons la figure 2 comme la projection horizontale d'un certain système 
de droites situées dans l'espace ; ainsi élevons par le point a une verticale 1 
menons {fig. 3) par les droites parallèles A\ B*, G*,.., des plans verticaux P, Q^ 
R... et concevons une série des droites horizontales 6, G', G'',... s'appuyantsur la 
droite et sur une droite A tracé dans le plan P. Les plans Q, R,... couperont 
ces droites G, G', G'\... en des points qui détermineront respectivement les 
droites B, G,... 

En sorte que Ton aura dans fespace un paraboloide hyperbolique rectangu- 
laire 2, ayant pour premier système de génératrices droites, les droites O^ 6% 
G",... dont le plan directeur sera le plan horizontal de projection , et ayant pour 
deuxième système de génératrices droites, les droites A, B, G,... dont le plan 
directeur sera le plan vertical de projection, puisque dans la fig. 3 nous avons 
pris la ligne de terre LT parallèle aux lignes A^, B^, G^,... 

Cela posé : 

Faisons tourner la droite B d'un angle a autour de Taxe et la droite G d'un 
angle 6 autour de mènie axe 0, ces angles a, 6,... étant tels que les points a, 
*!*> <?*>••• soient en ligne droit© K\ Il est évident que les points 6/ , c/,... seront 
situés sur la droite G^; dès lors si nous menons par le point a'* une droite K'^ fai- 
sant avec oV^ un angle fi égal à celui que font entre elles lejs deux droites oVet K\ 
les points 6/% c/*',... seront sur G'"", et ainsi de suite* 

En sorte que Ton voit très-bien : l"" que les droites horizon taies G ^ G\ G'V«* ^ 
seront transformées en les droites horizontales K, K', K",... et 2"" que les droites 
A, B, C,... se seront transformées en les droites A, B, , C.,.*. Les droites A^ B^ 
Cf. étaient parallèles au plan vertical de projection, mais les droites A, B,, C,,..* 
ayaut pour projections horizontales des droites A^ , B,\ C.\... qui ne sont pas pa- 
rallèles entre elles, ne seront pas , dès lors , parallèles à un plan vertical. 

Mais comme les droites horizontales K, KV&'S«-« sont coupées en parties pro- 
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portionnelies entre elles par les droites A, B. , G,,... puisque Ton a évidemment 
dans la fig. â et en vertu de la fig. 2 : 

aV ; aV : a"^/^/'* ; eic. :: a*c* ; a'V : a'V* : etc. 

Il s'ensuit que la surface 2. doublement réglée et ayant les droites K, K', K",.-* 
pour génératrices du premier système et les droites A, B,, C,,... pour généra- 
trices du second système , sera un paraboloïde hyperbolique oblique, ayant le 
plan horizontal de projection, pour l'un de ses plans directeurs. 

Gela posé : 

Comme lorsque l'on considère un cylindre tangent à un paraboloïde hyperbo- 
lique, la courbe de contact est une parabole A, les droites A\ B,\ C,^,...et les 
droites K\ K'\ K"'^,... seront tangentes à la parabole A'^ projection horizontale 
de la parabole A, qui est la courbe de contact de la surface 1, avec un cylindre 
dont les génératrices droites seraient verticales et seraient dès lors parallèles à 
l'axe 0. 

§ IV. 

I. D'après ce qui a été démontré dans le § Al précédent, on peut énoncer les 
deux théorèmes suivants : 

1" THÉORÈME, 

Ayant une droite A et un point o ( situés sur un plan P), si l'on mène du 
point une série de divergentes os^ os' y os'\.,. coupant la droite A, aux points 
8 , s\ s",... et si l'on mène par chacun de ces points s, s\ s'y., des droites A', 
A", A'",... qui fassent chacune et respectivement avec la divergente qui lui corres- 
pond {fig. i) un angle a, les diverses droites A, A', A", A.'" y... sevoni les enveloppées 
d'une parabole d(ou en d'autres termes seront les tangentes d'une parabole d). 

« 
2* THÉORÈME. 

Éiant donnés une parabole S , son sommet s et sa tangente A en son sommet, si 
l'on prend sur la tangente A une suite de points s\ «", «'", et que par chacun 
d'eux on mène une tangente à la courbe 3, on obtiendra les droites A', A", A'",... 
(/?• 5)> et menant par chacun des points s, «", «'",... une perpendiculaire à la tan- 
gente qui passe par le point considéré, on aura une série de droites qui se coupe- 
ront toutes en un même point o situé sur l'axe infini s\ de la parabole donnée d* 

II. Nous pouvons encore déduire de ce qui précède diverses propriétés dont 
jouit la parabole. 
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Ainsi {fig. 5 6û), nous savons qu'ëtanl donné un point o et une droite A» si 
nous menons la divergente op coupant ia droite fixe A au point p et si par le 
point p nous menons une droite faisant avec op un angle arbitraire ^ky celte 
droite sera tangente à une parabole i, laquelle sera tangente à la droite A 
en un point a déterminé par la divergente oa faisant avec la droite fixe A un 
angle fx. 

Et si Ton fait varier l'angle ft, de grandeur, on obtiendra toujours une parabole, 
mais qui sera différente de la parabole d. 

En sorte qu'à chaque valeur attribuée & l'angle fx correspondra une parabole 
particulière, laquelle aura un point de contact particulier avec la droite A. 

Ainsi, le point o et la droite A étant donnés de position, en faisant varier 
Tangle fx, on aura: 

Pour ^, une parabole d. tangente en un point a' de la droite A. 

Pour |i, une parabole \ tangente en un point a'' de la droite A. 

Et ainsi de suite. 

Nous pouvons donc conclure de ce qui précède, ce qui suit: 

Étant donnée une parabole d et une tangente A à celte courbe, si l'on mène 
à cette courbe d, une suite de tangentes 9, 6', 6",.-« coupant la droite A aux 
points p, p'j p",... et si l'on mène par chacun des points p, p^ p",... des droites 
D, D', D'V** faisant chacune avec la tangente 9... qui lui correspond un angle 
constant |x, ces droites D, D', D'V*- ne concourront en un même point o qu'au- 
tant que l'angle ^ aura une valeur particulière. (En un mot l'angle ^ ne peut être 
arbitraire.) 

IIL Si l'on a une parabole d, construite au moyen du point o et de la droite 
fixe A, et d'une série de tangente 9... faisant avec les divergentes op, qui leur 
correspondent, un angle constant jui, nous pouvons considérer le quadrilatère 
poom, dont les sommets sont, Tun le point o donné, l'autre le point p en lequel 
une tangente coupe la droite A, et les deux autres les points a et m contacts 
respectifs de la parabole d avec les droites A et 9, et remarquer: 

Que oa fait un angle ^a avec la droite A {fig. 5 bis). 

Que op fait le même angle p. avec la droite 9. 

Et ces deux angles égaux p, sont dirigés dans le même sens (à droite). * 

Que om fait un angle X avec la droite 9. 

Que op fait le même angle X avec la droite A. 

Et ces deux angles égaux X sont dirigés dans le même sens (à gauche }. 

Les quatre angles d'un Quadrilatère valent en somme quatre angles droitSi 
on aura donc : 



wm =28 /^.droits -^ 2(u + X)- 
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Mais, si nous examinons les deux triangles eap et opm, nous voyons qu'ils 
sont semblables, puisqu'ils ont deux angles égaux chacun à chacun et que par 
conséquent le troisième angle est égal de part et d'autre. Nous aurons donc : 



aop :=^' pom 
et _ 

ao otn 



ap pm 

IV. D'après ce qui précède le point o étant un point unique pour chaque pa- 
rabole, il est de quelque intérêt géométrique de savoir quelle position ce point o 
occupe par rapport à la parabole. 

D'après ce qui précède, il est évident que pour déterminer la position du 
point o nous pouvons prendre une tangente quelconque, et ainsi celle qui a 
pour point de contact le sommet de la parabole. Or {fig. 5 ter), étant donnés 
une parabole d', son sommet s et son foyer/, nous savons que si Ton abaisse 
du foyer /des perpendiculaires sur les diverses tangentes 9... de cette para- 
bole y y les pieds p... de ces perpendiculaires (ou normales) sont sur la tan- 
gente A menée au sommet $ de cette parabole è\ 

Par conséquent, pour cette position toute partijculière de la droite A, Tangle 
fx est droit. 

Nous pouvons donc conclure de ce qui précède que le point o en lequel 
concourrent les droites op^ ùp\.. {fig. 5 ^t^), est toujours le foyer de la pa- 
rabole d. 

V. Ce qui précède nous permet de résoudre divers problèmes. 

!•' PROBLÈME. 

Étant donnés une droite A, un point a sur cette droite A et un point f hors de cette 
droite A (fig. 5. Â'') j construire ta parabole d, tangente en îi à la droite A et ayant 
le point f pour foyer. 

Solution. On mènera la droite fa , laquelle fera avec la droite A un angle 
connu fx; on prendra un point p sur la droite A et Ton mènera la droite^; 
ensuite Ton mènera par le point p une droite , faisant avec^p un angle égal à 
l'angle [i ci-dessus : cette droite S sera tangente à la parabole demandée. 

On pourra donc construire les diverses tangentes 6... enveloppées de la pa- 
rabole demandée S. 

Pour déterminer le point 4^ coniacl m dâ'la tangente d avec la parabole de- 
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mandée dj il faudra mener |)ar le point/une dvoilefnif faisant avec/p un angle 
pfin égal à Tangle connu pfa^ et la droite /m coupera la droite 9 en un point m, q«i 

appartiendra à la parabole demandée i; on pourra ainsi construire les diteta 
points m... de la parabole demandée d. 

2« PROBLÈME. 

Étant donnés un point fet deux droites ketO (fig. 5, S""), construire une partlààlè ai/àki 
le point f pour foyer et les droites KetB pour tangentes. 
Solution. Les deux droites A et G se coupent au point p. J'unis les ipK>int8/et p, et 

je désigne par (i l'angle ^m et par X Tangle^a. 

Je mène par le point/ une droite /a, faisant avec la droite À l'angle jui; je mène 

par le point/ une droite fm, faisant avec la droite l'angle X; si l'angle afin est 
divisé en deux parties égales par la droite^, il existera une parabole ayaùt le 
point/ pour foyer et étant respectivement tangente en a et en m aux droites don- 
nées A et 6. 

3« PROBLÊME. 

Etant donnés deux droites keiB et un point a sur la droite A, construire Une para^ 
bole ayant la droite 8 pour tangente et étant tangente en^i à la droite A {ûg. 5, 5""). 

Solution. Il est évident que le problème sera résolu, si Ton construit le fojer 
de la parabole demandée. 

Par le point p, en lequel se coupent les droites données A et 9^ je nnèiie une 
droite arbitraire pf faisant un angle arbitraire ft avec 9 et un angle X ( qui est dès 
lors connu) avec A; 

Par le point a je mène une droite af faisant le même angle fi avee la droite 
A, et j'obtiens, par l'intersection des droites qfet pf^ le foyer/ de la parabole 
demandée. 

Je puis ensuite mener par le foyer/ une droite /m faisant avec f/.un angle égal 

à l'angle q/^, et j'obtiendrai le point m, contact de la parabole demandée avec la 
droite donnée 6. 

Il est évident que le pi*oblème à une infinité de solutions. On peut donc se 
proposer le problème suivant. 

4« PROBLÈME* 

On demande le lieu des divers foyers f des diverses paraboles ayant les droites A 
êi 9 pour iëugenies communes et qui seront êangenies entre elles au point a. 
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Solution. Je mène par le point p, en lequel se coupent les droites données A 
et 6 (fig. 5, 6*), une droite arbitraire p/, laquelle divise Tangle y que font entre 
elles les droites A et 9 en deux angles inégaux et arbitraires /x et X. Par le point 
a je mène une droite a/* faisant avec la droite A un angle égal à p; celte droite af 
coupe la droite p/en un point/, qui est le foyer de Tune des paraboles. 

Or, dans le triangle paf, Tangle afp sera constant, puisque Ton aura toujours 

Le point /sera donc sur une circonférence de cercle décrite sur ap comme 
corde, puisqu'il suffira poqr trouver le lieu des foyers / de construire sur ap un 
segment capable de Tangle (180" — y). 

5* PROBLÈME. 

Étant donnés 3 points a, b, et p (non en ligne droite)^ on demande de placer le sommet 
s et de déterminer C amplitude de C angle dont les côtés passeront respectivement par les 
points a et b et dont la bissectrice passera par le point p. 

Solution. En joignant le point p aux points a et 6 on aura {fig. 5, 6°) un angle 

apb que je désigne par fi] Tangle cherché étant désigné par 2a, on aura : « = 

180-— fx. 

Sur ap je construirai un segment capable de Tangle a; 

Sur bp je construirai un «e^meni capable du même angle a; 
Ces deux segments se couperont en un point s qui sera le point demandé. 
Nota. D'après ce qui a été dit ci-dessus on voit de suite que Ton pourra con* 
struire une parabole d, qui ayant le point s pour foyer, sera tangente en o et ^ 

aux droites op et 6p. 

Remarque. Il est évident que les quatre points a, b^ p et s ne pourront dans 
aucun cas être situés sur une même circonférence de cercle. 

. Deuxième système de C espace. 

Éfant donné en projection horizontale le système de droites représenté en la 
figure 2, nous pourrons concevoir par le point o une verticale 0, et élever des 
plans verticaux par les diverses droites, A, B, G,... A, B., C,,... K, K/, K.V«« 

Cela posé : 

Concevons dans Tespace un plan oblique P, coupant {fig A) Taxe O en un point 
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$f ce plan P sera coupé par les plans verticaux menés par les droites A^, B*, G^,... 
suivant des parallèles A, B, G,... qui se projetteront verticalement suivant des 
droites parallèles A% B^, G%... et si par Taxe et par chacune ^es divergentes 
G\ G'*, G"\... on fait passer des plans , ils couperont le plan P, suivant des 
droites G, G', G",.- q"î divergeront du point $ et qui se projetteront verticale- 
ment en G% G'% G'%.,. lesquelles droites divergeront du point ^% 

Gela posé : 

Dans la fig. 2, pour passer (sur le plan) de la droite B à la droite B. on fait 
tourner la droite B d'un angle a autour du point o, pour passer de la droite G à 
la droite G. on fait tourner la droite G d'un angle 6 autour du point o, et ainsi de 
suite; donc pour passer de B* à B*, de C*à G*,... on fera tourner {fig. 6) la 
droite B (situé dans Tespace) d'un angle a autour de Taxe O, la droite G de C es- 
pace d'un angle 6 autour de Taxe O , et ainsi de suite. 

Les droites A, B,, G. »,.. de l'espace formeront donc une surface réglée ^ une 
surface gauche ; mais les points6,c,... sont sur une droiteG qui fait avec l'axe 
un certain angle, y. 

Quand la droite B tournera de l'angle a autour de l'axe O, le point b décrira 
un arc horizontal t mesurant l'angle a. 

Quand la droite G tournera de Tangle 6 autour de l'axe O, le point c décrira un 
arc horizontal / mesurant l'angle S. 

Et ainsi de suite. 

Or ces points 6, c,... étant sur la droite G, il s'en suit que les arcs t, /,... sont 
les sections droites du cône droit A décrit par la droite G autour de l'axe 0. 

Par conséquent le plan vertical mené par la 4roite K'^ coupera le cône A suivant 
une hyperbole dont les asymptotes feront entre elles un angle qui sera double 
de l'angle y que la droite 6 fait avec l'axe 0. 

Ainsi le système de droites parallèles A, B, G^... situées dans le plan P, se 
trouvera déformé et amené au système des droites A, B,^ G, ,... génératrices d'une 
surface gauche qui est coupée par chacun des plans verticaux menés par les 
droites K^,... suivant une hyperbole K. On obtiendra ainsi par les hyperboles 
K, K',... le second mode de génération de la surface gauche en laquelle le plan P 
se trouve transformé. 

gVL 
D'après ce qui précède on peut énoncer le tiiéarème suivant : 

THÉORÈME. 
Ayant un point s dans l'espace et une droite A , si l'on prend ftur la droite A 
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une suite de points a, a', û",a'",." et qu'on les joigne respectivement au points, 
J3ar des droites G , G', G", G'",.-- si Ton mène par le point s une droite de direc- 
tion arbitraire, si Ton mène par les points a, a, a\ a"\... des plans M, M', M", 
M'",... parallèles à la droite et faisant un même angle y et respectivement avec 
les plans (0, G), (0, G'), (0, G"),... ces plans M, M', M",,-- couperont, suivant 
des hyperboles K^ K'^ K",.»* et respectivement^ les cônes A, A', A",.- engendrés 
par la rotation , autour de Taxe 0, des droites G, G', G'V*« 

Ces diverses hyperboles K, K', K^',... détermineront une surface réglée. Ainsi, 
la droite A, en se mouvant sur trois de ces hyperboles, s'appuiera sur toutes 
les hyperboles construites ainsi qu'il vient d'être dit. 

§ VII. 

Troisième système de l'espace. 

Étant données une parabole d et ses diverses tangentes 0, 9', 0", 6''',«». les points 
de contact étant respectivement m, m', m", m''',.., on sait que Ton peut consi- 
dérer la droite 9 comme la projection d'une droite T de l'espace passant par le 
poit m^ et considérer les droites 6', B'\ 9'",.** comme les projections d'une suite 
de droites T', T", T'",.- s'appuyant sur la droite T et sur la parabole i. 

La série des droites T, T', T", T'",.-- forme un paraboloïde hyperbolique I; en 
feisant varier l'angle que la droite T fait avec sa projection 9^ on fera varier 
dans l'espace la position des droites T', T", T''V- et Ton obtiendra un nouveau 
paraboloïde î\ ^ 

Les deux paraboloïdes 1 et i auront en commun la parabole $ et se toucheront 
suivant cette courbe. 

On peu t donc eonstru ire une infinité de t>ahiboloide8 hyperboliques 2, l\ 2", 2'", • • • 
en cpntact par la parabolb 9^ et doat les génératrices droites des deux systèmes 
se projetteront sur le plan de la courbe d, suivant un même système de droites, 
tovoir : les tangentes à la courbe d. 

Au lieu de faire varier la droite T db position dans l'espace » on peut varier le 
plan de la courbe d. . . 

Ainsi, concevons un cylindre A ayant la parabole S pour section droite, et 
menons par les points m, m', m", m'",,., les génératrices droites M , M', M", M'",.- 
du cylindre A. ' 

Menons par le point m une droite T arbitraire , mais ayant la droite 9 ix)ur pro- 
jection orthogonale sur le plan de la coùrké 3 (plan que nous prenons pour plan 
horizontal de {Mrojectiott ). 
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Gela posé : 

Faisons passer par le point m Une suite de plans Q', Q", Q"V** coupant le cj- 
lindre A, suivant des paraboles d^, ll'\ d"\..* lesquelles courbes se projettent ar- 
thogonalement suivant la même parabole d. 

Le plan Q' coupera les génératrices M, M', M'',.** ^^ des points m, m!f m»\*»* 

Le plan Q" coupera les mêmes génératrices en des points m, mj, m,"... 

Et ainsi de suite. 

On pourra donc concevoir une surface engendrée par une droite, s'appuyant 
sur la droite T et sur la parabole d', et se projetant pendant son mouvement, 
suivant les tangentes de la courbe d; on aura ainsi un paraboloîde hyperbo- 
lique 2,. 

Si Ton suppose que la droite mobile, tout en s'appuyant sur la même droite T^ 
s'appuie sur la parabole d", les projections de ses diverses positions étant tou- 
jours les diverses tangentes de la parabole d, on aura un second paraboloîde 

hyperbolique 2/. 

Les deux paraboloîdes 2, et 2/ se couperont suivant la droite T , on pourra 

donc construire une infinité de paraboloîdes 2,,... se coupant suivant la droite T, 

et dont les génératrices droites des deux systèmes se projetteront orthogonale- 

ment suivant les tangentes de la parabole d. 

§ vm. 

Nous savons (fig. 2) que les droites A, B,, G,, sont coupées en parties propor- 
tionnelles par les droites K, K/, K/, et réciproquement que les droites K, K/, K/ 
sont coupées en parties proportionnelles par les droites A, B., G,; de plus nous 
savons que les droites K, K/, K/ font le même angle ^ avec les divergentes 
ouy oa^j oa^. 

Si donc (fig.T) nous construisons les trois droites K^K'^K''^ faisant le 
même angle (i avec les divergentes oo^, oa'^j oci'^^ et si nous construisons les 
droites A , B\ C^, telles qu'elles coupent en parties proportionnelles les trois 
droites K^, K'\ K"\ nous aurons sur le plan horizontal la projection des gé- 
nératrices droites des deux systèmes d'une infinité de paraboloîdes hyper- 
boliques l^lx^ 2, f* Proposons-nous de construire la projection verticale des 
deux systèmes de génératrices droites de l'un de ces paraboloîdes. 

Pour cela , il suffira de construire trois droites A'', B**, C et trois droites 
K", K'% K"% se coupant respectivement en parties proportionnelles; la construc- 
tion suivante satisfait à cette condition. 

Menons A" arbitrairement. 
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Projetons verlîcalement les points a, a', a", en a*, a'*, a"' sur A*. 
Menons une droite B'' parallèle à A*", et à une dislance arbitraire de A*. 
Projetons verticalement les points 6, b\ b" en 6% 6'', b"* sur B*. 
Joignons a*' et 6% nous aurons K''. 
Joignons a'* et 6'% nous aurons K\ 
Joignons a'" et 4"% nous aurons K'\ 

Gela fait : 

Projetons verlîcalement les points c et c en, c* sur K'et c'* sur K''; joignons c* et 
c'% nous aurons la droite C*, qui évidemment sera parallèle aux droites A* et B*. 

Et si nous projetons verticalement le point c'\ évidemment c"'' sera à Tintersec- 
tion des droites K'"' et C\ 

Il est évident que la construction que nous venons d'effectuer nous conduit à 
trois droites divergentes K% K'% K''% et à trois droites parallèles M'j B% C% qui se 
coupent respectivement en parties proportionnelles. 

Les trois'droites A*", B% G*' étant parallèles, les trois droites K% K'% K''' con* 
courent en un point o\ qui sera situé à distance )ïitt6 ou infinie^ suivant tes don- 
nées graphiques. 

Ainsi les droites K, K', K" et A, B, G seront les génératrices droites, savoir : 
les premières du premier système, les secondes du deuxième système d'un para- 
boloîde hyperbolique 1. 

De ce paraboloîUe 1 nous pourrions passer à un autre paraboloîde 2,, dont les 
génératrices droites auraient les mêmes projections horizontales que celles du 
paraboloîde 1. 

Et en effet : 

Il suffit d'exécuter la construction suivante : 

Les droites B*" et G'' coupent les lignes de projection menées des points cl'^a'^^ 
û"* en les points p, p', p" et qf, q\ q'\ 

Si Ton mène donc par le point p une droite J arbitraire, et par le point q une 
parallèle J' à cette droite J, en projetant verticalement les points b en 6," sur J et c 
en c/ sur J', les trois points a% 6.% c," seront évidemment en ligne droite K/. 

Si Ton mène par le point p' une droite arbitraire I, et par le point q* une paral- 
lèle r à I, en projetant verticalement les points b* en ^V ^ur I etc' en c'^ sur l\ les 
trois points a'% 6'/, c? seront évidemment en ligne droiie K',''. 

Cela fait: 

Unissons les points b\ et 6',% nous aurons la droite B/ ; 

Unissons les points c/ et c'/» nous aurons la droite G,* ; 

Et si nous projetons verticalement les points, 6" en 6"," sur B'* elc" en c'? sur 
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C/, il est encore évident que les trois points a'^ 6'?, cV seront en ligne 
droile K'?. 

Nous aurons donc en K,'', K',% K"/ et en A% B.^C." les projections verticales de 
six génératrices droites (trois du premier système et trois du deuxième système) 
appartenant à un nouveau paraboloide l,y ayant même projection horizontale que 
le paraboloide 1. 

Nous pourrons donc construire la projection verticale d'une infmité de para- 
boloîdes ly 2„ 2.v ^y^nt tous même projection horizontale. 

§ IX. 

Concevons dans Fespace {fig. 8) un paraboloide hyperbolique 2, les droites 
A, B, G étant les génératrices droites du premier système, les droites K, K', K" 
étant les génératrices droites du second système de cette surface. 

Menons par la génératrice A un plan P, et traçons dans ce plan, par les points 
a, a\ a" de la droite A, les droites parallèles entre elles Q, Q\ Q". 

Traçons enfin dans le plan P une droite Z parallèle à la droite A et coupant les 
droites Q, Q^ Q" aux points p, p', p". 

Joignons les points p et b, nous aurons la droite J. 

Joignons les points p' et t'y nous aurons la droite I. 

Joignons les points p" et b'\ nous aurons la droite U. 

Menons par les points c, d^ & de la génératrice G des droites J' parallèle i J, 
r parallèle à I , U' parallèle à U , ces droites couperont les droites Q, Q\ Q" en 
les points 9, 9'^ 9", qui seront sur une droite Z' située dans le plan P et parallèle 
aux droites A et Z. 

Gela fait : 

Menons par les points by b\ 6" de la génératrice droite B des parallèles aux 
droites Q, Q', Q", elles couperont les droites J', T, 13' en les points *., 6/, b,'\ les- 
quels seront en ligne droite B. parallèle à B. 

Gela posé : 

Les droites Z\ B., G seront les génératrices du second système d'un parabo-< 
loîde $ dont les génératrices du premier système seront les droites J', 1', U'; et cela 
est évident par la figure /car il est évident que ces six droites se coupent en par* 
ties proportionnelles. 

Gela dit : 

On sait que si Ton projette sur un plan P les génératrices droites J', l\ \y d'un 
même système d'un paraboloide » si deux des projections sont parallèles entre 
elles, toutes les autres le seront : 

s 
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Ensofiaque si J^* et I"" sont parallèles U'** sera parallèle à J^ et à V\ 

Par conséquent, si dans la fig. (7) les droites p^/ et p'6/*' étaient parallèles 

entre elles , la droite p"fr"*' leur aurait été pnrallèle. 

Et comme Ton peut donner à la droite pé^/ toute direction , on aurait pu la 
prendre perpendiculaire à la ligne projetante aV, ou en d'autres termes , on au- 
rait pu la prendre horizontale* 

§ X. 

En résumant tout ce qui précède, on voit que Ton aura un paraboloide hyper- 
bolique 2, fig. 9. ( Ayant , par l'une de ses génératrices droites A du deuxième 
système I mené un plan vertical P) : 

Si l"" Ion projette les génératrices droites K, 1L\ K" du premier système sur 
lo plaa horizontal , et que les projections K'', K'\ K''* fassent un angle constant /ui 
avec des divergentes émanant d'un certain point o\ et aboutissant respeotivement 
aui points o^t ^'^y <>''\ projections horizontales des points a, a\ a\ en lesqiMlt la 
droite A est coupée respectivement par les droites K| &', K"; 

Si 2"" Ton prend sur K^ la longueur ctbh proportionnelle au rayon oV^ SQr K'* 

la longueur a'*6'* proportionnelle au rayon (/a'*, sur K"* la langueur tf"V* pfo- 

portionnelle au rayon oV*, les trois points 6\ 6'*, 6"* seront en ligne droite B*, 
laquelle droite sera ta projection d'une génératrice B du deuxième Système du 
paraboloide 1 ; 

Si S"" Ayant construit la projection B^ de lu droite B y ou même des horizontales 
par les points A% 6'% 6"% elles coupent les lignes projetantes aV, a'' a'*,o'V'* en 
des points p% p'% p'"' qui seront sur une droite Z'" parallèle à A" ; 

Dès lors, les droites de l'espace bp^ 6p', b'Y seront les sous^tangent^g de$ 
droites K, K', K" pour une même hauteur z^ mesurant verticalement la distancedet 
deux droites A et Z, lesquelles sont parallèles entre elles et situées dans le plan P. 

£t réciproquementj 

Si l'on a une surface ^ formée par une suite de droites K, K', K'\ s'ap^ 
payant sur une droite A , et dont les projections horizontales K*, K'*, K"* font , 

avec les divergentes oV, 0^0""^ o^a"*", un angle constant /[x , et si pour une môme 

hauteur 2 les sous-tangentes pT, pV', pV sont proportionaelles aux rayons 



0*. o*a'*, oV\ les extrémités *, b\ b" de ces sou8*tangeotes seront ea ligM 
droite B, et la surface ç ne sera autre qu'un paraboloide hyperbolique. 
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§ XL 

Bn Tertu de ce qui précède, if nous sera facile de démontrer que sî Ton a 
une droite A tournant autour d*un axe O , de manière que chacun de ses potnts 
décrive une hélice cylindrique' circulaire ayant la droite O pour axe, les (angentçs 
menées aux diverses hélices en les points ou elles coupent ta droite k , forment un 
paraboloide hyperbolique. 

En effet : 

Par son mouvement, h droite A engendre une surface hélicoïde générale. Dans 
içon mouvement, la droite A reste tangente à un cylindre A» ayant pour section 
droite un cercle ayant pour rayon la plus courte distance R existant entr^ h9 
droites et A , et ce cylindre A a la droite pour axe do révolution. 

Le pied m de la plus courte distance R sur la droite A décxit une hélice H mf 
le cylindre A , et tous les les points m', m", m'",.*, de la droite A décrivent de» 
hélices H', H"^ H'"*., concentriques à H et ayant mêmepo^ A qu^ cette héUce. 

Gela posé : 

Faisons une projection horizontale de topt le système, et désignons par Q Yhô^ 
lice décrite par le point m de la droite A, par R son roj/on, par S sa tangente m 
point m et par h son pas, Gg. 10. 

Nous aurons de même ThéUce H'; son raffjon i^.era R'^ sa tangent^ ^ara 9', .et /^\h^ 
aura même pas h. 

Et ainsi de suite. 

Pour une hauteur A, la sous-tangenla sera StcR pour Thélice H, SttR' pour 
rhélice H', SttR" pour Thélice H" et ainsi de suite. 

Gela posé: 

La figure 10 npps montre que Jes droites 6* 9\ d'"..* qui fornieiit uèe cerctÎM 
iorlace réglée $ ,'^e projatleni on des droites 6% 6'^, ilt\ ... qui font le même 
angle (i (angle qui est ici droii) avec les divergentes ou ragom R, Jl', R"... 

fio^ite ie calcul relatif aux sous-iaDgeates noUB démontre que pour une même 
bftfiteiir h (et A e»t ieî ceqoe «ou» avions précédemmenjt désigné par s) ees mqs* 
tangentes sont proportionnelles aux rayons R, R',R''... 

Bn sorte que €i Pon prend m'^ = 2irR, m'*6'*tï=a SttR', m'*^'* = 2ffR^ ... tes 
points é*, *'*, 6"*, ... seront on ligne droite B*; ce qui, en vertu de ce qui a été dit 
(§ X), nousdémontre que les extrémités 6, b\ b'\ ... dessous-tangentes seront en 
ligne droite B, cette droite s'appuyant sur toutes les droites 6, 6', G", ••. 

Et comme nous poyvops prendre une autre hauteur -« ai^e} C93 1^9 ^ow*- 
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tangentes seront — R, — R', — R",... et dès lors seront encore proportionnelle» 

ot ot et 

aux rayons R, R', R", ... on voit que les poinls c*, c\ c"*, ... que l'on construira 
en employant ces nouvelles sous-langentes, détermineront une droite G^ qui sera 
la projection d'une droite G s'appuyant sur toutes les droites 6, 6', B" ... 

Ainsi se trouve démontré que la surface 4>, lieu des tangentes 6, 8\ 6", ... aux 
diverses hélices H, H', H"... est un paraboloûle hyperbolique. 

§ XII. 

Ainsi, le théorème que nous connaissions déjà , savoir : que les tangentes aux 
diverses hélices de la surface hélicoîde gauche 2, filet de vis carrée ou filet de vis 
triangulaire, en les points où elles coupent une même génératrice droite G (de 
cette surface gauche) déterminent un paraboloïde hyperbolique tangent à la sur- 
face hélicoîde 2 tout le long de la génératrice droite G ; ainsi , dis-je , ce théorème 
est général et appartient à toutes les surfaces hélicoîdes gauches. 

Et en vertu de ce qui a été dit ( §111 ) , on voit que si Ton projette sur un 
plan Y perpendiculaire à l'axe O du cylindre A, auquel la droite A reste tangente 
pendant son mouvement hélicoïdal , les tangentes aux diverses hélices de même 
pas 9 décrites parles divers points de la droite A, on voit , dis-je, que les projec- 
tions de ces tangentes seront les enveloppées d'une paralK>Ie ayant pour^j^er le 
point en lequel l'axe est coupé par le plan Y, et ayant pour tangente en son 
sommet la projection de la droite A. 

§ XIIl. 

Dans tout ce précède, nous avons supposé (fig. 2), que le point o était situé 
hors de la droite A ; mais s'il était placé (fig. il) sur la droite A , alors les droites 
K, Kr, K, seraient parallèles et feraient avec la droite A un angle constant [i , qui 
pourrait être aigu ou droit. 

Dans ce cas, les droites B,, G,, ... qui devraient partager en parties propor- 
tionnelles les droites K, K„ K,, ... iraient concourir en un point unique ^ qui ne 
serait autre que le point o. 

Si au contraire (fig. 12) on suppose que le point o est situé à l'infini sur 
la droite A, alors les droites A,, G,, ... seront parallèles entre elles et à la 
droite A. 

S XIV. 
Si Voù passe des figures planes 11 et 12 aux systèmes de l'espace dont ces 
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figures peuvent être la projection horizontale , on voit de suite que la fig. H pour- 
rait être considérée comme étant, ou l"" la projection d'une figure tracée dans.un 
plan P oblique au pian horizontal, mais parallèle aux droites K, K„ K,... ou 2° la 
projection des génératrices droites des deux systèmes d'un paraboloïde hyperbo- 
lique Z ayant le plan horizoniai pour Tun de ses plans directeurs , l'autre plan di- 
recteur étant vertical et parallèle aux droites K, K, , K^, ... 

On voit encore de suite que la fig. 12 pourra être considérée comme étant, ou 
1* la projection d'une figure située dans un P parallèle au plan horizontal, ou 
2* la projection des génératrices droites des deux systèmes d'un paraboloîde 
hyperbolique 2, dont les deux plans directeurs sont verticaux, l'un étant parallèle 
aux droites K, K„ K., ... l'autre étant parallèle aux droites A, B,, G,. 

DEUXIÈME PARTIE. 

BétemûnatioB ^ la emurbe de tèparatâon d'ombre et de tamSàre 

•or aae svrfeee héUoolde gteérele. 

§1. 

Soient donnés (fig. a) un axe vertical O et une droite À parallèle au plan vertical 
de projection , cette droite A faisant avec le plan horizontal un angle arbi- 
traire 6. 

Construisons la plus courte distance entre les droites O et A; oW perpendi- 
culaire à A* sera la projection de cette plus courte dislance ; le point m sera le 
pied de celte plus courte distance sur la droite A ; et cette plus courte distance 
étant horizontale , nous sera donnée en véritable grandeur en oW^ grandeur 
que je désigne par R. 

Gela posé : 

Concevons un cylindre de révolution vertical A et ayant la droite pour axe , 
et ayant pour section droite le cercle G du rayon R. 

Cela posé : 

Faisons décrire au point m une hélice H sur le cylindre A> et telle que ses tan- 
gentes fassent avec le plan horizontal un angle arbitraire a. 

La droite A, en tournant autour de l'axe O (son point m décrivant une hélice H, 
et cette droite restant toujours tangente au cylindre A et faisant toujours avec 
Taxe un angle constant complémentaire de l'angle 6) engendrera la surface héli- 
coide gauche 1 , sur laquelle on se propose de déterminer la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière ^ en supposant que cette surface est éclairée par un rayon 
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de luiiuère L , que nous ferons (pour plus de simplicité pour les consti'uètiôlié 
subséquentes) passer par le point m. 

Si Ton prend une suite de points m*, m'\.,. sur la droite A*, nous savons q«é 
les droites m*7, m'Y*»--* respectivement perpendiculaires aux divergentes oNn\ 
p*m'*,.,. seront les projections horizontales des génératrices 9, 9',.-- ^" paraboloïdiB 
hjperbolique $, formé par les tangentes 9 , 6\... aux diverses hélices H , H',... 
décrites par les points m, m\..de la droite A ; et nous savons que ce paraboloîde (t 
est tangent à la surface hélicoîde 2 tout le long de la droite A. Nous saifons encore 
que si Ton mène dans le plan vertical passant par la droite A une droite Z paral- 
lèle à A et distante d'elle (verticalement) d'une hauteur 2 = R tanga (h étant le 
pas commun des hélites H;H',*..) les sous-tangentes seront respectivement 
égales aux rayons R, R',... 

§ m. 

D'après ce qui précède, nous pouvons exécuter les constructions suivantes : 

l"" Portons le rayon R de m^ en q. 

3^ Prajetons le point q en q"" sur LT ( ligne de t$rre). 

3^ Menons par le point q'' une droite 0"^ faisant avec LT l'angle donné a q^ 
l«s diverses iangentes 9, 6'... font avec le plan horizontal. 

La droite 6" coupera la projection O'' de l'axe w un (HMi^t m"* 

A" Menons par le [)oin4 ni' une droite A*' faisant av^ la ligne d$ terre LT raq» 
gle donné 6. 

5^ Menons par m" la droite L", et par le point m^ la droite Vt noiis aVfMS i«M 
projections de la direction de la lumière. 

Et ainsi nous aurons établis les projeetionf du 0y$tèmi$ 4^ h inapiér^ 1^ p)us 
simple pour la solution du problème proçosé. 

8 IV. 

En vertu des données particulières dé Vépure, et établies pfécédeminent, le 
point q situé sur le plan horizontal est un point de la droite B, génératriee dit 
secotid système du paraboloîde f>, ci cette génératriee B est le lieu des extrémités 
des sous-tangentes des droites 9, 9^ 9'V** lesquelles so^^^^tangentes sont égales 
respectivement aux rayons R, R', R". 
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Pour déterminer B^ en B'' il suffit done de déternriacp le» prôjecttofis d'un seul 
pôitil de Id droite 6. 

Or, si nous prolongeons R de mV*=5 wiV, le point q^ sera la projectioa d'un 
jNrint ^ de la droite ft. 

Et, en effet f %\ Ton conetroil sur oV'^» comme dîaméire, un cercle, il coupera 
^ en m'^ et l'on aura évidemmeiit 1» sou»-tangente wf'q''^ s=i cf^m'^ ^ ou égala 
au rayon R'. 

B^ étMit déterinnié» consirulsom B^. 

Pour oela, remarqnana que si f^r le point p (aitué au-dessous du point m de la 
qtlMtité ftsst$:R tafygtx, ce qui établit ce point psur le plan horizontal), on mène 
nAe droite Z parallèle à la droite A; te point p, extrémité de la sous-tangente 
projetée en 9'Nn'\ sera situé sur celte droite Z, 

Si donc Ton mène par le point p'^ une parallèle à la ligne de terre, on aura la 
projection verticale de la sous-tangente. Celte droite coupe la droite O*" précisé-* 
ment au point ç""; dès lors, en unissant 9'" et in!** on aura la droite 9'% et en unis- 
sant les points (f et q'* on aura la droite B*. Mais domme la figure (^WV*') ^^^ ^^ 
parallélogrartiroe, il s'ensuit que les droites 9* et l'* sont parallèles , et que les 
droites B* et A^ sent aussi purallèles. 

Kt comtBe les droites 9, 9'..* sont les génératrices du premier système, et que 
les droites À, B... sont les génératrices du deuxième système du paraboloide ^^ il 
s'ensuit que toutes les génératrices de ce paraboloide $ se projetteront sur le 
plan vertical suivant des droites parallèles. 

i«e plan vertical de projection est donc perpendiculaire à la droite iniersection 
des deux plans U et V direcieun du paraboloide $ ; ces plans U et Y sont donc 
perpepdiculaires au plan vertical de projection, l'un U étant parallèle à la droite 
9% et l'autre V étant parallèle à la droite A^ 

c 

En vertu de ce qui précède, le paraboloide pétant construit, il faudra mener 
par la droite A un plan P parallèle au rayon de lumière L, et chercher en quel 
point X de la droite À ce plan P est tangent à la surface $; ce point x sera un des 
points de la ligne de séparation d'wnbre et de lumière de la surface hélicoide 2. On 
détermine facilement la trace H' du plan P, puisqu'elle passe par les traces hori^ 
zontales r et a des droites A et L. 

Cela fait , 

Il faudra déterminer le point d en lequel la droite B perce le plan P. 

Pour déterminer eë point dj nous mènerons par la droite B un plan X pa- 
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rallèle à la droite A; par un point q de la droite B, nous mènerons donc une 
droite A\ parallèle à la droite A , et les deux droites B et A' détermineront le 
plan X. 

Mais comme les droites A^ et B' sont parallèles, il s'ensuit, que le plan X est 
perpendiculaire au plan vertical de projection ; il suffit donc (sans aucune con- 
struction préalable) de mener par le point q une droite H^, perpendiculaire à A^ 
pour avoir la trace horizontale du plan X. 

Les deux plans P et X se couperont suivant une droite A", parallèle à la droite A 
(car le plan P passe par la droite A et le plan X passe par une droite A" paral- 
lèle à A), il suffit donc de construire un point de cette droite A" pour qu'elle 
soit connue de position. Or, les traces H' et H' se coupent au point b\ en menant 
par ce point 6 une droite A''^ parallèle à A^, on aura la projection horizontale 
de la droite A"; cette projection coupera la droite B^ en un point (t qui sera la 
projection du point d demandé. 

Gela fait , 

Il faudra du point d mener une génératrice du premier système du parabo- 
lolde $. Or, si sur (/"(t comme diamètre, on décrit un demi-cercle, il coupera A'* 
en un point a/", qui sera la projection horizontale du point x, contact du plan P 
et du paraboloide 9 j et par suite contact de ce même plan P et de la surface bé- 
licoide 2. 

§ VI. 

Nous avons supposé dans ce qui précède que la droite A faisait avec le plan 
horizontal un angle arbitraire 6. Quel que soit cet angle 6, les constructions se- 
ront toujours les mêmes, cependant lorsque cet angle 6 est nul, elles se trouvent 
simplifiées, et en effet : 

La droite A {fig. b) étant supposée horizontale et parallèle au plan vertical 
de projection, Ton voit de suite que la droite B est située dans le plan ho- 
rizontal, puisque B% étant parallèle à A% doit se confondre avec la ligne de 
terre LT. 

Dès lors, le point q' est sur le plan horizontal , et la trace H'' est parallèle à A% 
ou à la ligne de terre LT. 

H est facile de lire sur h fig. b toutes les constructions à exécuter pour trouver 
le point Xf point de contact du plan P avec la surface hélîcoîde I. 

§ VIL 
Ayant déterminé le point x de la ligne de séparation d'ombre et de lumière , 
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qui est situé sur la droite À, il faut construire les points x^ y x^^... situés sur les 
diverses génératrices droites A., A,,... de la surface hélicoïdel. 

Étant donc donné (fig. c), la projection A.'^ de la génératrice A, et là projection 
L/ du rayon de lumière, qui parallèle à L passe par le point m, de Thélice H (dé- 
crite sur le cylindre A par le point m) ce point m, étant celui en lequel la généra- 
trice A, touche le cylindre A, nous pourrions prendre un plan vertical W paraN 
lèle à la droite A, et effectuer les contructions précédemment expliquées et nous 
trouverions le point x, de la même manière que nous avons trouvé le point x; 
mais ces divers changements de plan vertical de projection, rendraient l'épure 
très-confuse, il vaut mieux opérer au moyen d'un mouvement de rotation. 

Comme la droite A. fait avec le plan horizontal le même angle S que la droite 
A, en faisant tourner cette droite A. autour de l'axe O de l'angle y et en supposant 
que le point m. parcoure l'hélice H, ce point m, viendra se superposer sur le 
point m, et la droite A, viendra se superposer sur la droite A. 

En même temps le rayon L viendra prendre la position V en laquelle L'^ fera 
avec L* un angle i égal à l'angle d que les projections A, et A* faisaient entre elles. 

Et comme les rayons de lumière L et L.sont parallèles et font dès lors un même 
angle avec le plan horizontal, il s'en suit que les droites L et V font avec la ver* 
ticalc passant par le point m des angles égaux et qu'ainsi ces droites L et L' sont 
situées sur un cône de révolution vertical , et ayant le point m pour sommet. 

Gela posé , 

Le problème à résoudre sera donc le même que précédemment; seulement, au 
Heu de supposer que le rayon de lumière a la direction L, on doit supposer qu'il 
a la direction L^ 

Pour déterminer la trace horizontale a du rayon L', il suffira de décrire du 
point m* comme centre et avec m'^a pour rayon un cercre D qui coupera L'* au 
pointa' demandé. 

Ce point a! étant construit toutes les autres constructions s'effectueront comme 
dans la fig. a. 

On déterminera donc le point x^^ et on le ramènera par un arc de cercle ayant 
le point 0^ pour centre en x,^ sur A,^, et par suite on trouvera x,^ sur A.*". 

§ VIII. 

Dans le cas où la génératrice droite Â de l'hélicoïde 2 serait horizontale, on 

opérerait de la même manière indiquée § VII, pour déterminer les divers points 

X, XtjX,,... de la ligne de séparation d'ombre et de lumière. 
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§ IX- 

Au lieu de se donner la surface hélicoîde générale i par la génératrice droîtd A 
faisant avec le plan horiasonlal un angle conslant S et par Thélicè H décrite par lo 
pied m de la plus courte distance R existant entre Taxe Q et la droite A , on au-» 
rait pu se donner la surface! par la même génératrice A et une hélice H' décrite 
par un point quelconque m' de cette droite A, en assujettissant toujours la 
droite À à être tangente au cylindre A ayant la plus courte distance R pour rayon 
de sa section droite. 

Dès lors, connaissant : i^ la distance R' du point m de la droite génératrice A 
à Taxe fixe 0, et 2"" Tinolinaison a de rhélice H' sur le plan horizontal (incUn^ir 
$oa a,'y que Ton peut facilement calculer ou construire graphiquement, le pot A 
commun aux diverses hélices H, H', H'',,., décrites par les divers points m» m\ 
m"«.* de la droite A étant connu), on pourra opérer comme précédemment, et la 
construction des divers points ^e la courbe d^séparalim d'ombre et cfe Iwnièrê ta 
construiront très*faeilement. 

Et, en elTet , 

Concevons {fig. d) Thélice H' décrite par le point m (les données étfiiit les 
mêmes que4ans la fig. a), nous prendrons R'si^ONn'^ et nous le porterons dmm"^ 
en qf'* sur 9'* (tangente en m"^ au cercle H"^), et ce point q'^ sera la projection du 
point <jf' de la droite B, génératrice du second système du paraboloïde $, 

Si nous ramenons la droite Q' à être parallèle au plan vertical de projectioUi le 
point m'*' viendra en m'," sur 0% et le point m'* viendra en m',* sur le prolongement 
de 0*m*; en sorte que 9'* sera parallèle à la ligne de terre LT. 

Si donc je mène une droite L'T' parallèle à la ligne de terre LT et à une dis- 
iance du point m'.*' égale à :z = R' tanga', j'aurai en ^7 (sur L'T') la projection 
verticale du point 9',, et la droite 9?, qui unit les points m'," et ç',*? ^^^^ néces* 
sairement avec la droite L'T' un angle égal à l'angle a que la tangente 9' au point m' 
de l'hélice H' faisait avec le plan horizontal. 

Gela posé , 

Le point 9' de la tangente 9' se projettera en </'" sur la droite L'T'; et menant 
par ce point 7'*' une droite Z" parallèle à A% on obtiendra la même droite Z" que 
dans la fig. a ; et la projection horizontale de la droite Z ne sera autre que la 
droite A*. 

La droite Z^ ne sera autre que la projection B^ de la droite B, lieu des extré- 
mités des sous*tangentes, égales en longueur et respectivement, aux rayons R,R'..« 
Pour avoir B*, que nous savons déjà devoir passer par le point </'*, nous porte« 



— 67 — 

roûs sur A.^ de fn!" en 9^ une longueur égale à : R =:ONn^ (égale à la plus.eourtd 
distance qui existe entre les droites et A), la droite B'^ passera par le point i^^ te 
point q de la droite B aura sa projection verticale en 9" sur la droite Z*'; et meoent 
par le point q"" une droite L"T" parallèle à LT, en prenant le plan L"T'' pour nou- 
vMu plan horiaonial de projection, on achèvera les constructions par rapport à 
ce plan L"T'^ comme on l'a fait ( fig. a et c ) pour le plan LT* 
Gela dit, on voit que Ton pourra très-facilement achever Vépure. 

\ 

§ X. 

Ge que nous venons de dire ci^essus § IX nous permet de généraliser la solu^ 
tion donnée fig. a, et de l'appliquer au cas où la plus courte distance R existant 
eïitre TéHe O et la génératrice A serait nulle. Dans ce cas particulier, le cy- 
lindre À se réduit à Taxe O, et la surface hélicoide 2 devient 1* la surface du fitèi 
de vis triangulaire^ si la droite A est inclinée sur Taxe O , et 2** la surface du filet 
de vis carréy si la droite A coupe rectangulairemept l'axe 0. 

§ XI. 

Détermination de la ligne de séparation d ombre et de lumière sur la surface de la vis 

triangulaire. 

Prenons Taxé tertical; la génératrice A qui engendre le filet de vis, Sefti 
iU))posée ^rallèle ûu plan vertical de projection. Le» divers pointe fàyin',m"...% 
de la droite A, engendreront des hélices H, H'^ H'V* qui auront toutes Itièttè 
pas h. 

Le point m, situé sur Taxe O, engendrera une hélice H qui ne sera évidemment 
Mitre que cet axe O. 

Cela posé : 

tenons un point m' (fi^. ^) suir la droite A, et dont la distance à TaM O aott 
éf[al0 à m'^^O^ que je désigne pnr R'. 

La tangente 6' à l'hélice H^ décrite par le point m\ fbrà avec le plan hc^ïôfttàl 
«à cingle tt' dont la làngente sera connue, car Ton A : 

Nous pourrons donc construire graphiquement l'angle a. 

Get Mgle IX étant wnnu ^ nous mènerons psr le point m^ une droite m^^g^ fai- 
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sant avec h ligne de terre LT l'angle a. Celte droite m^'g coupera 0'*' en un point Çf 
et menant gp", parallèle à la ligne de terre LT, elle coupera O'' en un point p"; 
nous aurons donc en my la hauteur z=:R'. tang. a. 

Par conséquent, en menant par le point p*" la droite Z% parallèle à À*, on aura 
en même temps en cette droite Z*' la projection B*' de la génératrice B du se- 
cond système appartenant au paraboloide hyperbolique $, formé par les tan- 
gentes 6, 6', 6",... et cette droite B sera le lieu des extrémités des sous-tangentes 
des droites 6, 6',.*- lesquelles sous -tangentes sont respectivement égales aux 
distances R', R",... des points m, m\... de la droite À à l'axe 0. 

En prolongeant la droite Z" jusqu'en q'"" sur la droite 0'*", nous pourrons mener 
par ce point q"* une droite L'T' parallèle à LT, et considérer le plan horizon- 
tal L'T' comme étant le plan horizontal LT de la fig. a. 

Les constructions pour déterminer le point x seront identiquement les 
mêmes que dans la fig. a, ainsi qu'on peut s'en assurer en jetant les yeux sur 
la fig. e. 

§ XIL 

Déiermination de la ligne de séparation (C ombre et de lumière sur la surface du filet 

de vis carré. 

La droite A sera dans ce cas supposée parallèle à la ligne de terre. La fig. / 
nous démontre que les constructions sont les mêmes que celles de la fig. e pour 
déterminer le point ç'*'; et qu'après la détermination de ce point, les construc- 
tions subséquentes pour la détermination du point x sont indentiqiies à celles 
exécutés fig. 6, 

§ xm. 

Dans le Cours de géométrie descriptive (chapitre des surfaces gauches) , nous 
avons résolu le même prpblème, mais par une méthode difTérente; et dans tous 
les cas que nous avons eu à étudier, nous avons choisi parmi tous les paraboloides 
de raccordement, celui qui avait pour l'une de ses génératrices droites , la généra- 
trice du cylindre A auquel la droite A était tangente. 

Dans le mémoire actuel, nous avons employé le paraboloide direct , celui 
qui est formé par les tangentes aux hélices décrites par les divers points de la 
droite A. 

§ XIV. 
Sî Ton examine la 6g. a, on voit que la plus courte distance existant entre 
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Taxe O et la génératrice droite A de la surface hélicQÏde 2 étapt égale à Bl, 0k le 
plan horizontal étant mené au-dessous du point meta une distance £ =R tang. a, 
((X étant Tangle que la tangente 0, à Thélice H décrite par le point m , fait avec le 

plan horizontal, en sorte que Ton a : tang. a=T — 5, fc étant le pas de tous les hé- 

lices H, HV..) on voit, dis-je, que les points qf, r et a resteront les mêmes si, en 
faisant varier 2, on incline les droites Â, 9 et L d'une manière convenable. 

Et en effet désignant par 6, a et d les angles que les droite^ A, 9 et L font avec 
le plan horizontal, on aura : ^ * . . 

R 

X ' z ^ 

tang 6= -==-, tang a= -, tang *= 



tn'r R '^ mf'a 

mV, R, et m^a restant constants , il est évident que si Ton fait varier z, il faudra 
nécessairement faire varier les angles 6, a, d de manière à ce que les trois équa- 
tions ci-dessus soient satisfaites; et dès lors la courbe lieu des points x^ restera 
la même. 

Or Ton peut supposer 2 := et alors /i &= 0, et alors toutes les hélices se con- 
fondent en un seul cercle situé sur le plan horizontal, et les trois droites A, 9 et L 
se confondent avec leurs projections A*, 9* et L*. 

Dans ce cas la surface hélicoîde 2 se transforme en un plan qui est le plan hori* 
zontal de projection. 

Et les points o\ m\ r, 9 et a ne variant pas de position entre eux^ la courbe lieu 
des points a/" peut être considérée, non plus comme la projection horizontale 
d'une courbe de l'espace, mais comme une courbe plane et géométrique dont les 
divers points a/" sont déterminés par une construction géométrique, particulière, 
opérée dans le plan même de la courbe et sans aucune considération de C espace. 

Même chose a été signalée dans le Cours de géométrie descriptive^ et ainsi par 
exemple, lorsque l'on a construit la courbe d'intersection de deux surfaces coni- 
ques ou cylindriques. 

On voit donc que l'on peut se proposer de trouver directement quelle est la 
courbe lieu des points ai'y construits ainsi qu'il a été dit fig. c où la construction 
plane est seule représentée. 

8 XV. 

Si la tangente 9 à l'hélice H décrite par le point m de la droite k(fig.g) fait avec 
le plan horizontal un angle 6 égal à celui que la droite A génératrice de la surface 
hélicoîde 2 fait avec ce même plan horizontal , alors Ton sait que la $urface 2 est 
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âë^lo)4pâble et quid leé diverses tangentes 9, 8', ¥\... aux points m, m', m'^... dés 
bélhic^ H^ H", II'^'..» (ces points m, m^ m''^... étant sur la droite A) sont daâé iHï 
Même plati X qui Remplace la surface pariaboloïdê $• Or^dans ee cas pai^tiettlier, 
la QODStruction étant exécutée i)^..^ comme en la (ig. a, on voit que la propriété 
des sous-tangentes subsiste, et que la droite B lieu des extrémités des'sous-tan- 
gentès ifespectivfement égales aux rayons R, É'',... est avec la droite A dans un 
même plan % perpendiculaire au plan vertical de projection. Ce que nous savions 
devoir être, puisque ce plan X devait être tangent \ la surface ï tout ie long dé la 
génératrice droite A. 

§ XVI. 

L'hyperboloîde à une nappe et de révolution, peut être rigoureusement consi- 
déré comme une surface hélicoîde gauche dans laquelle les divers points m, m\... 
de la génératrice droite A décriraient des hélices H, H',... dont le pas serait nul, 
auqtiel cas ces hélices ne seraient autres que des cercles, et ainsi les divers para/- 
ièle^ aune surface de révolution. 

La fig. h nous montre que pour T hyperboloîde la propriété des sous-tangentes 
subsiste; car si Ton considère les tangentes 9, 9'... aux divers cercles H, H'... dé* 
crits par les points m, m'... de la droite A autour de Taxe 0, ces tangentes hori- 
zontales formeront un paraboloide $ tangent à la surface hyperboloîde et tout le 
long ae la droite A. 

Et la construction de la droite B, lieu des extrémités des sous-tangentes res- 
pectivement égales aux rayons il, R',.«« s'effectuera comme dans la fig. a. 

On sera conduit, fig. /i, à une construction des points od",.. de la ligne de sépa- 
ration d ombré et dé lumière sur Thyperboloïde supposé éclairé par un rayon lu- 
faiinèùx L, (Jui sera identique à celle donnée ïîg. a. 

Oh sait que, dans ce cas, la ligne de séparation d^ombre et de luhiière est î^ uAe 
ellipse^ ou 2* une hyperbole, où 3^ deux droites parallèles, suivant que le rayon 
de lumière mené par le centre de la surface se trouve, ou l^situé dans rîntérîeùr 
du cône asymptote, ou 2* situé sur ce cône, ou 3"situé hors de ce cône. 

§ XVII. 

La surface hélicoîde, filet de vis tpi&hgâlaire, peut se déformer en un cône de 
révolution ; il sufBt pour cela de supposer que les divers points m, m', m"... de la 
'droite gériéf^triée A (lidqlVetliô <^bp6 l'àtôO au fyoinl m) décrivétit des hélices H , 
11 '> H''... d'un pàà^ nuli Cfes hélfces s^èkH^Al at^rs d^ rércfei donlt les ptenb seront 
^]^e^(eufai<*eift à l'nxe O; 
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$i en ebaoua de« pointe (Jig. i) m, m^ nt\*'* dû cea cercles bori^ontaw H, H\ 
H"»... on mène des tangentes 6, a\ G"... à ces oerdea^ eea diveffséfe taogMtes fbB«i 
meront qq pi^n qui remplacera pour le cône le pornbotoide $ tangent àUsorface 
MlicQîde (filet de via triangulaire) tout le long de la droite A. 

(•a propriété des 6ous*taqgen(ea existera encore pour* la cône, et^ en effcit, en 
prenant mr |e$ tangentes Q, 6', i'\.., Qt à partir des points m^ m', m\ deq distancée 
4gal0« au% distances de ces poinis m^ m', pi".., à Tâi^e 0, on aura les pointa «i, 
f', 9'V*< Mtii seront en ligne droite B ; et le plan X des deux droites A et B sera 
encore perpendiculaire au plan Y^Ptica) de projiectioni 

■ 

TROISIÈME PARTIE, t 



^ U fUrCtp^ l|éUp«l4a f^ii^l^ snppopé* éfl^^e p#r ni^ Mi^qn ^iwNIWt, 

Lorsque nous avons cherché les divers points a:^^ xl'y... de la projection hori- 
■OBtale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, nous avons, pour faci-- 
liter les constructions graphiques et les abréger, supposé que la droite A étant 
passée en une position A', on ramenait la droite A' sur la droite A, au moyen de 
deux mouvements, l'un de rotation autour de Taxe et Vautre de translation 
et parallèlement à cet axe 0. 

Pour les recherchas subséquentes » il est préférable deconstruire le pointer., situé 
sur la droite A'i en opérant un changement de plan vertical de projection, ainaî t 
quand on considérait la droite A, on prenait un plan vertical de proJeotioA» 
passant. par Taxe et parallèle à cette droite A, lorsque nous considérerons unf 
nouvelle position' A' de la droite A, nous prendrons un nouveau plan verliaal 
de projection , passant toujours par Taxe 0, mais alors parallèle à la droite A'. 

Le plan horizontal de projection était situé au-dessous du point m (contact 
de la droite A et du cylindre A ayant pour axe la droite 0), d'une quantité égale 
i: 2=R tang. a] lorsque nous considérerons la nouvelle position A' delà droite A, 
nous emploierons un nouveau plan horizontal de projection, toujours perpen- 
diculaire à Taxe 0, mais situé au-dessous du point rn (contact de la droite A' et 
du cylindre A) d'une quantité qui sera encore égale à : z=R tang. a. 

Cela posé, effectuons les constructions graphiques qui doivent nous conduire 
à la détermination des divers points a/"^ a; *,... de b projection horizontale de la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

Reprenons la fig. c, et sur lafig. Iconstruisons le point aî\ situé sur A*. Cela 
fait , concevons la droite A en la position A'; pour trouver le point a: ,\ il faudra: 
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i* prdndre m^'q'srsrnf'q, et l'on aura le point q\ homologue du point 9; 2"" prendre 
mV = mV, et l'on aura le point r', homologue du point r; 3*" mener par m'^ une 
droite parallèle à la projection horizontale du rayon de lumière, et prendre 
m'^a'=3m\i et Ton aura le point a\ homologue du point a; A"* mener par q'^ la droite 
W^ perpendiculaire à A'^, et l'on aura la droite homologue de la droite H""; 
5"" mener par le point q' la droite B^^, perpendiculaire à la divergente €^q\ et l'on 
aura V homologue de la dr(»te B*; 6"" unir les points / et a\ et Ton aura la droite 
H", homologue de la droite H'; T les droites H'' et H""' se couperont en un point 
6' qui sera V homologue du point b] 8"* mener par le point 6' une droite A/'^ pa« 
rallèle à la droite A'*, et Ton aura V homologue de la droite A"*; 9* les droites A/'* 
et B'^se couperont en un point e/'^qui sera V homologue du point d^; lO"" enfin, 
en. construisant sur oV^, comme hypoténuse, un triangle rectangle dont le som- 
met soit situé sur la droite A'^, on aura en ce sommet x!" le point demandé. 

in. 

Avant d'aller plus loin , rappelon»-nous bien les diverses relations de position 
qui existent entre les lignes qui servent à construire le point a/" {fig. I ). 

l"" Le triangle o^ni'q est rectangle en m^; il est isocèle; ainsi l'on a ^nS'z=zfn!'q 

et Tangle o*<7m* = 45* ; 

2*> La droite B* est perpendiculaire sur 0*^, parce qu'elle est la projection de 
l'uîie des génératrices du second système du paraboloide tangent, lequel est formé 
par les tangentes aux hélices de même pas décrites par les divers points de la 
droite A ; parce qu'elle est la projection de la tangente à l'hélice décrite par le 
point 9 de la droite A ; parce qu'elle est tangente à la parabole enveloppe des pro- 
jections des tangentes aux hélices, parabole qui a le point 0* pour foyer ; 

3' Le triangle qb(t est rectangle en 6 et il est isocèle; on a : 

bq s=: bJ" et l'angle bq^ =: 45% 
4* Le triangle o/'d'a^ est rectangle en a/" et il est isocèle ; on a donc : 

?«*■=:?? et l'angle '^5»^c=^45^ 
De ce qui précède , on en conclut que ; 

a*J= W. j/2 =3 îîîï\ [/2 
'qS^ = T^ . 1/2 =: bdT. ^2 
7? t=7^. 1/2"= rfV". ï/2 
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8 III. 

D*après ce qui vient d'être rappelé , on peut en conclure que si Ton avait 
(fig. 1 ) ramené les points d\ d^ ... en les points t/A c//* ... en faisant faire un 
mouvement de rotation de 45'' autour du point o* à la courbe lieu des points cf ...; 
ces divers points d!" ••• seraient venus se placer respectivement sur les r<nyons 
vecteurs o^o:^,... de la courbe lieu des points a!",,., et que les deux courbes , Tune 
lieu des points o;^»... et Tautre lieu des points (//,... seraient deux couibes po- 
laires semblables et semblablement placées et ayant le point o^ pour pôle 
commun. 

Si donc on calcule Téquation polaire de la courbe lieu des points cf , on aura 
une équation de la forme /(p, o)) = 0, et en remplaçant dans cette équation » 

par (w + 45**) et p par — =,on aura en :/j (&)+45'),— -7= =0, Téquation de 

la courbe, projection horizontale de la ligne de séparation d ambre et de lu- 
miêre. 



8 IV. 

Ce qui précède nous montre donc que si Ton connaît la courbe lieu des points 
if ... on connaîtra de suite la courbe lieu des points a^ ... Voyons donc si Ton 
ne pourrait pas parvenir, par une construction plus simple que celle que nous 
avons employée jusqu'ici, à la détermination des points d^, 

Les trois points r, 6 et a sont en ligne droite. Si donc nous faisons tourner au- 
tour du point q la droite H' qui les contient , et cela d'un angle égal à un demi- 
droit, le point r viendra en r, sur la droite o^(/, le point b viendra en b, sur la 
droite B*, et cela parce que la droite o'^q fait un angle demi-droit avec la droite 
A* , et que la droite B* fait un angle demi-droit avec la droite H"" (fig. 11). 

Enfin le point m'^ viendra en m. sur la droite cf^q. 

Cela posé, si Ton unit les deux points r. et fr., on aura la position que la droite 

H' doit prendre après le mouvement de rotation ; etsi par le point m. on mène une 

droite m,a, faisant avec la droite o^q le même angle que la projection horizontale 

m'^a du rayon de lumière fait avec la droite A^ , celte droite m,a^ viendra couper 

en a, la droite r,6, , et ce point a, sera la position que le point a viendra prendre 

après le mouvement de rotation d'un demi-cadran autour du point 9 ; et comme 

les droites o^q et A^ font entre elles un angle égal à un deminjlroit , il est évideat 

10 
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que les droites vpl'a et m^a^ font aussi entre elles un angle égal à un demi-droit 

Cela posé : 

Gomme qb, = qbj et que qi/" = qb. j/2 , il s'ensuit que si par le point d*on 
mène une droite parallèle à la droite r,b,a,y celte nouvelle droite viendra couper la 

droite v^q en un point r., et l'on aura r^^z=zr,q. \/2 ; il suffira donc d'élever par te 
point r une perpendiculaire à la droite A^ et de la prolonger jinsqu'etl r.êur fe 
droite o^q pour avoir un point de la parallèle menée par le point tt. 

Cela posé , 

Si Ton joint les points q et a. par une droite, elle ira couper la droite r.^ ett nii 
point 0^ ; unissons les points o^ et a. ; je dis que cette droite o\ est parallèle à bi 
droite fii,a,. 

Et en effet : 

Dans les deux triangles qm,a, et qo\^ on a : 0^9 = fut, « 1^3 et qa^r^aqa^. I/3 ; 
ces deux triangles sont donc semblables; donc, les deux droites m,a, et o^o^sont 

parallèles, et de plus on a : o\ = m^a, . V/2. 

Lé ôônstï'mftiôn que nt)Us venons d*effectuer sera la même que nous considé- 
rions la droite A^ ou la droite A'^ (fig. I). Par conséquent le point a. est un point 
fixe , puisqu'il est l'extrémité d'une droite, d'une longueur constante, menée par 
un point fixe et dans une direction invariable, attendu que cette droite o\ fait 
un angle égal à un demi-droit avec la projection horizontale du rayon lumineux. 

Or, si Ton se rappelle qu'en faisant tourner le point d!" d'uniangledemi-dVoit 
on l'amène en dj" sur le rayon vecteur de la courbe lieu des points âs^'y alors le 
point a, viendra en a, (fig. III ) , et dès lors la droite o\ sera perpendiculaire à -k 
projection horizontale du rayon de lumière. 

Ce point a. étant un point fixe, on aura à exécuter la construction suivante 
pour construire lo point c//, en lequel vient se placer le point cC'^ après la révolution 
d'un demi-cadran autour du point cf". 

V Du point 0^ , comme centre et avec o^ pour rayon (fig. III ) , on décrira M 
cercle Q ; 

2** Du point 0* comme centre et avec cf'r^ pour rayon , on décrira un cercle R ; 

3!^ Par le point o* on mènera une droite cf'a] perpendiculaire à la direction .Vn*a 
de la projection horizontale du rayan lumineux ; et le point a étant la tracé horr- 
Bontaledu rayon de lumièt^ passant par le point m , le pian horteontai dept^ 
jection étant mené au-dessous du point n^ d'une qnatatité 2=R tanga (à étèWt 
Tangle que la droite A fait avec le plan horizontal et R le rayon du corcte M , ^ft)^ 

}eetîon de l'hélice décrite pnr le poini th), bn prendra ^=:n?à. f/"^, et l'en 
latira le point ûx'^ét, ] 
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^'^ Qp içènera par le pçint of" une droite quelconque coupant le cercle Q 6<i (^ 
point q et le cercle R en un point r , on unira le point varioble r, avec \^ pcâfti 

b"" Au point q on mènera une tangente au cercle Q ; 

&" La tangente au cercle Q coupera la droite ajr^ en un point U," qui sera le point 
demandé ; et en prenant sur le rayon vecteur o*d,* une longueur o^ lelki 

que ô*ir = oV/ . r^-- , on aura en a^ un point de la projection horizontale de 

la (igfi^ d^ 9éjp9itqiiion 4*Qmbre^ çt 4e lumière. 

§ V. 

Voyons s'il ne serait pas possible de déterminer le point ai' sans avoir besoin 
de passer par le point cf/. 

Il est d*abord évident qu'en menant au point $ (fig. III) , en lequel le cercle H est 
coupé par la droiteo^ç, une tangente à ce cercle M, elle viendra couper la droite o^d^^ea 

le point o;^ demandé ; car Ton a : 0^9 = 0^8 . \/2 \ ensuite , si nous mçQon^ p^i; 
1^ point a/" une parallèle à la c^roite r^a^ elle coupera la droite o^o^en yn ppii^tp, 

et Ton aura évidemment (/"a^ = cf'p . 1^2 ^ par conséquent le point p sera ui^ ftiim 
^^ç, e( de plua^'^p se prouve précisément égal à t^i^a (/g, |I|). 
De plus , 1^ droite p:p^ coupera la droite 0^9 ^p un poÎAt t^j et Toq auv^ : 

Par conséquent i/fe = în*r . 

D'après ce qui précède pour construire directement les divers points a^ de la 
projection horizontale de la /t</ne de séparation <f ombre et de lumière , oq devra 
exécuter la construction suivante (Jig. IV) : 

1^ Du point o^ comme centre on décrira un cercle M ayant pour rayon la plus 
Murte distance R existant entre Taxe et la génératrice droite À de la surface 
béifooide générale ; 

2"" On mènera par le centre o^ une droite perpendiculaire à la projection hori<- 
zentale du rayon lumineux , et l'on prendra une ouverture de compas o^p égale à 
la sous-tangente de Tinclinaison du rayon de lumière passant par un point m de 
l'hélice H (décrite par le pied de la plus courte distance qui existe entre les 
droites A et 0) sur un plan horizontal X situé au-dessous de c# point m delà 
quantité oaoque, s = H tapg a. 

j|? On décrira nn o^rcle D du point €^ comme centre et avee 110 mjpob égal 
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à mV, qui est la sous-langenle de l'inclinaison de la génératrice A, par rapport 
au même plan horizontal X ; 

4* On mènera du point fixe p une série de divergentes pl\ ... coupant le 
cercle P, en les points /',... 

5* On unira le centre o^ avec les divers points C^... par des divergentes qui cou- 
peront le cercle M en des points s... 

&" On mènera en les divers point s , ... des tangentes au cercle M , lesquelles 

couperont respectivement les divergentes p/', ... en des pointa ar*, ... , qui déter- 
mineront la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
sur la surface hélicoîde générale. 

8 VI. 

D'après ce qui précède Ton voit que Ton peut construire la projection horizon- 
tale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, en la considérant comme une 
courbe géométrique plane et sans s'inquiéter de la courbe à double courbure de 
Tespace dont elle est la projection; sans s inquiéter dès lors du problème d'om- 
bre qui conduit à celte courbe plane. 

Examinons maintenant en détail cette courbe et voyons quelle forme elle doit 
affecter. 

Si l'on joint le point fixe p {fig. V) avec le centre o* des cercles M et D, on voit 
de suite que la courbe doit être symétrique par rapport à cette droite pcf". 

La droite po^ coupe le cercle M en deux points z et z. qui appartiendront à la 
courbe; et comme tous les points de la courbe sont situés hors du cercle U excepté 
ces deux points % eiz„ on voit de suite que la courbe sera tangente au cercle M en 
chacun de ces points z et 2,. 

Pour construire un point courant de la courbe, nous menons d'abord la diver- 
gente p/, coupant le cercle D en les deux points / et (, et nous aurons deux rayons 

o^/eto^/, coupant le cercle M respectivement en les points s et s/, nous mènerons 
ensuite en s et s, des tangentes au cercle M lesquelles couperont la divergente plea 
les points a; et a;,; nous obtenons donc deux points de la courbe cherchée pour 
chaque divergente telle que pi. 

Cela doit déjà nous faire penser que la courbe est composée de deux branchas. 
Voyons si la courbe passe par le point fixe p ; et pour reconnaître, si cela a lieu, me- 
nons par le point p une tangente au cercle M, nous aurons le point de contact «.; 

menons o\ coupant le cercle D au point /j joignons les points l^ et p, nous aurons 
la divergente p/, qui coupera le cercle D en un second point // et si pour ce point 
// nous faisons la construction nécessaire, nous aurons le point x^f en sorte que 
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les points p et x^ appartiennent à la courbe et sont conjugués entre eux, comme 
l'étaient les points x et x,. 

La courbe sera donc composée de deux branches, Tune i tangenteen z au cercle 
M et venant passer par le point p; Taulre d, tangente en z. au cercle M et venant 
passer par le point x^. 

Si au lieu de mener une divergente coupant le cercle D, on mène une tangente 
p(, à ce cercle, le point de la branche d, qui est situé à l'infini, sera sur cette 
tangente, et même chose aura lieu pour le point de la branche d.. Car ce point sera 
donné par l'intersection de la droite p/, tangente en /, au cercle D et de la tan- 
gente en «, au cercle M ; or il est évident par la construction que ces deux tan- 
gentes sont parallèles. 

La droite p/, sera donc une asymptote .commune aux deux branches i et d,. 

Par suite l'on voit que la courbe sera composée de deux branches d et \ ayant la 
forme indiquée par la fig. V; ces branches ont pour asymptotes les deux tan- 
gentes menées du point p au cercle D; la branche i, n'offre aucun point remar- 
quable; la branche i offre un nœud au point fixe p et de plus chacun de ses arcs 
infinis offre un point d'inflexion, car tournant sa concavité après le point p par 
rapport à Tasymplote, il faut de toute nécessité , que cet arc vienne à tourner , en 
cheminant, sa convexité vers son asymptote. 

On voit aussi que ce seront les divers points de Tare 11^ du cercle D qui don- 
neront les points de Tare infini de la branche i (et cela à partir du point p) et que 
ce sont les points de l'arc l^V du même cercle D qui donneront les points de l'arc 
infini de la branche i, (et cela à partir du pointa:/). 

§ VIL 
Con»îTucÛ€n dun campas propre à tracer les brandies i et \. 

Concevons une règle A portant à l'une de ses extrémités une pointe que l'on 
fixera au point o* centre des cercles M et D, et portant à son autre extrémité unaxe, 
dont le centre sera en un point / du cercle D, et sur lequel sera montée une règle E 
à rainure. Fixons perpendiculairement sur la règle A^ une seconde règle à rai-' 
nure B, tangente au cercle M en le point «, fig. VL 

Plaçons au point fixe p uti pivot isolé, dans lequel s'engagera la rainure de la 
règle E et enfin plaçons un crayon ou une pointe à tracer en le point x, c'esl-4- 
dirc entre les rainures des règles B et E. En faisant mouvoir la règle A autour du 
point o^j le point / décrivant le cercle D, la règle E glissera le long du pivot pet 
le orayon x décrira la branche i de la courbe tracée dans la fig. ¥• 
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On conçoit sans peine que l'on peut dispioser la r^glç A. de telle m^ai^ç^ 
qu'elle puisse s'allonger ou se raccourcir, et qu'ainsi , l'oq puisse placer le point i 
à (elle distance que l'on voudra du point q^; l'oii voit aussi que comme |e p^vpl p 
est une pointe isolée, on pourra la piquer dans le papier 4 tçUe distance que Fqij 
voudra du point o\ On conçoit sans peine aussi que l'on peut moQter la réglai 6 
sur la règle A, de telle manière que tout en lui restapt perpendiculaire, elle 
puisse glisser sur elle, de manière à ce que. le point s a'approche oi| $élo\gpQdi| 

centre a*. 

4insi, ce compas satisfera aux divers tracés çle la ))rdnche de courbç d^ ^u^tuiiiI 
le$, variations de grandeur, des rayons des cercles M et D et de la disUipcç çsLÎatAlii 
entre le centre o* et le point fixe p. 

Avec ce compas on pourra tracer d'un mouvement continii ^ tout le Qç^ud piiz 
de la branche S. 

Le même compas peut servir à tracer la branche d,, mais il faut lui faûr^ vxbic 
une légère modification. 

Le point /, au lieu d'être placé , comme fig. YI , audeljl de? points p ft ^| devf'fi 
être placé, comme fig, VII, entre ces points p et x. 

S VIIL 

Nous devons faire remarquer que lorsque Van oonstBuit hi pvejeetimi de la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière, comme étant une oourbe géomé- 
trique plane, on est conduit aux deux branches i et d, (fiff. V), et que cepeadaBi 
il n'y a que la branche à qui soit réellement la projection horizontale de la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière sur la syrface hélicoide. 

C'est qu'ici il se présente une chose analogue à celle qui se présente dans plu- 
sieurs problèmes de l'espace. 

Ainsi, par exemple, lorsque l'on suppose une sphère éclairée par un point 
lumineux, te cône de lumière tangent à la sphère pçut être coupé par le pfen 
horizontal suivant une hyperbole, et il n'y a cependant qu'une des bM|nohes de 
cette eourbe qui détermine l'ombre portée. 

De même, lorsque Ton cherche rinterseetion de deux suFfaces, la ùourbe 
d'intersection peut être une courbe à double courbure fermée, et i|e projetanl 
kerizontalement suivant un arc seulement do coqrbe plane fermée ou infinie , 
comme lorsque l'on considère deux surfîices de révolution du second ordre dnfil 
les axes se coupent, et que l'on projette la courbfs à double courbure sur «H 
plap parallèle à oelui des deux axes de rotation* 

Dès lors, si Ton peut considérer la projection comme une oourbe plane, ee qui 
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fert permis, si l'on est conduit par la solulion du problème de Tespace à l^emploî 
d'une certaine méthode grapliîque qui permette de construire les divers points de 
cette courbe, en la considérant comme courbe géométrique plane et non comme 
][)Wjeciion d'une tourbe à double courbure située dans Tespace, on voit bien 
^\ïé rt)n doit nécessairement pouvoir, par cette méthode graphique, construire 
te courbe plane complète, et non pas seulement une de ses branches, ou seu- 
lement les points d'un arc de celte courbe. 

§ »x. 

♦ 

Si nous considérons une surface hélicoïde générale dont la génératrice droite 
A Mît oblique an plan KoriEontaU les cercles D et M existeront toujours, mais 
le point fixe p pourra varier de position par rapport aux cercles D et M, suivant 
Tinclinaison du rayon de lumière, et ainsi le point p pourra être : 

1* Situé hors du cercle D coiamedaos la ligw Y, et nous avons examiné ce cas 
dans tousses détails; 

2* Situé sur le cercle D ; 

3* Situé dans l'intérieur du cercle D, mais hors du corde M ; 

4* Situé «ur le cerde M ; 

5* Situé dans Tintérieur du cercle M, et dans ce cas on aura ; 

6** Comme cas particulier, celui oà le rayon de lumière étant vertical, le point 
p sera précisément le centre o'^ commun aux cercles concentriques M et D; 

Enfin 7* le point p pourra être situé à Tinfini, auquel cas le rayon de llimière 
serait horizontal. 

Nous allons examiner successivement la forme que doit affecter, dans chacun 
de ces cas particuliers , la projection horizontale de la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière; mais nous ne devons pas oublier que la ligne o^p est 
toujours, dans nos constructions graphiques, perpendiculaire à la projection ho- 
rizontale du imyon de lumière, quelle que soit d'ailleurs l'inclinaison sur le plan 
horizontal de ce rayon de lumière. 

§ X. 

Des diverses formes que peut affecter j suivant C inclinaison du rayon de lumière j lapnh' 
jection horizontale de la ligne de séparation di* ombre et de lumière dune surface lié- 
licmde générale dont la génératrice droite est inclinée à [horizon. 

La surface hélicoïde peut être considérée comme composée de deux nappes. 
Car si Ton examine la génératrice droite A, son point m pied de la plus courte 



~ 80 — 

distance R avec Taxe , décrit une hélice H ayaitt le cercle M pour projection 
horizontale, ei cette droite A est divisée en deux parties, Tune supérieure, Tautre 
inférieure par Thélice H en ce point m. 

La nappe supérieure de la surface hélicoide sera formée par les parties supé- 
rieures de toutes les génératrices droites A, A', A",... et la nappe inférieure de 
cette surface sera formée par les parties inférieures de toutes les mêmes géné- 
ratrices droites A , A', A".... 

Les deux nappes sont réunies Tune à l'autre par l'hélice H qui est une ligne 
de gorge sur la surface hélicoide; cette hélice ne donnant une arête de re- 
broussement que dans le cas où la surRice hélicoide serait une surface déve- 
loppable. 

Gela dit, examinons les diverses formes que peut présenter la projection ho- 
rizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, suivant l'inclinaison 
du rayon lumineux. 

Premier cas. Le point fixe p étant situé hors du cercle D. 

La forme que l'on obtient dans ce cas, est celle représentée lig. V, mais en 
la seule branche d (ainsi qu'il a été remarqué au § 8). 

Si la surface hélicoide rampe de gauche à droite, comme cela a lieu dans Té- 
pure, alors c'est l'arc zocp de la courbe d qui appartient à la ligne de séparation 
d ombre et de lumière située sur la nappe supérieure de la surface hélicoide* 

L'autre arc, situé à gauche de la droite po*, appartient à la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière située sur la nappe inférieure de la surface hélicoide. 

Ce serait l'inverse si la surface hélicoide rampait de droite à gauche. 

Deuxième cas. Le point fixe p étant situé sur le cercle D. 

La forme de la courbe est celle indiquée fig. YIIL Elle offre un nœud au point 
fixe p; elle est infinie, mais ses deux arcs infinis n'ont pas pour asymptote 
commune la tangente au cercle D en le point p; Fasymptote est parallèle à cette 
tangente (*). 

Cette courbe est unique; aucune autre branche, parasite , quant au problème 
d'ombre, n'existe dans ce cas. 

Troisième cas. Le point fixe p étant situé dans l'intérieur du cercle D et en dé- 
lier s du cercle M. 

La forme de la courbe oflVe un nœud (fig. IX) au point fixep; elle est fermée et 
ses deux boucles sont tangentes respectivement aux points set z. , en lesquels le 
cercle M est coupée par la droite po'^. 



{*) C'est ce dont il est fadle dé s'assurer en employant la méthode de Robiaval. Voyez le mémoire n* 6, 

ci-api'èé. 
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Quatrième cas. Le point fixe p étant situé sur le cercle M. 
La courbe est fermée {fig. X ) , et elle offre un point de rebroussement au 
point fixe p. 

Cinquième cas. Le point fixe p étant situé dans l'intérieur du cercle M. 

La courbe offre la forme indiquée fîg. XI; elle est composée d'une seule 
branche fermée^ laquelle est tangente en les points z et z. , suivant lesquels le 
cercle M est coupé par la droite pcf". 

Sixième cas. Le point fixe p étant situé au centre du cercle M. 

Dans ce cas, la ligne de séparation d'ombre de lumière n'est autre que 
l'hélice H , et la projection horizontale est dès lors (fig. XII ) le cercle M lui- 
même. 

. Remarque. Dans le premier cas, le rayon de lumière est moins incliné à l'ho- 
rizon que la génératrice droite de l'hélicoïde ; aiasi j désignant par a l'angle 
d'inclinaison de la génératrice sur le plan horizontal, et par 6 l'angle d'incli- 
naison du rayon lumineux sur le même plan horizontal , on a: 6 <a. 

Dans les 2% 3% 4% S"* co^ , le rayon de lumière est plus incliné que la généra- 
ratrice , et l'on a : 6 > «. 

Dans le sixième cas, le rayon de lumière est vertical; il est perpendiculaire au 
plan horizontal de projection. 

Septième cas. Le point fixe ^ étant situé à C infini. 

Dans ce cas , le rayon de lumière est horizontal , et le point fixe p est situé à 
l'infini sur la droite menée par le centre o perpendiculairement à la projection 
horizontale du rayoB lumineux. 

Les diverses divergentes émanant du point p seront donc, dans ce cas^ paral- 
lèles entre elles et perpendiculaires à la projection horizontale du rayon lumi- 
neux. 

La fig. XIII donne la forme de la courbe 9 mais dans ce septième cas, comme 
dans le premier cas j la courbe est composée de deux branches infinies d et d. , 
symétriques par rapport à la droite o^p , et identiques ou superposables. 

Toutefois 9 ces deux branches n'existent ensemble qu'autant que Ton considère 
la courbe comme courbe géométrique plane ; la branche 3 existe seule comme 
projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur Théli*- 
Goide*, si cette surface rampe : l"" de gauche à droite, ou 2"" en sens contraire et 
ainsi de droite à gauche,ce sera toujours la branche i qui sera la projection hori- 
zontale delà ligne de séparation d'ombre et de lumière ; mais il faut bien observer 
que l'arc 2^ de la branche d sera la projection de la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière , située sur la nappe supérieure de l'hélicoïde dans le premier cas, 
et située sur la nappe inférieure de l'hélicoïde dans le deuxième cas. 

11 
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li esi évident, par la coDstructioD même des deux branches d et d, , qu'elles ont 
pour asymptotes communes deux tangentes au cercle D, qui sont celles perpen- 
diculaires à la projection horizontale du rayon de lumière. 

§ XL 

Construction (fun compas propre à tracer la projection horiwntale de la àgne cfar 
séparation d'ombre et de lumière dans le cas ok le rayon lumineux est horixonÉal. 

La droite o^l étant perpendiculaire à la projection du rayon lumineux, il 
faudra (fig. XIV ) que la branche E du compas reste parallèle à cette droite oM 9 
pour cela on formera un parallélogramme articulé sur la branche A et sur la direc- 
tion oM et qui soit fixé à la branche E. 

Les deux axes 0^ et 1 seront fixes, et pendant que les points s et l décriront 9 
Fun le cercle M et Tautre le cercle D , la règle E se mouvra parallèlement à la 
règle fixe K. 

§ xii. • 

Dans tout ce qui précède, nous avons supposé que la génératrice droite A de 
rhélicoîde était inclinée à l'horizon et dans le même sens que Fhélice H décrite 
par le point m. 

Mais il est nécessaire d'examiner le cas où la 'génératrice A serait inclinée en 
sens inverse. 

Supposons que Thélice rampe de gauche à droite comme l'indique la fig. XV , 
la droite génératrice de Thélicoide pourra avoir la position A ou la position A,. 

Dans le premier cas , la génératrice droite A est inclinée dans le même sens 
que l'hélice H ; 

Dans le deuxième cas y la génératrice droite A, est inclinée en sens inverse par 
rapport à Thélice H. * 

Dans le deuxième cas , la ligne de séparation d'ombre et de lumière aura pour 
projection horizontale, dans le premier et le septième cas examinés ci-dessus, 
§ X, les branches d, des fig. V d; XUI. Ainsi, la courbe en projection horizontale 
doit être complète, car rien n'indique lorsqu'on la construit sur son plan (sans 
s'inquiéter du problème d'ombre), si la génératrice droite de rhélicoîde est dirigée 
dans le sens du ' rampant de l'hélice H ou en sens contraire ; la construction gn^ 
phique sur le plan doit donc sati^aire à toutes les relations de position de l'espace 
que le problème d*ombre peut offrir. 

Et c'est ce qui a lieu en effet* 
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£n résumé : 

L'hélîee H, ligne de gorge de h surfece hélicoîde, peot ramper de gauche à 
droite ou de droite à gauche sur la partie antérieure du cylindre A sur lequel 
cette hélice H est tracée , et dans l'un et Taittre cas, la génératrice droite A de 
cette surface hélicoîde peut être incHnée à T horizon, dans le même sens ou en 
sens contraire , par rapport à cette hélice H. 

Si rîncliiiaisoii de la génératrice droite A est dans le même sens que te ram- 
pant de l'hélice H, que cette hélice rampe de droite à gauche ou de gauche à 
droite, la branche S (fig. V et XIII) sera la projection horizontale de la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière. 

Si, au contraire, rinciiBfmson de la génératrice droite A est en sens contraire 
au rampant deFhélice H, que cette hélice rampe de droite à gauche ou de gauche 
à droite, la branche d, {fig. Y et XIII) sera la projection horizontale de la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière. 

§ XIII. 

Des diverses Jormes que peut affecter la projection horizontale de la ligne de sépara'^ 
tion d^ ombre et de lumière dune surface hélicdide générale , dont la génépoirice drakê 
est horizontale, suivant Cinclinaison du rayon lummeux* 

Lorsque la génératrice droite A de la surface hélicoîde est horizontale » le 
cercle D n'existe pas , ou mieux son rayon est infini. 

Dès lors, le point fixe p est toujours dans F intérieur du cercle D ; par consé- 
quent , tant que ce point fixe p sera situé à une distance finie du centre o\ c'est - 
à-dire tant que le rayon de lumière ne sera pas horizontal , la projection de la 
séparation d'ombre et de lumière sera une courbe fermée. 

Premier cas. Le point fixe p étant situé hors du cercle M. 

La courbe offrira un nœud au point p, ainsi que l'indique la fig. XYI. 

Deuxièiie cas. Le point fixe p étant siiMé sur le cercle M^ 
La courbe offrira un point de rebroussement au point p, ainsi que l'indique la 
fig. XVII. 

Troisième cas. Le point fixe p étant situé dans t intérieur encercle VL 
La courbe ne passera pas par le point p ; elle sera tangente en ks points s et s, 
au cercle M , et elle offrira la forme indiquée par la fig. XVIU. 

Quatrième cas. Le point fixe p étant situé au centre du cercle M. 

Là courbe ne sera autre que le cevcle M I«i-Hi^6me<. 

Remarque. Dans les 1*% 2* et 3* ce» , le rayon lumineux est plus ou moins inciini 



— 84 — 

à rhorjzon , il fait un angle plus ou moins aigu avec le plan horizontal ; mais dans 
le quatrième cas y le rayon lumineux est vertical , il fait un angle droit avec le 
plan horizontal. 

Cinquième cas. Le point fixe p étant situé à C infini. 

Dans ce cas , la divergente pi est toujours perpendiculaire à la projection du 
rayon lumineux; le point l est situé à Tinfini ; dès lors , le rayon oH est parallèle 
à pi; la ligne de séparation d'ombre et de lumière est donc tout entière située à 
l'infini. 

s XIV. 

Construction dun compas propre à tracer (Tun mouvement contiAu la courbe d , suivant 

les formes qu^elle affecte dans les fig. XVI , XYII et XVIII. 

Pendant que la branche A , dont une des extrémités peut tourner librement 
autour du centre fixe o% fig. XIX , se meut autour du centre, il faut que la 
branche E, dont la rainure glisse sur le pivot fixé d'une manière invariable en p , 
reste toujours parallèle & A. 

On obtiendra ce résultat en fixant la branche à rainure E à la règle A, au moyen 
d'un parallélogramme ayant trois de ses articulations en o*, en p et en « (point 
situé sur le cercle M); la règle B portant une rainure sera fixée en s et perpendi- 
culairement à la règle A. 

Le crayon Xy en glissant entre les rainures des branches E et B, décrira la 
courbe d. 

S XV. 

Dans le cas où Ton considère une surface hélicoïde dont la génératrice droite est 
horizontale , on remarque que la projection de la ligne de séparation d'ombre et 
de lumière affecte des formes analogues à celles que l'on obtient pour la surface 
hélicoide dont la génératrice droite est inclinée à l'horizon. Il suffit pour s'en 
convaincre de jeter les yeux sur les fig. IX et XVI , X et XVII, XI et XVIII. 

Mais il est bien évident que ces courbes , analogues de forme , n'ont pas la même 
équation , puisque la construction de leurs divers points est différente pour les 
unes et pour les autres. 

Dans le cas où la génératrice droite A est horizontale , la projection horizontale 
de la ligne de séparation d'ombre et de lumière est une épicycloide. 

Ainsi , on a : 

1* Une épicycloide parfaite {fig. XVII), lorsque le point fixe p est sur le 
cercle M; 



— 85 — 

2* Une épicycloïde rallcngée (fig. XVI), lorsque le point fixe p est hors du 
cercle M ; 

Et S"* enfin une épicycloïde raccaurde (fig. XYIII), lorsque le point fixep est dans 
rintérieur du cercle M. 

Il est facile de reconnaître que cela a lieu en effet : 

V Rappelons-nous que pour construire un point x de la courbe 5, , lorsque le 
point p est situé sur le cercle M , on exécute la construction suivante (fig. XX). 

On mène par le point p une divergente ; par le centre o^, on mène un rayon pa- 
rallèle à cette divergente et coupant le cercle M au point s ; par le point s , on 
mène une perpendiculaire au rayon d^s , laquelle coupe la divergente en un 
point X , qui appartient à la courbe d. 

Pour obtenir le point x, on peut exécuter une autre constructiont 
En effet : 

Sur o^p comme diamètre décrivons un cercle G ; menons par le point t , milieu 

de d'p et centre du cercle G , une droite parallèle aux droites parallèles entre 

elles 0^$ et px , cette droite coupera le cercle G au point n; prenons ni^=tni , et 
du point i' comme centre décrivons le cercle G' ; Jes deux cercles G et G' seront 
tangents en n^ puisque leurs centres t et t' et le point n sont en ligne droite ; de 

plus ces deux cercles auront même rayon , puisque Ton a pris m'=:itt. 
Gela posé : 

Je dis que le cercle G passe par le point x. Gela est évident sur la figure* 
Maintenant les arcs de cercle nk'x et tJcp sont égaux ; par conséquent si je fais 

rouler le cercle G' sur le cercle G , le point x engendrera la courbe i. Donc la 

courbe d est une épicycloïde parfaite à une seule involution. 

2"" Lorsque le point p est hors du cercle M, on construira sur c^p comme dia- 
mètre un cercle G ; le point i , milieu de cf'p, sera le centre de ce cercle (fig. XXI). 
En menant par le point i une parallèle it aux droites parallèles entre elles 

px et o^s y elle sera équidistante de ces deux droites. 

Menons par le point s une parallèle à o'^py elle coupera la droite ii' en un point f ; 

et si de ce point t', comme centre et avec un rayon égal à cf'i y on décrit un 
cercle G', ce cercle passera par lé point â; ^ et de plus les deux cercles G et G' 
auront pair construction des rayons égaux. 

Gela fait : 
' Partageons la distance îTen deux parties égales par le points, et décrivons 

des points t et ff comme centres et avec un rayon égal à la moitié de ii\ deux 



t» 
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cercles C, et G/, ees deux cercles seront tangents c^q 4, et le point x sera exté- 
rieur au cercle C/. 

Or il est évident ^ par la fij^ure elle-même» que si le cercle G/ roule sur le 
cercle G,, le point x engendrera la courbe d. 

La courbe 3 est donc dans ce cas une épicycloïde ralUmgée et à une seule iuvo- 
lution. 

3* Lorsque le point p est dans Tinlérieur du cercle M, on peut faire les mêmes 
constructions (fig. XXII) et les mêmes raisonnements que ci-dessus , et on voit que 
la eourbe d est dans ce cas une épicycloïde raœourcie et à une seule involution(^)« 

S XVL 
Ligne dejéparaliûn donér.e jU de kmmère sur la surface du filet de vis. 

Il est évident que pour passer de la surface hélicoïde générale à la surface de 
ht 'm, soit qu'die soit à filet triangulaire, soit qu'elle soit à filet carré, il sufiit de 
mffposÊTf dams ce qui précède, que le rayon du cercle H se réduise à zéro , et 
de supposer ainsii dans toutes les constructions graphiques précédentes, que les 
|K>iAi&«i.^V«** s^ confondent en un seul point, en se superposant sur le centre o^« 

S XVIL 
Vis iriangutaireé 

m 

iDès lors, lersqu'il s'agira du filet triangulaire, le cercle D existera, et le point 
ftiep pourra avoir 5 positions remarquables. 

Premier cas. Le point pétant hors du cercle D (rayon lumineux incliné). 
La pr Q^eetion d de la ligne de séparation d'ombre et de lumière aura la forme 
indiquée % XXIIL 

.DsuuiiiE CAS. Le pomlp éiam sur le cercle D (rayon lumineux incliné). 
La courbe i aura la forme indiquée fig. XXIV. 

Troisième eus. Le pdni p étant dans tiutérisur du cercle D ( rayon hunineux 
incliné). 

Xa courbe d aura la forme indiquée fig. XXY. 

Quatrième cas. Le point p étant le centre 0^ (rayon lumineux vertical)* 
La courbe d se réduit au centre 0^. 



"(?) Vo]f«K, ^taiAU^CQmfiéitmJU.àegéométriA4eimft%^ , se fluia MdiiaasiîeldesépîqrBlflïdM» 
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CiNOuièiiB GIS. Lep(Ani^étawiàrinfini(v2ijon 1 il mi neux horizontal). 

La courbe d aura la forme indiquée flg. XXYI. 

Remarque, Nous pouwns feire sur ces- courbes les mêmes observations que^ 
pour rhélicoïde générale , car on voit que dans les i" et 5^ cas > la eourlie esD 
composée de deux branches infinies d et d,« 

§ XYIIL 

P^is carrée. 

Pour la surface du filet de vis carrée, la génératrice droite A est horizontale ; le 
cercle D a donc un rayon infini , et le cercle M a un rayon nul. 

Le point p ne pourra donc avoir que trois positions remarquables. 

Premier cas. Le point p étant à distance finie du centre cf" ( rayon lumineux 
incliné ). 

La construction du point x de la courbe î {fig, XXVIl ) nous montre de suite 

que cette courbe est un cercle tracé sur o^p comme diamètre : 

La ligne de séparation d'ombre et de lumière sur la surface du filet de vis. 
carrée sera donc une hélice (*). 

Deuxième cas. Le point p étant le centre o' (rayon lumineux vertical). 

La courbe S se réduit dans ce cas au centre o*. 

Troisième cas. Le point p étant situé à Finfini (rayon lumineux horizontal). 

La ligne de séparation d'ombre et de lumière est située tout entière à Tinfini. 

S XIX. 

Mais au lieu de déduire le tracé et la forme de la projection horisontale delà') 
ligne de séparation d'ombre et de lumière de la vis triangulaire , de oe que nous 
avons dit par rapport à l'hélicoîde générale , et cela en supposant que le rayon du 
cercle M se réduise à zéro , nous pouvons chercher directement la solution de la 
question posée d'une manière spéciale pour la vis triangulaire. 

Reprenant donc la fig. e , où nous avons construit le point a!", qui appartient à 
la courbe, nous devons voir s'il ne serait pas possible de prouver que cette courbe 
jouit aussi de la propriété d'avoir un point fixe. 

(*) Voyez dans les dévelopetnenU de géométrie descriptive ce que j*ai dit au sujet de la propriété [dont 
jouit la surface du filet de vis carrée , savoir : d'être coupée suivant une hélice- pat. tau^cyliadre dar ré- 
volution passant par Taxe de la vis ; ou , en d^autres termes, ayjsnt l'axa dala vis pour une de sea gi^néra» 
lriee»dM>ll«k 
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Et dès lors reprenant la fig. e (2* partie ) pour en composer la fig. A, nous voyons 
qu*en faisant tourner la droite H' autour du centre o^ et d'un angle droit , le 
point a viendra en a\ le point r en /, et le point (/ en a^ ; et cela parce que Ton 

a : (/6 = bit, puisque la droite B* fait un angle demi-droit avec la ligne A^. 

Le point a! sera donc un point fixe. 

Dès lors on en conclut que la projection horizontale de la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière de la vis triangulaire doit bien être construite ainsi que 
nous l'avons dit ci-dessus ^ § 16. 

§ XX. 

Lorsque le point fixe a! est supposé à l'infini , alors le rayon de lumière est 
horizontal ; dans ce cas , la ligne de séparation d'ombre et de lumière peut être 
considérée comme le contour apparent de la vis triangulaire , en supposant l'œil 
du spectateur situé àPinfini sur le rayon lumineux ; la projection horizontale 4e 
ce contour apparent se construit facilement » ainsi que nous l'avons dit , $ 16. 
Mais cette construction peut être simplifiée et de la manière suivante : 
La fig. XXVI nous donne la fig. B ; le point x est un point de la courbe ; 

Fangle lox est droit. 

Si nous menons par le centre o du cercle D une droite G perpendiculaire à la 
droite oa', qui contient à l'infini le point fixe a', cette droite G coupera le cercle 
D en qi et si nous menons en g une tangente K au cercle D , cette tangente K 
coupera le rayon ox au point y. 

Or y je dis que l'on a toujours : ox = qy. 

Et en effet : 

Les deux triangles rectangles yqo et xla sont semblables , puisque les angles 

txo et qyo sont égaux comme angles correspondants. 
On a donc : 

ol : oq :: ox : qy 

Or ol=oq comme rayons, d'un même cercle, donc on a : o^ £=3^1 ce qu'il 
fallait démontrer* 

§ XXL 

Constructim des compas propres à tracer la projection horizontale de la ligne de sépa- 
ration d^ ombre et de lumière (tune vis à filet triangulaire. 

Ces compas seront identiquement les mêmes que ceux qui nous ont servi pour 
tracer la projection de la ligne de séparation d'ombre et de lumière pour Théli- 



— 89 — 

coïde générale. Il suffira de faire glisser la branche B^ de manière à ce que le point $ 
se superpose sur le centre o^. 

Les fig. XXVIII, XXIX et XXX donnent une idée suffisamment exacte de la 
forme et de la position des branches E, B et A, les unes par rapport aux autres. 

QUATRIÈME PARTIE. 

Conf tmction de la ligne de téparation d'ombre et de lumière d'une mrf aoe hélîooide générale , 

en f opposant oette tnrfaoe éolairée par un point lanûnenz. 

Tout ce qui a été dit dans la première partie , au sujet des paraboloides , 
trouve encore son application ; dans le cas où la surface hélicoîde est éclairée 
par un point lumineux. 

Les constructions auxq^uelles nous serons conduit , pour déterminer les divers 
points de la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière, 
sont déduites des mêmes principes qui nous ont servi lorsque nous supposions 
la surface éclairée par un rayon lumineux. 

§1. 

Supposons que le point lumineux / soit projeté en /^. (fig. G) et que nous vou- 
lions déterminer la projection a^ d'un point x de la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière, ce point x étant situé sur une génératrice droite A de la surface 
hélicoîde. Il est évident que toutes les considérations géométriques qui ont con-. 
duit à la fig. c (deuxième partie), alors que l'on supposait un rayon lumineux, 
apparaissent de nouveau ici dans le cas d'un point lumineux. Seulement la 
trace Hp du plan P assujettie à passer par la génératrice droite A , ne sera plus 
déterminée par la trace horizontale du rayon lumineux passant par le point m , 
mais devra être déterminée par la condition de passer par le point lumineux /. 

On mènera donc (fig. C) par le point /une droite parallèle à la génératrice A , 
laquelle coupera le plan horizontal mené au-dessous du point m à la distance 
connue: 2=;R tang a, en un point j/; et en joignant les points yel z l'on aura la 
trace Hp. Et le reste de la construction sera identiquement la même que celle de 
la fig. c ( deuxième partie). 

§11. 

Dans le cas où la surface était éclairée par un rayon de lumière, nous avons 
pu simplifier les constructions graphiques et arriver à l'invention de divers 
compas propres à tracer d'un mouvement continu la projection horizontale de la 

12 
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9 

ligne de séparalîôn d'^ombre et dé lumière; pcmrroms-nous obtenir dés réBaftaf9 
analogues dans le cas où la surface hélicoide est éclairée par un point luminrax? 
c'est ce que nouff aibus examiner: 

Si nous<x)nce9ons di^Qrs«9 génératrices droites A^ A', A", de ki svrfiioe hé- 
licoide, nous aurons une suite de plans P, P', P", passant respectivement par 

ces génératrices droites de la surfece hélicoide et lesquels seront parallèles à une 
droite fixe L dans le cas d'unraj/m/u/TimeuX) ouunesuitede plans P., P',, ?"«,••• 
passant respeciiveou^jat par les inâme& généralrices droites de la.surface hélicoide 
et par un point fixe /, dans le cas d'un point lumineux. 

Or, dans le premier ca9, par le point. m nous pour rom nwener dansleplaii P 
BBre droite K parallèle à la droite L; par le point m- nous pourrons mener 
dans le plan P' une droite K' parallèle à la droite L, ainsi de suite (les divets 
poinUs m, m,... étani sitviés sur Thélice H décrite par le pied de la plus eour te dis- 
tance existant entre Taxe O de la surface hélicoide et sa*géi»érairÎ€e droite A). 

Mais dans le deociième e^, si par le point m on mène dans le plan P, une 
droite K, faisant avec le plan horizontal un angle 6; si per le point m on même 
dans le plan P\ une droite K\ faisant avec le plan horizontal le même angle 6, 
et ainsi de suite, on voit sans peine que toutes les droites K, K',...« seront paral- 
lèles entre elles, et que toutes les droites K.^K',,.... ne seront pas parallèles 
entre elles. 

Or c'est précisément parce que les droites K, K',.... étaient parallèles entre 
elles, que nous avons pu (§ X. S"" partie) simplifier la construction graphique 
donnée par la solution directe du problème, puisque nous avons été condtiit 
à trouver que le point p était fixe ; et comme il est évident par tout ce qui a 
été dît dans la troisième partie que ce point p ne peut être fixe que lorsque 

les diverses droites R, K', sont parallèles, on voit de suite que lorsque Ton 

aura des droites K., K' ,.... non parallèles entre elles, le point p se mouvra sur 
un eert^ C ayant le point o* pour centre. 

Et comme la position da point p sur le cercle C dépendra de la position» que 

prendra chacun des plans P,, P',, il s'en suit que, tout bien considéré, la 

oonstructioA à eflfectuer serait aussi longue qiie la construction cfirecte que nous 
avons exposée ci-dessus (fg. C ) . 

Nous n'irons pas plus avant sur ce sujet ; peut-être an jour poHwa-t-on, par 
queques considérations nouvelles, construire mécaniquement la projection hori- 
lontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière d'une surface hélicoide 
éclairée par un point lumineux , ainsi que nouai avons pu le faire dans le cas où 
cette surftice est éclairée par un rayon lumineux. 
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PROBLÈME. 

Étant données deux droites A et B, sur ta première un point a et sur la seconde un 
point h , construire un cylindre de révolution tangent aux droites A et B, et respective- 
ment en les points z eth. 

Nous plaçons ce problème après le mémoire n"" 4, Tune de ses solutions nous 
ramenant à la propriété de la parabole dont il a été question dans la première 
partie du mémoire n* 4 précédent; et quoique ce problème n'ait aucun rapporta 
la théorie des ombres , nous avons cru pouvoir le placer ici , parce qu'il n'est pas 
sans intérêt en géométrie descriptive. 

§1- 

Soient données deux droites A et B; in^cnons par la droite A un plan P paral- 
lèle à la droite B^ et par la droite B un plan Q parallèle à la droite A. 

€ela fait , preBO&s la plus «courte distaace D exisiaol lenlre les droites A et B et 
coupant la droite A au point p et la droite B au point q^ 

Nous pouvons 6ur la droite pq, coanme diamètre, construis une splràre S^qui 
sera évidemment iangente en p et ^ aux plans P et Q» 

Tous Jes cylindres tangents à la <spbère S seront de rén/ioUitioA et .seront tan- 
gents aux droites A et B.en hds points p^q. 

Les axes de révolution de ces divers cylindres sont tous situés sur <un plan R 
perineodiculaire à la plMscow^te distance J), et passant par soin imUeu </. 

Ai&si» lorsque les po]f^ a et ^ ne sont autres que iesj^edâp et ^ de la pl^s 

M«r.te distsBMe estant enAM )es diToites .données A i^ B, le problème a une îaA- 
4iitétdesolut\«jps^ 

■ » • < 

§11- 

Prenons sur chacune des droites A et B, savoir : un point a sur A et un point b 
sur B ; ces points a et 6 n'étant plus les pieds delà plus courte distance ^.exi;^tant 
entre les droites A et B. 

Par le point o milieu de ab nous pourrons mener un plan R parallèle aux plans 
P et Q détQrn\iaés ^i^i^u'il a ^té dit.ci-;dessus | L 
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Par le point o nous mènerons une droite K perpendiculaire au plan R et cou- 
pant le plan P en un point cl et le plan Q en un point V. 

Les droites ad et hV seront parallèles. 

Nous pourrons mener par la droite K un plan perpendiculaire aux droites ad 
et bV et tracer dans ce plan un cercle C ayant dV pour diamètre et le point o 
pour centre. 

Le cercle G sera évidemment tangent en d au plan P et en V au plan Q. 

Dès lors il est évident que le cylindre £, qui aura le cercle C pour courbe di- 
rectrice et ses génératrices droites parallèles aux droites parallèles ad et hb\ sera 
çle révolution et aura son axe de rotation situé dans le plan R; cet axe passera 
par le point o et sera parallèle aux génératrices droites diamétrales aà et bV de 
ce cylindre 2. Et à mesure que l'on fera varier la position des points a et 6 sur 
les droites données A et B, le cylindre 2 changera de position et de rayon; mais 
son axe de rotation restera toujours dans le plan R* Et pour chaque position par- 
ticulière des points a et 6 il n'y aura qu'un cylindre, et ainsi le problème n'aura 
qu'une solution. 

§ IIL 

Étant donnés un point a sur la droite A et un point b sur la droite B, menons 

par le point o milieu de db un plan Z perpendiculaire à cette droite ab. 

Ce plan Z coupera la droite A au point x et la droite B au point y. 

En joignant les points x et t/ nous aurons une droite L, et de telle sorte que les 
droites L et A détermineront un plan P, et que les droites L et B détermineront 
un plan Q/, ces deux plans P. et 0, se coupant suivant la droite L. 

Gela posé , 

Il est évident que chacun des points du plan Z est également distant des points 
a et 6. Par conséquent, si l'on prend sur la droite L un point /, les droites la et 
Ib seront égales; dès lors, aussi, si du point a on abaisse une perpendiculaire am 
sur la droite L, et si du point b on abaisse une perpendiculaire bn sur la même 
droite L (les points m et n étant sur la droite L les pieds des perpendiculaires 
abaissées), on aura : 

am = bn. 

Et si du point o, milieu de a6, on abaisse une perpendiculaire sur la droite L, 
son pied i et les points m et n se confondront en un seul et même point. 
Gela posé , 
Menons par les points a et 6 deux droites A' et B' parallèles à la droite L, les 
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droites A et A' seront dans le plan P. et les droites B et B^ seront dans le plan Q,. 

Si par le point o nous menons un plan Y perpendiculaire à la droite L, il cou- 
pera le plan P, suivant une droite T et le plan Q, suivant une droite 0. 

Ce plan Y coupera la droite L précisément au point i, et la droite A' au point a, 
et la droite B' au point b. 

Et il est évident que les droites T et ne seront autre que les droites ta et ib\ 

et nous savons que l'on a : ta = ib. 

Nous pourrons donc tracer dans le plan Y un cercle C tangent en a et 6 aux 
droites T et 0, et le regarder comme la section droite d'un cylindre de révolution 
A ayant son axe de rotation parallèle à la droite L. 

Ce cylindre A sera évidemment tangent en a et 6 aux droites données A et B« 

Et l'on voit de suite que, pour le cylindre 2 déterminé § 2 , le plan aabb' est un 
plan diamétral t tandis que pour le cylindre A, que nous venons de déterminer 
§ 3 , le plan aA'^B' est un plan corde. 

Ou j en d'autres termes ^ pour le cylindre 2 la droite a!ob' est un diamètre de la 
section droite et circulaire C, et pour le cylindre A, la droite aob est muq corde 
de la section droite et circulaire G\ 

§IV. 

Étant donné un point fixe a sur la droite A^ on peut se demander de chercher 
le lieu des axes des cylindres de révolution qui seraient tous tangents en a à la 
droite A, et respectivement tangents à la droite B en ses divers points 6, 6., b^^... 
Pour résoudre cette question , faisons passer par le point a et la droite B un plan 
que nous prendrons pour plan. horizontal de projection. 

La droite A se projettera sur ce plan suivant A^ {fig. M ). 

Cela posé : 

Les axes des cylindres de révolution A, A.^ A.... cherchés, seront respec- 
tivement situés dans les plans Z, Z,, Z.,... menés perpendiculairement aux 
droites a^^ a6., a6.,... et respectivement par les milieux o» o,, o,... de ces droites. 

Or ces plans Z^ Z., Z,,... sont tous verticaux, tous perpendiculaires au plan 
horizontal de projection. 

En sorte que si, par les milieux o, o., o^,... des divergentes a6, ab,^ ab^,... 
nous menons des perpendiculaires H', H% H%.«. à ces droites, nous aurons les 
traces horizontales des divers plans Z, Z, , Z, .... Mais les points o, o,, a. ..« sont 
sur une droite I parallèle à la droite B ; et dès lors, en vertu de ce qui a été dit 
dans le mémoire n* i, les droites H', H% H*-... sont les tangentes d'une parabole 
Payant le point a pour foyer et la droite B pour directrice. Les axes des cylindres 
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» 

de révolution fioot doncidistcibués.aur.Ies dUers plans Z.^ Z^ Z. «.. iai:^enis à un 
çvlindre vertical .ayant la parabole d pour «ection droite. 

' Il sera facile de .construire les projections de Taxe U, de l'un de ces cylindres de 
révolution ; et , en effet : 

Prenons pour plan vertical de projection un plan paraTlèle à la droite A. 'Dès 
lors la ligne de terre (fig. M) sera parallèle à A*; et projetant le point a en a* sur 
la ligne de terre LT, et traçant la droite A" faisant arec LT Tangle que la droite A 
fait avec le plan horizontal (angle qui est connu, qui est donné, puisqu'il est-égal 
à Tangle que font entre elles les droites données A et B"), on atira la projection 
verticale de la droite A. 

Cela fait : 

Par le milieu o, de la droite ab, menant la droite H'* perpen(ficu1aire à ab,y cette 
droite H*' sera tangente à la parabole 9 et coupera Ja droite B au point y et la 
droite A* au point a/" (a;*' sera sur A*"). 

La droite L qui unit les points x eiy sera parallèle à TaxeU, cherché. 

Donc U,* sera parallèle à H*', qui n'est autre que L,* et U,* sera parallèle à L,* 
(celte droite L," est facile à construire, puisque l'on connaît les points x ei y 
qui la déterminent). 

Le centre p, de la section droite et circulaire du cylindre A, ( cylindre ayant U, 
pour axe) sera sur le plan Z,; donc le point p.* sera sur la droite H*»; et comme 
le cylindre A, doit être tangent en a au plan (L,, A ) , ce point p. s'obtiendra par 
l'intersection du plan Z, et de la normale R, menée au point a au plan (L,, A). 

Désignant ce plan (L, , A ) par P^ , la droite ay ne sera autre que H% et dès lors 
la droite R*, menée par le pointa perpendiculairement à la trace H''' sera la pro- 
jection horizontale du rayon d'un cercle qui sera la section droite du cylindre A,« 

Cette droite R.* coupera la droite H*' en un point p,* qui sera la prc^jactiaD ho- 
rizontale du centre du cercle-^section droite du cylindre A,. 

Il sera facile de déterminer p,'' ; et les droites U,* et U,'' menées par les poÎDls j?,* 
eti)." respectivement parallèles aux droites L,* et L.*' seront les projections de 
l'axe U. du cylindre de révolution A, tangent, en a à la droite A et en v6, à Ja 
droite B. ' 

§ VI. 

Mais, en vertu ^e la construction cflectuée pour*trou^er, sur le plan horizontal 
ide projection, le.point p,*, on recotyiaît que ce point est situé sur la parabole.^, 
et qu'il n'est autre que le contact de icette parabole d et de sa tangente Jl''. 
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P^ conséquent, le Ikuies divers centres pijpi^p des sections cu^culaires 

des divers cylindres A., A, » A3 ... sera une courbe 6 qui se projettera hori^ntaf- 
lement suivant la parabole d. 

Mais eomme , quel que soit le point 6. , 6, , 6, . .. que Ton considère sur la droite 
B, on aura toujours les traces V% "V^ V^' ,.. parallèles: à A**, il s'ensuit que les 
points p,', pj'f Pi ... seront tous situés sur la droite R,*' menée par le point a** per- 
pendiculairement à la projection verticale A" de:la droite A. 

Dès* lors on doit en conclure que la courbe 6 est une courbe plane, et qu'elle 
est la parabole section faite dans le cylindre vertical et parabolique ayant la 
courbe d pour trace horizontale , par uo plan mené par le point a perpendiculai-> 
rement à la droite A. 



W 6. 

^ ( mAhoirb inéDiT. ) 

CONSTRUCTION DE LA TANGENTE EN UN POINT l"" DU CONTOUR APPARENT DE LA SURFACE 
D8 LA VIS TRIANGULAIRE ; 2"" DE. LA* PROJECTION HORIZONTALE DE LA COURBE DE 
Sa^ARATiaïf d'ombre ET DE LUMIÈRE DB LA SURFACE DE LA VIS TRIANGULAIRE (1). 

§ I. 

De la tangente en un point du contour apparent de la surface de la vis par ta méthode 

de ROBERVAL. 

U s'agit de construire : 

f La tangente à la projection horizontale de la courbe en question ; 2' la tan- 
ganta à. la projection verticale de la même courbe. ( Cette seconde tangente se 
ckédoit de kt première au moyen du plan tan([ent. ) 

(f ) Le0 recherches géoméidqaea consignées- dans ce mémoire sont de M» Pongiuit ; la rédaction est de 
là BMnaf', répétiteur dee travaux graphiques à TÉcole polytechnique. 

Bii lAW^ M. PoRGEUT , qui élait alors professeur de mécanique à TÉcole d'application de Metz , oom- 
muDiqua à M. Bardin , qui était à celte époque professeur à l'École régimeniaire d'artillerie de la mém* 
ville, les notes que je publie ioi.souB le n*- 6^,etqoi étaient déjà anciennes , puisqu'elles dataientdei!£oole 
pelfiedmique; 

Mi. PimainR et 6011x111011 étaient élèves à ["ÉoDle polytechnique en 4809 , et. ce fui cette année qu^ 
trouvèrent. uneiconstruclion très-simple d& la pra^ietien horizontale de laligiM de séparation d'ombre et 
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Rappelons d'abord la construction graphique de la projection horizontale de la 
eourbe. 

AP et AB {fig. 1 ) sont deux droites perpendiculaires entre elles; 

P est un point 6xe ou pôle (c'est le pied de l'axe de la vis sur le plan horizontal) ; 

PB rayon vecteur tournant autour du point P, en s'appuyant sur la droite AB. 

Cela posé : 

Si Ton prend PX ;=? AB, le point X appartient à la courbe. 

Le point générateur X peut être censé animé de deux mouvements : l'un angu- 
laire autour du pôle P, mouvement qui peut se mesurer sur la perpendiculaire en 
X au rayon vecteur ; l'autre de translation vers le point B , en suivant le rayon 
vecteur. 

Or, d'après le principe de Roberval , la résultante de ces deux mouvements a 
pour direction la tangente à la courbe au point X. 

La solution du problème se réduit donc à la détermination des vitesses com- 
posantes. 

En comparant le mouvement du point X à celui du point B le long de la droite 
AB , on voit : 

l^^Que la vitesse de translation du premier point (qui est le point X), le long du 
rayon vecteur PX, est la même que celle du point B le long de la droite AB, car 
leurs accroissements sont sans cesse égaux. 

Or ce que l'on appelle, ici, vitesses ou fluxions n'est pas autre chose que le 
rapport des accroissements infiniment petits de deux quantités variables; c'est-à- 
dire le rapport de leurs différentielles. 

Soit donc B6 {fig. 2 ) la vitesse du point B , celle du point X sera \x, égale à 
B6. 



de lumière, et du contour apparent de la vis triangulaire. Leur solution était très-différente de celle don- 
née par Hachette. A cette époque, la solution de M. Persy n'était point connue à l'École polytechnique, 
ni celle de M. Français, puisque cette dernière ne fut publiée dans la Correspondance de TËcole polytech- 
nique qu'en 4 81 0. 

La construction graphique de la projection horizontale des deux courbes , que rappelle M. PoNCEtBT 
dans les notes que je publie ici , est précisément celle sur laquelle je suis retombé en 4 84 9 , en passant de 
l'hélicoïde générale à une surface plus simple , celle de la vis triangulaire. Il est évident que MM. Pongelbt 
et GuiLLEBON avaient, en 4809, trouvé, pour lavis triangulaire, précisément la méthode à laquelle je 
fus conduit , sans connaître leur travail sur la vis à filet triangulaire , et que j'ai appliqué à l'hélicoïde 
générale ; car on doit le faire remarquer , cette méthode est la seule , entre toutes celles exposées jusqu'à 
présent , qui conduise à la découverte du point fixe qui sert à simplifier d'une manière si élégante la con- 
struction , parpotnftf , de la courbe cherchée. 

La priorité de cette méthode appartient donc à MM. Pongelbt et Gcillebon. Il est à regretter que les 
recherches de MM. Pongelbt et Guillbbon n'aient point été immédiatement publiées dans la Correspon- 
dance de l'École polytechnique. M. Guillbbon était , à l'époque de sa mort arrivée en décembre 4844, 
ingénieur en chef et professeur à l'École des ponts et chaussées. T. 0. 
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2"" Que les points X et B, situés sur le même rayon vecteur, ont la même vitesse 
angulaire; et les arcs circulaires infiniment petits parcourus par chacun d'eux , 
sont proportionnels à leurs distances PX et PB du centre P. 

Donc, la vitesse de rotation de l'un conduira à celle de Tautre. 

Or, si l'on décompose la vitesse de translation du point B sur la droite ÀB, en 
deux, l'une suivant PB et l'autre suivant B6' perpendiculaire à PB, la dernière 
sera évidemment la vitesse de rotation du point B autour du point P. En vertu du 
parallélogramme hbjbb\ B6' sera la vitesse élémentaire du point B sur B6'. En effet, 
soit B6 infiniment petit , la ligne bb' est sensiblement la direction du rayon vec- 
teur correspondant, et B6' est un arc circulaire infiniment petit, décrit du point 
P comme centre. Or, B6 étant bien l'accroissement de ÂB, bb' est l'accroissement 
du rayon vecteur correspondant, et B6' (arc circulaire infiniment petit décrit 
par le point B) est Taccroissement élémentaire de l'arc total BC. 

Cela dit, reportons-nous au point X ; l'arc qu'il décrit, dans lé même mouve- 
ment , devant être proportionnel à l'arc B6', sera obtenu en traçant la droite P6, 
qui coupe la droite \x* (menée perpendiculairement à la droite PB) au pointa;'. 
L'arc Xo;' sera la vitesse de rotation du point X. 

Connaissant la vitesse de translation Xo;, du point X et sa vitesse de rotation 
Xx', on aura celle de son mouvement réel à l'aide de la diagonale \x du parallé- 
logramme Xx'xx^. • 

Or Xx est l'élément prolongé de la courbe que décrit le point X, cette droite 
Xx est donc la tangente à la courbe décrite par le point X et en ce point X. On 
peut objecter que les vitesses ou accroissements qu'on considère sont censés in- 
finiment petits, et que cependant on opère dans le tracé sur des longueurs finies. 

Mais il faut remarquer qu'on n'a considéré que les rapports des accroissements 
des quantités variables, en sorte que la longueur Bb^ qui représente Taccroisse- 
ment de AB est tout à fait arbitraire ; car la direction de la droite Xx, qui ne dé- 
pend que du rapport existant entre Xx et Xx, , restera toujours la même ; en 
sorte que si l'accroissement Xx de la courbe change, néanmoins son rapport 
avec l'accroissement Bb n'aura pas changé. 

Au surplus, la considération des deux mouvements du point X et des vitesses 
qui en résultent n'est pas indispensable pour trouver la direction de la tangente 
en ce point X de la courbe. 

Le parallélogramme des vitesses ne sert, dans la construction précédente , qu'à 

faire trouver l'accroissement de l'arc de la courbe , au moyen des accroissements 

des coordonnées (du point X) qui lui correspondent. Aussi {)eut-on simplifier la 

construction précédente en remplaçant les auxiliaires B6, B6', B6,,.«. etc., par les 

données de la figure elle-même. 

13 
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Première simplifieaâion. Au lieu de prendre Bb {fig. 2) arbitraire et à droite 
du point B y on peut |»^endre AB {fig. 3) luinnème et former le paraUélogramme 
AB.BB'. Dès lors , PX égal à AB représefitera la yitesae^du point X le long du 
rayon vecteur PB* 

La vitesse de rotation XX' du point X autour du poioft P s'obtieodra en tirant 
la droite PB' et en élevant XX' perpendiculaire à PB. La diagonale Xx du parallé-- 
logramme PXX'o; sera la direction de la tangente au point X de la courbe. 

Remarquons que le côté xX.' du parallélogramme XX^Pa; reneontre la droite PA 
en un point K ^et la droite XK est parallèle à la droite AB , car lesiriangles AB'B 
et KX'X sont semblables et ont leurs côtés parallèles. 

Deuxième simplificatwH. La remarque précédente conduit à une construction 
plus simple de la tangente Hx , et en effet (fig. 4 ) on peut obtenir immédiatement 
le point K en menant par le point X une parallèle à AB. Gela fait, menons par le 
point K une droite Kx parallèle au rayon vecteur PX , et par le point P une droite 
P^; perpendiculaire à ce rayon vecteur PX; les droites Kx et P^ se couperont 
en un point x qui appartiendra à la tangente Xx à mener à la courbe et au 
point X. 

Troisième simplification. La construction précédente conduit à une construction 
plus simple encore. 

Sur AP comme diamètre {fig. 6), tracez la demi-circonférence AQP; menez 
la corde AQ parallèle au rayon vecteur PX; tracez la droite BQ, elle sera une 
parallèle à la tangente demandée. 

Et en effet : d'après la',construction , les figures PQAB et P^KX sont semblables 
et semblablement placées ; les diagonales BQ et Xx sont donc parallèles. 

Les dernières constructions montrent de suite V que la droite AB est une 
asymptote de la courbe lieu des points X..., et 2* que cette courbe touche la 
droite AP au point P. 

§ IL 

De la tangente à la prcgection horizontale de la courbe de séparation Nombre et de 
lumière sur la surface de lavis, par la méthode de Roberval. 

Rappelons d'abord la génération de la courbe. 

On donne l"" le cercle BDË {fig. 6 ) ; 2*^ l'angle droit BGD dont le sommet reste 
toujours au ceoatre C ; 3^ le point P, point jîaje ou pôle. 

Pour construire les divers points de la courbe, on exécute les opérations gra* 
phiques suivantes. 
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Soit Tangle droit BGD {fig. 6) dans une position quelconque ; le côté GB coupe 
le cercle donné au point B ; tracez la droite PB , le point X en lequel le rayon 
vecteur PB coupe le second côté CD prolongé, est un point de la courbe demandée. 

Cela posé : 

Le point générateur X a deux mouvements de rotation relatifs : l'un autour 
du centre G , l'autre autour du pôle P. Il ne resle donc qu'à trouver les vitesses 
qui en résultent. 

La vitesse de rotation du point X autour du pôle P et celle du point B autour 
du même pôle y sont proportionnelles aux rayons vecteurs PX et PB. Mais le point 
B est animé d'une vitesse dirigée suivant la tangente B6 au cercle BDE, laquelle 
peut se décomposer en deux, Tune de translation suivant B6 (sur le rayon vec- 
teur PB), et l'autre de rotation autour du pôle P suivant la perpendiculaire B6'à 
PB, 

Prenant donc à volonté la résultante B^, on aura le parallélogramme Bb'bb,, 
qui donnera en B6' la vitesse de rotation hb' du point B. 

Passons du point B au point X , lequel est situé sur le rayon vecteur PD. 

Tirons la droite Vb\ et marquons sa rencontre x avec la perpendiculaire Xx' à 
PB , nous aurons en Xx la vitesse de rotation du point X autour du pôle P. 

Reste à trouver la vitesse de rotation du point X autour du centre G. 

On la déduit de la vitesse de rotation du point D autour du centre G, en em- 
ployant la même méthode que précédemment. 

Ainsi : la vitesse de rotation du point D autour du centre G étant évidemment 
la même que celle du point B autour du même centre , Ton prendra sur la tan- 
gente en D au cercle BD£, une longueur Dd=:B6 , et Ton aura en Dd la vitesse 
de rotation du point D , et Ton en déduira la vitesse de rotation Xx, du point X 
autour du centre G. 

Mais il faut remarquer que les vitesses de rotation Xx et Xx^ , que l'on vient de 
trouver ne sont pas réellement les vitesses composantes de la vitesse absolue du 
point générateur X (*). 



n Le principe posé par Robe&vàl n*a jamais été ambigu pour les géomètres qui en ont bien compris 
Tesprit. 

AioBi un point générateur d^une courbe plane ne peut se mouvoir sur un plan que de trois manières 
différentes : 

Ou 4* ii est sollicité en ligne droite , à chaque instant de son mouvement , par deux forces de direction 
constante, dites forces de translation , et alors la tangente est la résultante des vitesses imprimées sépa- 
rément par chacune des deux forces , suivant la direction de chacune d'elles. Alors la tangente est la dia- 
gpnale du parallélogramme construit, les droites représentant les vitesses. 

Ou V il est sollicité , à chaque instant de son mouvement , par deux forces de rotation , chacune d*elles 
agissant autour d'un centre pariioulter; et alors un point de la tangente se détermine par Tintersection des 
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En eifet : en combinant la vitesse de relation Xj;' clu point X autour du pôle P, 
avec la vitesse de translation Xy' de ce même point X sur le rayon vecteur PX, 

deux rayons vecleurs transportés , parallèlement à eux-mêmes , à une distance finie du point considéré sur 
la courbe, les deux distances finies étant entre elles dans le même rapport que les arcs infiniment petits 
décrits dans le môme temps par le point de la courbe, et respectivement autour de chacun des centres 
(ixes. La tangente est alors la diagonale d'un quadrilatère bi-rectanglc. 

Ou 3" il est sollicité, à chaque instant de son mouvement, en ligne droite d'abord , par une force de 
translation dirigée dans le sens du rayon vecteur, et ensuite circulairement autour d'un centre fixe par 
une foicc do rotation , et la tangente s'obtient alors en combinant les deux principes ci-dessus. La tan- 
gente est alors la diagonale d'un rectangle. 

La solution donnée p:ir M. Poncelet est conforme (et cela devait être) à ces préceptes, qui n'étaient et 
ne sont ignorés d'aucun des géomètres qui ont eu et qui ont l'occasion d'appliquer le principe remarquable 

de ROBERVAL. 

Tout le monde savait , et depuis longtemps , qu'un illustre savant avait commis une erreur en construi- 
sant la tangente à l'ellipse par la méthode de Roberval (la direction de la tangente était exacte, quoiqu'il 
eût mal appliqué la méthode); mais on n'avait pas cru , par respect, devoir relever cette erreur, parce 
qu'on la regardait, et je crois avec raison], comme une inadvertance qui ne pouvait tirer à conséquence. 

Il nc.faut pas cependant croire que le principe de Roherval puisse toujours être appliqué immédiatement 
en géométrie descriptive (en d'autres termes lorsque l'on se sert de la langue graphique) ; et, en effet, 
pour pouvoir appliquer graphiquement le principe de Roberval , il faut : 

Dans le premier mode de génération de la courbe, désignant par â? et y la direction des deux forces qui 

sollicitent son point m , il faut connaître la valeur finie du rapport--^, et cela par la seule construction gra- 
tta 

phique de la courbe et sans avoir besoin de recourir à Véquation de la courbe qui fera /"(a?, y) = (en 
coordonnées rectangulaires ou obliques) , et ainsi sans avoir besoin de recourir à l'ano/y^e. 

Dans le deuxième modo de génération de la courbe , désignant par r et r' les deux rayons vecteurs par- 
tant des points ou centres de rotation pour aboutir à un point m de la courbe , il faut connaître , en dési- 

An 

gnant par » et m' les cercles des rayons r et r', la valeur finie du rapport ---;, et cela par la seule construc- 

dm 

lion graphique de la courbe , et ainsi sans avoir besoin de recourir à Vanalyse, et par conséquent sans 

avoir besoin do recourir à l'équation /"( r, r') = de la courbe. 

Dans le troi.-ièmc mode de génération de la cx)urbe , désignant par r la direction de la force rectiligne 

appliquée au point m de la courbe, et par » le cercle que ce point m tend à décrire autour du point fixe (ce 

dr 

cercle » ayant son rayon égal à r), il faut connaître la valeur finie du rapport — , par la seule construction 

de$ 

graphique de la courbe et sans avoir besoin de recourir à son éqiKLtion , qui sera dans ce cas ^(r, • ) «= 0. 
Car si pour trouver la valeur finie de l'un de ces rapports il est nécessaire de recourir à l'équation de la 
courbe , et dès lors s'il est nécessaire d'exécuter des calculs analytiques , on no fera autre chose que chercher 
l'équation de la taiïgente au point m; car, si l'on y regarde de près, on verra bien vite qu'en calculant 
par l'atioZy^e l'un quelconque de ces rapports , on calcule précisément ce qu'il faut pour obtenir Véquaiion 
de la tangente. 

Si la méthode de Roberval s'applique si utilement à la construction de la tangente en un point d'une 
section conique , c'est précisément parce que Ton voit de suite, par la construction graphique seule de la 
courbe , et en vertu des propriétés géométriques qui se déduisent tout naturellement de cette construction , 

que le rapport ~ est égal à la l'unité. 

Et en effet : 

Soit donnée une ellipse ou une hyperbole ( fig, 43) ayant les points feXf[ pour foyers, en supposant que 
le point m' est infiniment voisin du point m, l'arc mn sera d» et l'arc fMi' sera d». 



' . 
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on obtiendrait la vitesse réelle X^du point X sur la courbe décrite par ce point 
X ; -en sorte que Xx' n'est qu'une des vitesses composantes de Xx par rapport aux 



Or en vertu de Féqualion r±r^^e de la courbe , on voit que l'on a dr=z zpdr', et qu'aussi m^n = mV. 

Le quadrilatère bi-rectangle mnm'n' est donc inscriptible dans un cercle ayant mm' pour diamètre. 
Or Ton sait que dans un tel quadrilatère , lorsque les côtés m'n et m'n' sont égaux , ks autres côtés mn 

et mn' sont aussi égaux , et ainsi Ton a : ~ =» 4 , tout comme Ton a : -n = < . 

a» ar 

L'on peut donc appliquer graphiquement le principe de Roberval , et Ton voit aussi que pour les sec- 
tions coniques, peu importe, pour obtenir la tangente, de construire 4^ un parallélogramme sur m'n et 
m'n' (ou sur dr et dr'), ou 2° un quadrilatère bi-rectangle sur mn et mn' (ou sur dt» et d» ), ou 3<* un qua- 
drilatère bi-rectangle sur dr compté sur le rayon vecteur r à partir du point m, et sur dr' compté sur le 
rayon vecteur r' et aussi à partir du point m. 

Il n'en serait pas de môme si la courbe à deux foyers avait pour équation ^(r, r*) = ; il faudrait de toute 
nécessité recourir à Vanalyse, car il faudrait différencier l'équation de la courbe , pour obtenir le 

rapport -^,. 
SI l'équation de la courbe était r^ =b r'^ » c (4 ), on aurait en différentiant 

fnr(«- «Jdr ±. nr'f» - ^^dr' = Q. 
D'où l'on tire : 

mri"^-*) dr^ 

nr'{n-i) ^dr' 

On porterait donc sur le rayon vecteur r, à partir du point m , la longueur nr'(*»- *^ et sur le rayon vec- 
teur f^, à partir du point m, la longueur mf<^~^\ et cela de la manière suivante : en sens contraire si 
Ton prend le signe (-4-) dans l'équation (4), et dans le même sens si Ton prend le signe (— ) dans l'équa- 
tion (4). 

Et en construisant un quadrilatère bi-rectangle sur ces longueurs , la diagonale de ce quadrilatère don- 
nera la direction de la tangente au point m de la courbe ; et l'on voit de suite que l'on ne peut pas construire 
un parallélogramme sur dr et dr', car la diagonale de ce paralléloj;ramme ne se confondra avec celle du 
quadrilatère bi-rectangle que dans le cas tout particulier où l'on a : dr=dr\ 

Mais l'équation : <f(r, r') = 0, de la courbe ne permettra pas toujours, quoique l'on en déduise 

d'avoir séparément et de suite le rapport de dr à une quantité finie , et le rapport de dr' à une autre quan- 
tité finie, ce qui est nécessaire pour pouvoir appliquer graphiquement le principe de Roberval; alors on 

X 

attribuera à dr une longueur finie et arbitraire A, et l'on aura pour dr' une longueur finie B^ ,, ,. 

^ ^r, r j 

que l'on sera obligé de construire ou de calculer. 

Et l'on opérera graphiquement sur les longueurs A et B , portées , la première sur le rayon vecteur r, et 
la seconde sur le rayon vecteur r^, comme nous l'avons dit ci-dessus , en ayant égard au signe de A et de B , 
et ainsi nous construirons sur A et B un quadrilatère bi-rectangle dont la diagonale sera la tangente 
demandée. 

Cette discussion nous fait bien voir que l'emploi du principe de Roberval , en géométrie descriptive , 
n'est pas toujours immédiatement applicable, son application étant considérée sous le point de vuti 
graphique. 

Voyez encore , à ce sujet , ce que nous avons dit dans tes développements de géométrie descriptive , 
tou chant la construction de la tangente en un point de l'épicycloïde annulaire. T. 0. 
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directions particulières Py' et \x'. Udme -chose a lieu pour la vitesse de rotation 
Xx^. Donc la résultante des deux vitesses X^;' et \x, ne donnera pas la vitesse réelle 
du point X. 

Ainsi, dans le cas particulier qui nous occupe en ce moment» la diagonale du 
parallélogramme construit sur Xx' et Xx, ne donnera pas la tangente au point X 
de la courbe. 

On se rend parfaitement raison de ce qui précède , en remarquant que les vi- 
tesses Xx et Xx, ne sont que des quantités proportionnelles aux arcs infiniment 
petits que le point X tend à décrire réciproquement autour des pôles P et G. En 
sorte que les positions des nouveaux rayons vecteurs sont les droites x'x et x,x , 
parallèles aux rayons vecteurs primitifs PX et GX. Dès lors , l'intersection x de ces 

s 

rayons vecteurs xx et x/e représente la nouvelle position du point X. 

Si les quantités Xx' et Xx, étaient réellement infiniment petits , Xx serait aussi 
infiniment petit et serait dès lors l'élément de la courbe décrite par le point X. 

Mais comme on a augmenté ces quantités proportionnellement, la droite Xx 
devient une quantité finie prolongement de l'élément de la courbe » et par suite la 
tangente à la courbe. 

Première simplification. Rien n'empêche de prendre B6 égale à la tangente Dd 
{fig, 7) arrêtée à la droite fixe PC. 

Alors, si Ton prolonge 6'6, qui est parallèle au rayon vecteur PB, jusqu'à sa 
rencontre Q avec l'autre rayon vecteur GX , le quadrilatère GB6'Q aura ses côtés 
parallèles et sera semblable au quadrilatère ci -dessus {fig. 6)x'Xx,x, dont la 
diagonale est la tangente demandée. En sorte que la diagonale BQ du quadrilatère 
ÇBb'Q sera parallèle à la tangente au point X de la courbe. 

La construction à exécuter sera donc la suivante. 

Tracez (fig. 7 ) les tangentes Bb et Dd au cercle EBD et aux extrémités de ses 
rayons CB et CD ; 

Prenez B6 = Drf ; 

Tracez bQ parallèle au rayon vecteur PX, et marquez sa rencontre Q avec le 
rayon vecteur CX ; 

BQ ser9 une parallèle à la tangente au point X de la courbe. 

Deuxième simpUficaiion. Comme la tangente Bb est parallèle au rayon vecteur 
CX (puisque le triangle XCB est rectangle en G), H s'ensuit (yî^. 7) que la 
figure BbQX est un parallélogramme , et que dès lors on a : QX c=: B6 = Drf. 

Il suffît donc, pour avoijr la tangente au point X^ d'effectuer la construction 
suivante : 

Portez Dd sur le rayon vecteur CX , prolongé, de X en Q (fig. 8); la droite 
6Q sera parallèle à la tangente demandée. 
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Trmrième smptification. On petit se dispenser deconsiruire la droite bQ parallèle 
à la tangente demandée, car on peut exécuter la eanstruction' suivante : 

Tracez la tangente BQ' au^point B dueercle EBD {fig.S)'^ 

Portez sur cette tangente , BQ' = Dd ; 

Portez sur le rayon vecteur CX prolongé, XQ = Drf. 

Le point Q' sera évidemment un point de la tangente à mener au point X de la 
courbe. 

§ ni- 

Discussion de la courbe projection de la ligne de séparation dtœnbre et de lumière de la 

vis triangulaire. 

Le mode de construction ao moyen duquel on détermine les divers points de la 
courbe, montre qu'elle est composée de deux branches infinies paasant, Tune par 
le point fixe P, et Tune et Tautre par le centre C du cercle (Jig. 9). 

En cherchant les tangentes pour les points situés à Tinfini sur ces branches, 
on trouvera , par la méthode des tangentes exposées ci-dessus : 

l*" Que ces asymptotes sont au nombre de deux , se croisant au point fixe P et 
tangentes l'une et l'autre au cercle ayant le point C pour centre. 

2'' Que la tangente en G aux deux branches est perpendiculaire à la droite fixe 
PC (ce qui est d'ailleurs évident en vertu de la symétrie des courbes par rapport 
à cette droite PC). 

3"" Que les tangentes au point P passent par les extrémités du diamètre BB' per- 
pendiculaire à la droite fixe PC , etc., etc. 

CAS PARTICULIERS. 

Premier cas. Le point fixe^P étant situé sm le cercle ayant te point C pour centre. 

La courbe ne conserve plus (Jig. 10) que la branche infinie ayant un point 
multiple au point fixe P. 

Cette courbe a pour asymptote une droite TG perpendiculaire à la droite fixe 
PC et à une distance PR = PC du point fixe P. 

Cette courbe jouit de la propriété suivante : 

Si Ton mène un rayon vecteur CK quelconque, coupant : l*la tangente PT, 
menée au point P du cercle, en le point K, et 2^ la courbe en les deux points X et 
X', on aura : 

KX=:KX'=KP. 

On peut facilement démontrer cette propriété , et en effet : 
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Menons i"" le rayon vecteur PX coupant le cercle en B ^ et 2"" le rayon vecteur 
PX' coupant le même cercle en B', 
Les triangles XGB et X'GB^ sont tous deux rectangles en G , on a donc : 

a 

CXB=100« — CBX. 



XPK = 100^ — XPR = 100* — GPB. 
Mais le triangle GPB est isocèle , on a donc : 



ÇPB = CBX; 
d'où 



XPK = 400» ~ CBX = CXB. 
Le triangle XKP est donc isocèle , et l'on a : 

KX = KP. 

Ce qu'il fallait démontrer. 

Deuxième cas. Le point fixe P est situé à l'infini ^ alors te rayon de lumière est ho- 
rizoîital , et dans ce cas , la courbe de séparation d ombre et de lumière rCesi autre que le 
contour apparent de la vis. 

Va construction de la tangente en un point X de la courbe reste la même que 
celle que nous avons exposé à la fin du § 2. Voyez la fig, il. 

Troisième cas. Le point fixe P étant dans V intérieur du cercle. 

La courbe est fermée ; elle a la forme indiquée {fig. 12 ). 

Elle a un point multiple au point fixe P. 

Elle a une tangente commune en G, laquelle est perpendiculaire à la droite PC. 

Elle est tangente au cercle en les points N et N', en lesquels le cercle est coupé 
par la droite menée par le point fixe P perpendiculairement à la droite PC. 

Les tangentes au point multiple P passent respectivement par les points B et 
B', en lesquels le cercle est coupé par son diamètre perpendiculaire à PC. 

Pour construire la tangente en un point quelconque X de la courbe, on mènera 
CX coupant le cercle en D ; la tangente en D au cercle coupera la droite PC en d. 

On mènera PX coupant le cercle en T ; on mènera en T la tangente au cercle , 
et Ton prendra sur cette tangente TQ'=Drf. La droite Q'X sera la tangente 
demandée. 
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W 7. 

CONSTRUIRE LA UCNE DE SÉPARATION d' OMBRE ET DE LUMIÈRE 

SUR UN PARABQLOÎDE HYPERBOLIQUE, 

Nous nous proposons de déterminer la ligne de séparation d*ombre et de lumière 
sur un paraboloîde hyperbolique supposé éclairé par un faisceau de rayons lumi- 
neux parallèles entre eux. 

§1. 

Nous savons ce qui suit : 

l"" La courbe de contact d'un paraboloîde hyperbolique et d'un cylindre est une 
parabole (*). 

2"" Tout cylindre qui a pour directrice une parabole est coupé par un plan, et 
quelle que soit sa direction , suivant une parabole. 

Gela posé : 

Si Ton a un toit dont les divers chevrons soient les génératrices droites du pre- 
mier système d'un paraboloîde hyperbolique, et que Ton cherche sur ce roîr(sup- 
posé recouvert en zinc, par exemple, auquel cas on a une surface unie) , la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière , en supposant que le système est éclairé par 
un rayon lumineux , nous saurons d'avance que cette courbe sera une parabole , et 
que V ombre portée sur le plan horizontal, ou sur le plan vertical de projection » 
ou sur tout autre plan, sera limitée ^^t une parabole. 

§ II. 

Cherchons maintenant les divers points l"" de la parabole ligne de séparation 
dCombre et de lumière; 2"" de la parabole ombre portée y en simplifiant autant que 
possible les constructions graphiques à employer. 

Supposons que l'on ait un paraboloîde hyperbolique rectangulaire ayant pour 
plans directeurs, les plans horizontal et vertical de projection, et que ce para- 
boloîde soit engendré {fig. A) par une droite G se mouvant horizontalement en 
s' appuyant sur deux droites A et A' : l'une A perpendiculaire au plan horizontal 
et Tautre A' située dans le plan vertical de projection. 



(*) Voyez le Cours as Géométrie descriptive y 2« partie, chap. xn , p, 336. 

14 
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Cela posé : 

On se donne la direction L du rayon de lumière ; pour construire la parabole 
contact du cylindre lumineux A et du paralsoloïde 2 ; nous ferons passer par cha- 
cune dçs génératrices droites horizontales G , G,, G,,... de la surface I des plans 
T, T,; T, .... paralièlcB i la droite L, etnons chercherons Fes pofnts de contact x, 
x,yX,... de chacun de ce€r plans afv^ cet te même surface 2i Le lieu des points x, x^^ 
x^.... sera une parabole 6, qui sera la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
nr la snrfeee Z. 

Pour exécuter cette construction le plus simplement et le plus promptement 
possible, il faudra procéder ainsi qu'il suit : 

On divisera la droite verticale A en parties égales , à partir de sa trace horizon- 
tale a^; on aura donc des points a^ a^jà'j a% a,... également espacés entre eux. 
Par chacun de ces points on mènera des parallèles au rayon de lumière L , les- 
ifKlles viendront percer le plan horizontal en des points a^» a,, a,, a'... égale- 
ment espacés entre eux et tous situés sur L\ 

Par tes points 0^7 a^, a% a% a,... on mènera les génératrices horizontales G^,,G^ 
G% G% G... du paraboloïde 2. 
Et cela fait : 

Si Ton mène par le point a,' une droite H'^ parallèle à G,*, on aura la trace hori- 
zontale du plan T, parallèle au rayon L et passant par la génératrice G, de la 
fece2. 

On construira de la même manière les droites ir% H^', H*,. .. la trace horizontale 
G* de la surface 2 coupera les diverses traces horizontales des plans T,, T., T., 
T... en les points t, , t^y t., t... ; et si par ces points on mène des parallèles à la ligne 
de terre, elles viendront couper les droites G,*, G,*, G,'^, G*,... et respectivement 
en les points a;,\ a;,*, ar,*, x!'... qui, étant unis par une courbe, nous donneront la 
parabole 6^, projection horizontale de la parabole 6 , ligne de séparation d'ombre 
et de lumière. 

Si ensuite nous menons par les divers pointso;^... des perpendiculstires à la 
ligne de terre, elles viendront couper les droites G,"", G.% G,*", G^.. en les points 
^9 9 ^,% ^,*'> a;%... qui détermineront la parabole 6*, projection verticale de là 
pacâboleS. 

§ m. 

Les divers plans tangents T^, T, ,••. sont les enveloppées du cylindre lumineux 
A^^par. c on aé qu e n i- les-traee» horif&onteles- W^-^ H^';.. de cer divers plans seront les 
enveloppées de la parabolcd^i trace horisontaldu^i^Midre^v^ fia>€ein4le*^9 omt^i^e 
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portée par la surface paraboloïde 2, sera donc facilement déterminée, puisqu'elle 
a pour tangentes les diverses droites IF^, H^'.... Mais il sera facile de construire le 
point de contact de cette parabole $ avec chacune de ses tangentes H^.... Et en 
effet : si l'on considère un points, de la parabole 6 (ligne de séparation d*ombre 
et de lumière ), en menant par ce point x, une droite L, parallèle à la direction L 
du rayon de lumière , on aura la génératrice droite du cylindre A suivant laquelle 
ce cylindre est touché par le plan T, ; si donc on mène par le pointa;.'^ une droite 
L,*^ parallèle à L\ elle viendra couper la droite H*' en un point y, qui sera le poiat 
de contact de la parabole d avec sa tangente H^'. 

De ce qui précède on peut déduire les théorèmes suivants (fig. A ) : 

1" THÉORËME. 

Si Ton prend une droite L'^ et sur cette droite des points équidistanls a^, a^j 
a^, a/, a',... ; si Ton trace une ligne LT non parallèle à la droite L\ et si Ton di- 
vise cette droite LT en parties égales par les points 6^, 6,» 6,, b,, 6,.*< et que 
d'un point a^ de la droite L*on mène des divergentes G*, G,*, G^*,... aux divers 
points 6,6,,é,,...; puis que^ par les divers points a*, 03', a/,... o» mène des 
parallèles W*^ W\ H%... et respectivement aux droites divergentes G^*, G,*, G,*,t.. 
ces droites H''... envelopperont une parabole 3. 

2- THÉORÈME. 

Si l'on trace une parabole d et une droite L^ de position arbitraire par rapport 
à la courbe, si Ton divise la droite L* en parties égales par les points a/, a/, a,',... 
et que par ces points on mène les tangentes H^<, H% H^%... à la parabole 3; si 
ensuite, par un des points de division » a^, par exemple, de la droite L* on mène 
des divergentes G,\ G,\.,. respectivement parallèles aux tangentes H\ W% H'',... 
ces divergentes couperont en parties égales une certaine droite dont la construc- 
tion s'effectuera de la manière suivante. 

Par le point y, contact de la parabole 5 donnée avec une de ses tangentes H^* (par 
exemple/, on mènera une droite L,* parallèle à L* et coupant la divergente 6* 
parallèle à H^' en un point a:*, on unira le point a:,* avec le pwnt I, en lequel la 
tangente W' coupe la tangente G^ à la parabole 3, et l'on remarquera que G* n'est 
autre que IPs n'est autre que la tangente à la parabole 3, qui coupe la droite L* 
en le point a^, d'où l'on a fait diverger les droites G,\... et l'on aura en xX '^ 
direction de la droite cherchée. 



— 108 — 



§ V. 



Si le rayon L de lumière était parallèle au plan vertical de projection et faisait « 
avec le pian horizontal , un angle a , il arriverait que sur la surface paraboloîde 2, 
il existerait une certaine génératrice droite K (du second système et ayant pour 
plan directeur le plan vertical de projection) qui serait parallèle au rayon L, car 
l'on sait que les génératrices du second système font chacune un angle différent 
avec le plan horizontal , et que cet angle varie depuis l'angle droit jusqu'à l'angle 
nul. 

Dès lors la génératrice K , parallèle au- rayon de lumière L , serait la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière sur la surface 2. 

Cela est évident. 

On peut d'ailleurs le démontrer d'une manière simple et nouvelle. 

Supposons (fig. B) que la droite K se trouve parallèle au rayon L, en effec- 
tuant les constructions de la fig. A, il arrivera que les points a, a,\ a/, fl^V- 
seront équidistants sur la droite L^, laquelle sera parallèle à la ligne de terre LT 
et aussi à K\ 

Or les divergentes G, G,^, G.\ G,\... menées du point a couperont la droite K* 
en les points p, q,, q^, ?>»••• 4^^ seront équidistants, et l'on aura évidemment : 

Dès lors, les quadrilatères (qjpa^a) et {qjpa^d) et (qpa'a)..* seront des parallélo* 
grammes ; dès lors les droites pa/, pa^'j pa^... ne seront autres que les traces ho- 
rizontales des plans T., T., T, ... menées parallèlement à la droite L ou K, et 
respectivement par les génératrices droites du premier système (de la surface 2), 
savoir : G,, G,, G, .... Ces divers plans T., T., T, ... seront donc tangents à la sur- 
face 2 suivant les divers points de la droite' K , donc , etc. 

§ VI. 

Cette propriété , savoir , que lorsque le rayon L de lumière est parallèle à une 
génératrice droite D d'un paraboloîde hyperbolique, la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière n'est autre que cette droite D , n'appartient pas seulement au para- 
boloîde hyperbolique; elle existe pour toute surface gauche, quelle que soit sa 
forme j quel que soit son mode de génération (*). 



(*) Je doni^e , dans la 6g. 3 , Tépure de Tombre d'un toit paraboloîde , en supposant que le rayon de 
lumière est parallèle à Tune des généralrices droites de la surface. 
Dans l'atlas je donne aussi l'épure du problème d'ombre qui fut proposé en 4843 aux élèves ( de pre- 



-^ i09 — 

s VII. 

D'après ce qui précède, il est évident que, lorsque Ton aura un paraboloide 
hyperbolique, rectangulaire ou oblique, la ligne de séparation d'ombre et de lu- 
mière ne sera une parabole qu'autant que le rayon L de lumière ne sera pas pa- 
rallèle à l'un ou à l'autre des deux plans directeurs de la surface ; et lorsque ce 
rayon L sera parallèle à l'un ou à l'autre des deux plans directeurs de la surface, 
la ligne de séparation d'ombre et de lumière sera toujours une droite, qui sera 
une génératrice droite de la surface , laquelle devra être cherchée parmi celles 
qui ont pour plan directeur celui qui est parallèle au rayon L de lumière. 

§VIII. 

La fig. A nous donne la parabole d située à gauche de la trace horizontale du 
paraboloide 2 ; cela nous apprend que la partie externe de la surface (celle qui 
est vue d'un point situé à l'infini et au*-dessus du plan horizontal) sera tout en- 
tière dans l'ombre. 

Si cette parabole d était à droite de la trace horizontale du paraboloide, alors 
la surface externe serait en partie éclairée et en partie dans l'ombre. 

Mais si l'on remarque que lorsque le rayon L de lumière est parallèle à la gé- 
nératrice droite K {fig. B ) de la surface paraboloide , alors la parabole S se réduit 
à un point qui n'est autre que la trace horizontale p de cette droite K, laquelle, 



mière année) de TÉcoIe polytechnique; on donna an toit parabolotde et une cheminée cylindrique. Je 
n*ai fait que décalquer l*épure que j'ai exécutée à cette époque, d*après la solution que j'avais donnée à 
ma salle , alors que j'étais élève à l'École polytechnique. 

A ce sujet je crois devoir entrer dans quelques détails* 

Depuis la fondation de l'École polytechnique, jusqu'à sa réorganisation effectuée par la restauration 
après le licenciement de 4316 , les élèves de première année d'études avaient à résoudre, pendant la durée 
du cours de géométrie descriptive, trois problèmes. Le premier problème était une question théorique; le 
second problème était une quâstion d'ombre ; le troisième problème était une question de coupe des 
pierres. 

Chacun de ces problèmes était résolu par les élèves à Id fin de chaque partie de cours y relatif. 

Le problème était le même pour tous les élèves ; on leur donnait six heures pour chercher la solution et 
exécuter l'épure. 

On comprend que , dans chaque salle , il arrivait qu'un élève parvenait plus vite que ses camarades à 
la solution demandée. Alors il passait au tableau et expliquait sa solution ; après discussion , elle était 
adoptée et quelquefois modifiée. Tous les élèves de la même salle se mettaient alors à l'ouvrage et exécu > 
tàient l'épure. 

Souvent il arrivait que la solution d'une salle passait de salle en salle et était généralement adoptée. 

Souvent aussi il y avait plusieurs solutions en présence. 

Ces travaux étaient très-utiles : ils furent supprimés depuis 4846. Pourquoi? 
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dans ce cas , est la ligne de séparation d'ombre et de lumière ^ on doit de suite en 
conclure que si la projection L^, étant inoliiiée du bas du dessin vers la gauche pour 
aller couper vers la droite la ligne de terre LT, nous donne une parabole i située 
à gauche de la trace horizontale de la surfece 2 , en inclinant cette droite L^ en 
sens contraire (le rayon L faisant toujourftle même angle avec le plan horizontal), 
on obtiendra une parabole V «itoée à droite de la même traoe horizontale de la 
surface 1. 

On voit donc comment Ton peut reconnaître si une surface paraboloîde étant 
projetée sur le plan horizontal , la surfece externe de cette surface (ou une partie 
limitée de cette surface) sera éclairée ou non, et sera ainsi, ou toute dans Tombre, 
ou toute dans la lumière , ou si elle sera en partie dans l'ombre et en partie 
éclairée. 



N" 8. 

CONSTRUCTION DE LÀ LIGNE DE SÉP4RATION d' OMBRE ET DE LUMIÈRE d'uNE SUM- 
FAGE DÉVELOPPABLE ÉCLAIRÉE PAR UN RAtON LUMINEUX ET DE l'0MBR£ PORTÉE 
PAR UN TRONÇON DE CETTE 9URFACE SUR LE PLAN HORIZONTAL. 

§ I. 

Ce que nous avons dit ei-avant (mémoire n* 7), sur la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière d'un paraboloîde hyperbolique , nous montre la marche 
que l'on doit suivre lorsque l'on aura une surface gauche quelconque. 

Hais si la surface réglée , au lieu d'être une surface gauche, était une surface 
développable , éclairée par un rayon de lumière , le mode de solution changerait 
du tout au tout. Et en effet : si l'on a une surface développable D ayant une 
courbe d pour arête, de rebroussement, et que cette surface soit éclairée par un 
rayon de lumière L, la ligne de séparation d'ombre et de lumière, si elle existe, 
ne pourra être qu'une génératrice droite G de cette surface D, et le plan T tangent 
à la surface D suivant la génératrice 6 et parallèle au rayon lumineux L sera un 
plan osculateur de la courbe 3 et il sera osculateur au point g en lequel la géné- 
ratrice G touche cette courbe $. 

Le mode de recherche doit donc évidemment ohanger lorsque Ton a une sur- 
face réglée développable et non une surface réglée gauche. 
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ftmt une ^i/HÎicer dëvefopp^lef , on devra employer le rhéde de solution 
suivant : 

On €mipo#a h mt^cë dôte^pabief D par titi plaiï P'(1e t>fàn hôris^ontal de 
projection paff exemple), on ani^ ulie Côurbè C (fig. 1). 

On considérera la €90rb# C comme là bisiâé d'un cylindre A dont les généra- 
trices droites seront parallèles au rtfyon lumiàéiii L. 

Gela fait : 

On consïdéreraf Farêtér dé rebroussemenl $ de la surface développable D, 
comme la directrice d'un second cylindre 1 ayant ses génératrices droites paral- 
lèles au rayon lumineux L, et l'on cherchera sa trace S sur le plan P. 

On aura donc deux cylindres A et 2 parallèles entre eux et au rayon de lu- 
mière L et leurs traces C et S sur un même plan P (le pian horizontaf par exemple); 
dès lors, un pfatf T tangent à la fois aux deux cylindres A et 2 sera parallèle à 
la droite L et âa trace H* sur le plan P sera une tangente commune aux deux 
courbes C et S. 

Ce plan T toucAcrâ la courbe G en un point c et la courbe S en un point s , et 
Ton mènera, par ce point «, une parallèle à la droite tt, laquelle ira couper la 
courbe S en un point d; la droite (c, rf) sera une génératrice droite de la surface 
développable D; elle sera la génératrice droite suivant laquelle le plan T touche 
cette surface D ; cette droite cd sera donc la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière cherchée. 

On voit de suite que si la surface développable D était éclairée par un point 
lumineux l, il faudrait considérer ce point / comme le sommet commun à deux 
cônes ayant poui* diirectrices Tun la courbe G et l'autre la courbe i (fig. 2). 

Le cône (/, d) serait coupé par le plan P suivant une courbe B et le plan T 
aurait poiir trace sur le plan P la ttingente commune aux deux courbes C et B. 

Cette tangente commune' toucherait la coui'be Cen un point c et la courbe B en 
un point 6; la droite Ib couperait la courbe d en un point d et la droite cd serait 
la génératrice de contact de la surface développable D et du plan T passant par 
le Tpcint lumineux /; cette droite cd serait donc la ligne de séparation d'ombre et 
de lumière demandée. 

§n. 

Une surface développable n'est pas toujours donnée par son arête de rebrous- 
sèment , souvent on se donne deux directrices sur lesquelles doit rouler le plan 
qui doit détb^iUiner là surftice développable comme enveloppe de l'espace parcouru 
par ce plM'. 
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La solution da problème : construction de la ligne de êéparatàon d^ ambre et de 
lumière , s'efTectue alors y ainsi qu'il suit : 

Premier cas , (a surface déneloppable étant éclairée par un rayon de lumière. 

Soient G et C les deux courbes (fig. 3) sur lesquelles doit rouler tangentielle- 
menl le plan qui sera en chacune de ses positions, l'enveloppée de la surface déve- 
loppable D ; soit L la direction du rayon de lumière. 

On regardera les deux courbes G et G' comme les directrices de deux cylindres 
dont les génératrices droites seront respectivement parallèles à la droite L. 

On aura donc un cylindre A passant par la courbe G et un cylindre A' passant 
par la courbe G'. 

Gela posé : 

On coupera les deux cylindres A et A' par un plan P (le plan horizontal de pro- 
jection par exemple), et4'on obtiendra deux courbes planes B et B'. 

La tangente commune H^ à ces deux courbes B et B' sera la trace sur le plan P 
d'un plan T tangent à la fois aux deux cylindres A et A'. 

H* touchera la courbe B au point b et la courbe B' au point b'. 

On mènera par ces points b et b' deux parallèles à la droite L, la première 
coupant la courbe G au point c et la seconde coupant la courbe G' au point c'. 

Il est évident que la droite ce' ne sera autre qu'une génératrice droite G de la 
surface développable D et que cette droite G (ou ce) sera la droite de contact de 
la surface D avec le plan T, lequel sera parallèle au rai/on L de lumière. Gette 
droite G (ou ce) sera donc la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
cherchée. 

Deuxième cas. La surface développable étant éclairée par un point lumineux. 

On considérera les courbes G et G' comme les directrices de deux cônes A et 
A^ ayant le point lumineux / pour sommet commun {fig. A). 

On coupera ces deux cônes par un plan P, et la tangente commune aux deux 
courbes de section B et B' sera la trace H^ sur le plan P d'un plan T tangent à la 
fois aux deux cônes A et A'. 

On unira les points de contact b et 6' des courbes B et B' et de la tangente com- 
mune H' avec le point Z; les droites Ib et Ib' couperont, la première la courbe G 
au point c, la seconde la courbe G' au point c', et la droite ce' sera la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière demandée. 

§ m. 

La surface développable D peut être engendrée par un plan roulant tangentiel- 
lement à deux surfaces données I et 2'. Il faut savoir, dès lors, construire la 
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ligne de séparation d'ombre et de lumière appartenant à cette surface D, suivant 
que cette surface D est éclairée par un rayon lumineux ou un point lumineux. 
Dans ce cas la solution sera la même que celle employée lorsque la surface déve- 
loppable était donnée par deux courbes directrices. 
Et en effet : 

Premier cas. Surface développable D donnée par deux surfaces directrices 2 et 2' 
et éclairée par un rayon de lumière L. 

On construira deux cylindres A et A' tangents perspeclivement aux deux sur- 
faces directrices données 2 et 2', et ayant Tun et Tautre leurs génératrices droites 
parallèles au rayon de lumière L. Le cylindre A touchera la surface 2 suivant 
une courbe Ç, le cylindre A' touchera la surface 2' suivant une courbe ^'. 

On coupera les deux cylindres A et A' par un plan P, et Ton obtiendra pour 
section deux courbes B et B'. La tangente commune H"" à ces deux courbes sera , 
sur le plan P, la trace d'un plan T tangent à la fois aux deux cylindres A et A', 
ei aussi aux deux surfaces 2 et 2'; ce plan T touchera la surface 2 en un point t 
situé sur la courbe ^, et touchera la surface 2' en un point i' situé sur la courbe 
('• La droite ii' sera une génératrice droite de la surface développable D, et elle 
sera la ligne de séparation d'ombre et de lumière demandée. 

Deuxième cas. Surface développable D donnée par deux surfaces directrices 2 et 2' 
et éclairée par un point lumineux L 

Les cylindres A et A' employés dans le premier cas deviendront deux cônes 
ayant le point / pour sommet commun, et ils seront tangents perspeclivement aux 
surfaces directrices 2 et 2' suivant des courbes l et ^'. La construction s'achèvera 
comme pour le premier cas. 

§ IV. 

Supposons que la surface développable est une surface hélicoîde 2', ayant dès 
lors pour arête de rebroussement une hélice H tracée sur un cylindre de révolu- 
tion K ayant pour axe de rotation une droite A, l'hélice H coupera toutes les géné- 
ratrices droites du cylindre K sous un angle a. Supposons en outre que le rayon 
de lumière L est parallèle à Tune des génératrices droites de la surface dévelop- 
pable 2. 

Il est évident que la droite L devra faire avec un plan P perpendiculaire à l'axe 
À un angle 6 complémentaire de l'angle a. 

Gela posé : 

Prenons le plan P pour plan horizontal de projection, il coupera le cylindre K 

suivant un cercle G, et la surface 2 suivant une développante d de ce cercle G. 

15 
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L'héiice H se projettera ortkogonalement sur le plan P^suhranit le cerele G, et 
toutes les tan^g^FDtes G à i'héliee H se projetteront sur te ptan P-suivant des tan-» 
gentes an cercle G. 

Dès lors, ayant donné les projections du rayon de lumière L , on aura L* parai*- 
lèle à unecertaine tangente G'^ {fig. 5) au cercleG, elles droites L et G feront avec 
le plan horizontal P le ttéme angle 6 , et il est évident que la droite G sera la 1 ignc 
de séparation d'ombre et de lumière demandée. Mais di l-on voulait construire. la 
droite G d'après la solution donnée «i-dessus (§2% Ott detrait- considérer la 
développante $ comme la buse d*un cylindre ayant ses généralrioes i^araUéles au 
rayon de lumière L , et considérer l'hélice H comme la (ûrectrke d'un cylindre A 
ayant aussi ses génératrices parallèles au même rayon de luraiène L. U' fiiadraît 
chercher la trace ^ du cylindre A sur le plan horiaontai P, et la tangente oom- 
mune aux courbes g et d serait la trace, sur le plan P^ dupUn tangent à la surface 
2 suivant la génératrice droite, qui serait la ligne de sépaïutiion. d'ombre et de 
lumière. 

Or, pour déterminer la courbe ^, la construction sera évidemment la suivante : 
Ayant pris un point m^sur le cercle G (ou H^ projection de l'hélice fi arête de 
rebroussement ), on mènera la tangente m^it à ce oercle G, laquelle coupera la 
développante 3 en un point ». Du point m* comme centre , et avec vi^n pour rayon, 
on décrira un cercle qui sera coupé en un point p par la droite L,*, menée par le 
point m!" parallèlement à la droite L\ le point p sera un point de la courbe $. Si 
l'on prolonge la droite L.\ elle coupera le cercle G en un second point m'^, et si 
l'on mène en ce point m'* une tangente au cercle G, elle coupeia la développante 
i en un point n , et si du point ?n'* comme centre, et avec n/V pour rayon, on 
décrit un cercle, il coupera la droite L,'^ en un point ^ qui appartiendra encore à 
la courbe ^. 

Or il est évident que le point p est intérieur à la développante d , et que le point 
q est extérieur par rapport à cette même courbe 3. 

De plus il est évident que lorsque la droite L,'* sera tangente au cercle G, et aura 
pris dès lors la position G*, le point r, en lequel G* coupe la courbe i, appar- 
tiendra à la courbe ^* 

La courbe Ç est donc une courbe présentant au point r un point de rebrousse- 
ment , et devant avoir en ce point, même tangente H^ que la développante i. 

La droite G, qui est la ligne de sé|)aralion d'ombre et de lumière, et qui se 
trouve, dans ce cas particulier, immédiatement construite (sans avoir besohi de 
recourir à la courbe |), détermine le point de contact r commun aux deux 
courbes 5 et Ç. Dans ce cas particulier les deux courbes d et ^ ont non-seulement 
une tangente commune H', mais encore elles sont tangentes J'une à l'autre. 
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Il osi encore évident q«e la eonirbe | ne peut etffirir impaiftt de ret>roussement, 
q.u'autaKii qu'il j aura une des tan^nies 4e i'arèle de rebroossement qui soit 
parallèle au rayoïn de lumière. 

Après avoir exposé la théorie qui nous donne d'une manière générale la solu- 
tion du problème : déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur un 
tronçon de surface développable , ce tronçon étant intercepté par deux plans parallèles 
entre eux ou non parallèles entre eux, la surface étant éclairée par un rayon de 
lunrière ou par un point lumineux, appliquons cette théorie à quelques exemples 
simples, «e -qui notts permettra de reconnaître l'avantage que l'on trouve à l'ex- 
position préalable d une théorie générale, de laquelle on déduit sans peine la 
solution de tous les cas qui peuvent se présenter dans la pratique, et sans avoir 
besoin, dès lors, de multiplier les exemples. 

§ VI. 

•1" EXL'HPLi:. Ombre dnn cône droit éctairê par un rayon de lumière. 

Nous supposerons (ftg. 6) que le cône a son axe A, de rotation, vertical; sa 
base sur le plan horizontal sera le cercle B; et son sommet sera le point « ayant 
pour projection s"" sur A*' et «* au centre du cercle B. 

Cela posé : 

Supposons que le cône est éclairé par un rayon de lumièi'e L, et cherchons la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière sur ce cône. 

liorsque l'on connaît le sommet d'un cône et sa base , on peut considérer cette 
surface développable comme étant donnée par son arête de rebroussement , qui, 
ici, sera un point qui n'est autre que le sommet du cône. 

La base du cône sera la sectroii faite dans cette surface développable par le 
plan horizontal. 

Cela posé, "appliquons la théorie générale. 

Il faudra , par Farète de Tebroussement , fan*e passer un cylindre A parallèle 
au rayon de lumière L, et chercher son intersection avec le plan de la base B. 

Or, l'arête de rebroussement étant le sommet s , ce cylindre A se réduira à 
une droite D menée du sommet et parallèlement au rayon lumineux L, et son 
intersecciofi i , par le pian horizontal de projection , isera la courbe de section 
faite par ce plan dans le cylindre A. 

Il faudra mener une tangente commune aux courbes B et d; or, la courbe d 
n'étant qu'un points cela revient à mener par le point rfune tangente au cercle B. 
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On aura donc deux tangentes H' et H^, qui seront les traces de deux plans 
T et tangents à la fois et respectivement an premier cylindre A et à un second 
cylindre, qui aurait la base B pour directrice, et dont les génératrices seraient 
parallèles à la droite L. 

Le plan T touchera la courbe B au point p, ce même plan T touchera Tarète de 
rebroussement en le point s , donc la droite sp sera la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière demandée. 

Il existera une seconde ligne de séparation d'ombre et de lumière qui sera rs 
et qui sera donnée par le plan 0. 

Mais en même temps que cette construction donne la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière^ elle donne l'ombre portée du cône sur le plan horizontal 
de projection. 

§ VII. 

2* EXEMPLE. Ombre d^un tronc de cône droit éclairé par un rayon de lumière. 

Concevons le cône ayant son axe A, de rotation , vertical (Jig. 7 ); sa base sur le 
plan horizontal sera un cercle B. Supposons que ce cône soit coupé par un plan 
P perpendiculaire au plan vertical de projection, nous aurons une ellipse E. 

Le cône pourra donc être considéré comme étant une jsurface développable 
engendrée par un plan roulant tangenliellement sur les courbes B et E. Suppo- 
sons que ce tronc conique est éclairé par un rayon de lumière L, et appliquons 
la théorie générale pour déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière. 

Par la courbe E nous ferons passer un cylindre A ayant ses génératrices paral- 
lèles à la droite L, nous couperons ce cylindre A par le plan horizontal de projec- 
tion, et nous aurons l'ellipse E'. 

Cela fait : 

Nous mènerons aux deux courbes B et E' une tangente commune H^ qui tou- 
chera la courbe B en t et la courbe E' en y. 

Menant par le point y une parallèle au rayon L , elle viendra couper la courbe 
E en un point Xj et joignant les points i et x, on aura la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière sur le tronc conique. 

Il existe une seconde tangente commune H^ qui donne une seconde ligne de 
séparation d'ombre et de lumière. 

Et l'on voit que par celte méthode on détermine en même temps Tombre portée 
par le tronc conique sur le plan horizontal de projection. 
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W 9. 

DÉTERMINER LA LIGNE DE SiPARATlON d'oMBRE ET DE LUMIÈRE SUR UN CONOÎDE {*). 

§1. 

Supposons que le conoïdesoit donné: l"" par une directrice droite K perpendi- 
culaire au plan vertical de projection, 2"" par une directrice courbe B tracée sur le 
plan horizontal, et que le plan vertical de projection soit le plan directeur de ses 
diverses génératrices droites (fig. 1). 

Cela posé : 

Concevons un rayon lumineux L et cherchons la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière sur la surface conoîde. 

Menons par un point x de la droite K un rayon L de lumière et la génératrice 
droite G de la surface conoîde. 

Le rayon L percera le plan horizontal au point b et la génératrice G le percera 
en un point a de la courbe B. 

Faisant passer un plan P par les droites L et G, ce plan touchera la surface 
conoîdeen un point y situé sur la droite G et qui appartiendra à la courbe de sépa- 
ration d'ombre et de lumière demandée. 

Pour déterminer ce point y, il faudra donc remplacer le conoîde par un para- 
boioïde de raccordement qui lui soit tangent tout le long de sa génératrice G ; or, 
le paraboloide le plus simple à employer est évidemment, ici, celui qui sera 
engendré par la droite G se mouvant parallèlement au plan vertical de projection, 
en s'appuyant sur la droite K et sur la droite K, menée tangentiellement au 
point a, à la courbe B. 

La droite ab sera H^ coupant la ligne de terre LT au- point o. 

La droite K, sera la trace horizontale du paraboloide 2, et sa trace verticale sera 
la droite G. qui unit les points s et K''. 

Le plan P coupera le paraboloide 1 suivant une génératrice du second système 
ayant le plan horizontal pour plan directeur. * 

Cette génératrice *K' (du second système ) étant déterminée, elle coupera la 
génératrice G (du premier système) en un point ^j^ qui sera le point demandé» 
Or, pour déterminer K', il faut connaître Y^: construisons donc cette trace 



(*) J'ai rédigé ce petit mémoire , d'après mes notes et des croquis exécutés à Metz en 4820. 
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verticale du plan P. Pour cela, menons par le point x une droite D horizontale 
du plan P, et coupant le plan vertical au point d, la droite od ne sera autre que 
V, et remarquons que V est parallèle à la droite G\ 

La trace V coupera la droite G, trace verticale du paraboloîde 2 en un point p; 
81 doAc on mène par ce point p me droiCe K'"" parallèle à ia lig^ne de terre^ ei si 
l'on unit les points p* et r (en lesquels les droites K* et K, se coupent), on 
aura K"^. 

Les droites G et K' se couperont au point y demandé. 

Nota. Comme la droite K'est la génératrice du second système du paralloloïde2, 
elle est horizontale; étant dans le plan P, elle est alors une horizontale de ce 
plan ; il faudra donc, et ce sera une vérificalioji , que les droites K'* et H" se trou- 
vent parallèles. 

On pourra donc se procurer autant de points j/.... que Ton voudra et apparte- 
nantà la courbe de séparation d'ombre et de lumièreet, cela, par une construction 
très-simple, car, en définitive, elle se réduira: Vk mener H' par les points a et 6; 
2** à mener la droite K'* par le point r et parallèlement à la droite H**; 3° à déter- 
miner le point î/* interjection des droites K'* et G*, et par suite on aura tf sur G^. 

Appliquons ce qui précède à un exemple particulier, le conoîde ordinaire, 
par exemple, et conslruisons complètement et en tous ses détails la ligne de 
séparation d'ombre et de lumière en considérant les deux nappes de cette sur- 
face conoïde^ et discutons les diverses formes que cette courbe prendra , suivant 
l'inclinaison du rayon de lumière par rapport au plan horizontal. 



Nous voyons , par ce qui a été dit au § I (ci-dessus) , que l'on pouvait détermi- 
ner la projection horizontale de la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur 
un conoïde éclairé par un rayon lumineux , sans avoir besoin de s'inquiéter de la 
projection verticale de cette ligne. 

Dès lors (^gf. 2 ) , étant donné un conoïde dont la ligne de striction K est per- 
pendiculaire au plan vertical , et dont la base sur le plan horizontal est un cercle 
B ayant son centre sur la droite K^ il sera facile , en appliquant la construction 
^nérale, de trouver les projections des branches d, d,, d', d/ de la ligne de sépa- 
ration d'ombre el de lumière» 

Dam k flg. 1, notis supposons que le rayon de lumière glissant sur la droite 
K de striction , engendre un plan Q y dont les traces MAi H^ et V^ U petit évi- 
demment arriver plusieurs cas. 
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PRCMiBR CAS. La trace H* coupant te c^cîe B. 

Si , comme dans la fig. 2, la trace H** coupe le cercle B en les points 6' et 6*, 
alors la ligne de séparation d'ombre et de înmière a la forme indiquée, en pro- 
jeciion horizontale et verticale, par cette ftgure. 

Discutons les patrticufarilés-de celte forme de courbe. 

Il est évident que la courbe passe par le point m, extrémité de la droite K, 
point m par lequel passe une génératrice G du conoïde , laquelle génératrice G est 
Terticalev 

La construction graphique nous montre que la branche 3* coupe la droite K* 
en un point x^^ qui est sur la projection G'* de ta génératrice G' du conoïde pas- 
sant par le poitit b\ en lequel le cercle B ( base horizontale du conoïde) est coupé 
par H*, trace horizon tale^du plan' lumineux passant par la droite K de striction. 

La ligne de séparation d'ombre et de lumière se projette horizontalement sui- 
vant deux bcimehes séparées, offirant chacune un point de rebroussement, sa^oir^ 
l'une au point m*, et l'autre au point m'\ 

Le diamètre du cercle B parallèle à la ligne de terre LT, ou mieux, perpendi- 
culaire à la droite K^, est une asymptote commune aux deux branches. En sorte 
que les projections de la courbe de séparation d'ombre et de lumière offrent les 
formes indiquées par la fig. 2 , et qu'en projection verticale on obtient deux 
iHBuds tangents en K'' ou m'' aux droites G'' et G'"; et que les branches infinies ont 
pour asymptotes les droites G^" etG'''% dont les pieds ou traces horizontales sont en 
6^ et 6'" sur le cercle B. 

Si Ton suppose que Ton ne considère, en projection horizontale, que la nappe 
înTérieure du conoïde, la fig. 3 indique, dans le cas examiné ci-dessus, la forme 
de l'ombre. Et Ton doit remarquer que la courbe 3* ne sera ligne de réparation 
d'ombre et de lumière que pour la face interne du conoïde, et non pour la face 
externe, puisque le cylindre lumineux langent au conoïde suivant l'arc de la 
courbe 3 projetée en ô\ couperait le plan horizontal suivant une courbe intérieure 
au cercle B. 

• 
Cas particulier, La trace H* n étant autre que le diamètre K du cercle B. 

Dans ce cas, le raj/on lumineux est oblique au plan horizontal, et il est situé 
dans un plan vertical perpendiculaire au plan vertical de projection. Dans ce cas, 
les fig. 4 et 5jndiquenl la forme que prennent les projections horizontales de la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière. Les deux boucles disparaissent dans la 
projection verticale. Les branches 3" et S,"" sont superposables entre elles , ainsi que 
les branches 3/' et J'% et cela en pliant l'épure suivant la droite G% cap ces quatre 
courbes sont tangentes en m" à cette droite verticale G*. 
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Mais les branches d, d, et d', 3/ sont différentes entre elles , elles ne sont pas su- 
perposables ; cela n'aura lieu que lorsque le rayen lumineux sera vertical. 

Deuxième cas. La trace H^ étant tangente au cercle B. 

Si Ton applique dans ce cas la construction graphique , on verra de suite que la 
ligne de séparation d'ombre et de lumière se trouve composée d'une seule branche 
ayant pour asymptote les génératrices droites G'" et G^ du conoîde. 

La fig. 6 indique la forme des projections horizontale et verticale de la courbe ; 
mais, dans ce cas tout particulier, il existe une seconde ligne de séparation 
d'ombre et de lumière, soit sur sa nappe inférieure, soit sur sa nappe supérieure, 
et qui est la génératrice G''' du conoîde. 

Et en effet, le plan lumineux qui passe par la droite de striction K est tangent 
au conoîde suivant cette génératrice G'", parce que l'on sait que la surface conoîde 
est dévéloppable tout le long de cette génératrice G''', qui est toute particulière , 
puisque le paraboloîde de raccordement , mené suivant cette génératrice , n'est 
autre qu'un plan, n'est autre que le plan (G''', K), c'est-à-dire le plan lumineux 
lui-même. 

La fig. 7 donne l'ombre complète sur la projection horizontale du conoîde, en 
ne considérant que sa nappe inférieure. 

Troisième cas. La trace H° ne coupant pas le cercle B. 

La Og. 8 indique la forme des projections horizontale et verticale de la ligne de 
séparation d'ombre et dé lumière, et la fig. 9 donne l'ombre de la projection ho- 
rizontale du conoîde , en ne considérant que sa nappe inférieure. 

Cas particulier. La trace H* peut être située à l'infini. 

Dans ce cas, le rayon lumineux est horizontal, et la fig. 10 nous donne la forme 
des projections horizontale et verticale de la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière. Cette courbe est composée de deux branches qui sont chacune symé- 
triques par rapport au plan horizontal passant par la droite K de striction, en sorte 
([ue les arcs 3 et à,, à' et 3/ de chaque branche se projettent horizontalement 
suivant un arc d'une même courbe, arc qui s'arrête pour Tune des projections 
horizontales au point m*, et pour l'autre au point m'*. 

La fig. H est dans ce cas identique à la fig. iO. 

§ IIL 

Dans ce qui précède, nous avons donné la construction de la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière sur la surface conoîde ; mais il nous reste à rechercher si 
cette surface ne peut pas , dans certains cas , porter ombre sur elle-même. 
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Il est évident que la ligne de striction K seule peut porter ombre sur la surface 
conoide, lorsque Ton ne considère que la nappe inférieure de la surface (comme, . 
par exemple , lorsque l'on aurait à considérer un toit de forme conoîde). 

Ce n'est que dans les cas représentés par les fig. 3 et 7, que la droite K de stric- 
tion pourra porter une ombre apparente sur la surface de la nappe inférieure du 
conoîde. Ce que je \iens de dire sera évident^ lorsque nous aurons démontré que 
la tangente aux points m!" et m"" de la projection horizontale de la ligne de sépa- 
ration d'ombre et de lumière est parallèle à la projection horizontale du rayon 
lumineux. 

Constnwtion de la tangente au point de rebromsement de la projection horizontale de la ' 

ligne de réparation d ombre et de lumière. 

Si l'on considère le point m de la ligne de striction K {fig. 42), et que Ton 
prenne sur le cercle B, base du conoîde, un point 9' infiniment voisin du point 
ifi^ lequel est en même temps le point g^ trace horizontale de la génératrice verticale 
G du conoîde, on voit que la génératrice G' successive ée G, passera par le point 
m, parce que l'on sait que le cône qui a pour sommet le point m, et pour base le 
cercle B, est osculateur au conoîde tout le long de la génératrice droite G, suivant 
laquelle il esl développable , suivant laquelle il a une courbure conique. 

Il faudra donc, pour construire le point successif de m sur la ligne de sépara- 
tion d'ombre et de lumière, faire la construction suivante : V mener par le 
point m* une parallèle à 1/ et rencontrant la trace H^ au point a \ S"" unir le point 
g et le point a; 3"* mener en g' une tangente au cercle B ; or , puisque le point g 
est le point successif et infiniment voisin du point 9, cette tangente ne sera autre 

que l'élément rectiligne gg du cercle B, lequel coupera la droite K* au point ni" 
ou g. Et enfin, 4"* par le point m^ou 9, il faudra mener une droite parallèle à 
la droite gf a, et coupant gg\ projection horizontale de la génératrice G', au point 
m* lui-même. En sorte que pour ce point m, que nous retrouvons sur la généra- 
trice G' successive de G, le plan tangent au conoîde, et qui est parallèle au rayon 
lumineux , aura pour trace horizontale la droite ga^ qui n'est autre que ga^ puisque 
les points g et g sont successifs et infiniment voisins. Le pian tangent au conoide 
et au cylindre lumineux est donc vertical pour ce |)ornl m ; par conséquent la 
tangente au point m de la courbe de séparation d'ombre et de lumière se pro- 
jette horizontalement suivant une parallèle à la projection horizontale du rayon 
lumineux. 

D'après ce qui précède , il est évident que si , dans les fig. 3 et 7, on mène p» 
le point m* une parallèle à L* projection du rayon de lumière, cette parallèle lais- 

16 
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Mra en entier, à gauche* d'd le, la courbe ^ ; dès lors il est éirîdentiqiie, dsos^ees 
deux cas, la Ug^e de sinclion K portera une ond^re apparente sur la nappein^^ 
férieure du conoide. 

Nous allons limiter la forme de cette ofabre portée , qui ne pourra être appa- 
rente , d'après ce qui précède , que dans le cas où la trace horizontale B^ du plan 
lumineux, passant par la. droite K^ coupera ou touchera le- cercle B; base- du 
conoide» 

§ IV. 

9 

l. La. trace E^ coupaai le cearele. &» 

La droite L* menée par le point m^ parallèlement à la projection horizontale 
du rayon de lumière , pourra couper la génératrice du conoîdo située dans le 
pbn Q y en un point qui peut avoir trois positions : ou 1* être dans l'intérieua 
du cercle B, et ainsi en ^ (fig. 13) ; ou 2'' sur le cercle B, et ainsi en 6 (/i^. i4); 
ou 3** hors du cercle B,«omme fig. 15. 

Les figures désignées montrent la forme de Tombre en chacunde oea trois cas, 
soit Fombre perlée sur le plan horizontal^ soit l'ombre sur le conoide. Mais îl 
^ est nécessaire de donner quelques explications; • 

It est évident que si , d'un point d'une surface^ on mène une parallèle au rayon 
de lumière , et que cette parallèle étant prolongée ne rencontre pas la surface en 
une partie opposée à la direction du rayon lumineux , ce point sera éclairé ; et au 
contraire il sera dans l'ombre, si le rayon lumineux qui vient le frapper a dû , au 
préalable , traverser une partie de la surface. 

Or si nous menons par la génératrice verticale G, qui passe par le point m, un plan 
vertical et parallèle au rayon de lumière , il aura pour trace sur le plan horizontal 
la droite L* dans les fig. 13 , 14 et 15 ; et ce plan coupera le conoide suivant une 
courbe projetée horizontalement suivant la droite m^q. Or, il est évident que 
tous les points de cette courbe seront au-dessous du rayon lumineux qui, pas* 
santpar le poiot m, vient percer le conoïde en un point^projeté horizontalement 
enq. 

Par conséquent, tous les points de cette courbe seront dans l'ombre; car si de 
chacun d'eux on mène des parallèles au rayon lumineux, elles viendront toutes 
couper la droite G en des points situés au-dessous du point m^ mais si, de chacun 
des points du conoide p^*ojetés dans l'intérieur du triangle mixliligne qbmf'y on 
mènodes parallèles 2i\x, rayon lumineux, aucune d'elles ne rencontrera les géné- 
ratrices du conoide qui précèdent celle passant par« le «point considéré ; chacun des 
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points de cette partie de la surface sera directement frappé par un rayon de 
lumière. 

IL La trace U^ tangente au cercle B. 

Lesilig. 16, 17 et 18 do&oent tous ies^ cas qui peuvent se'f^résefMler^ sdon la 
direction donnée à ia projection ^riaonlaJe du rayen lumineux. 



PROBLÊME D'OMBRE. 

Énoncé. Gmeiruite Pixâermciign 4e deux ellippolUtes de rê^tttim dmt tes axes ne 
se coupent pas* Déterminer la ligne de séparation d ombre et de iwmière mr tnne et 
L'4Mre de ces deux surfaces* Déterminer t'ombre portée de l'un des eUipscadessur Pautre^ 
et l'ombre portée de chacun deux , soit sur le plan horizontal, soit sur le plan vertical 
de projection (^). 

(Lesystème est supposé éclairé par un rayon de lumière.) 

Solution. La solution complète du problème proposé exige la recherche de 
diverses courbes. Nous allons indiquer successivement les méthodes qui 
paraissent préférables pour la recherche des unes et des autres. 



(*) Ed entrant à TÉcoIe d'application de Metz, les élèves sous-lieutenants d'artillerie et du géi^ avaimt, 
pour premier travail , à exécuter Tépure au trait et le lavis d'un problème d'ombre. Ce travail avait été 
prescrit par la commission mixte qui avait été chargée de rédiger le programme des études de l'École 
d'8pip}ieation , lorsque les écoles d'artillerie et du génie furent réunies. 

Par ce premier travail ,on s'assurait que chaque élève savait la géométrie descriptive ,et pouvait sans 
embarras se servir des méthodes graphiquesqui lui avaient été enseignées à l*Écoke polytechnique. Chaque 
élève avait un problème différent à résoudre, de sorte que pendant ce premier travail , chaque élève 
pouvait y en suivant les travaux de ses camarades , repasser tout son cours de géométrie d^^riptive. En 
iS49 ou 4 820 , on Cut obligé de ««ppriroer ce premier trawl , les motifs de celle sopprewoo swt consî- 
gjQés dans les registres des délibérations du conseil des études de l'École d'application de Metz. L'épiue 
au trait et le lavis, que je donne ici , ont été décalqués sur les dessins que j'ai exécutés en 4S46 comme 
élèv» 0i)u84îe«teBaAt d*arlilierie. 
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8'. 

Construction de la courbe d intersection de deux ellipsoïdes de révolution dont les axes 

ne sont pas situés dans un même plan. 

Nous supposerons que le plan vertical de projection est parallèle aux axes des 
deux surfaces données , et que Taxe d'un des ellipsoïdes est vertical. 

Cela posé : 

Il faut toujours, lorsqu'il s'agit d'un problème à résoudre graphiquement , 
pour une surface particulière, employer la méthode la plus courte et qui soit 
fondée sur les propriétés géométriques reconnues exister pour cette surface. 
Ainsi, pour une classe ou famille de surfaces, il existe des propriétés qui appar- 
tiennent à chacune d'elles, mais oertaines d'entre elles peuvent jouir de pro- 
priétés qui Iq^r soient propres , et qui , dès lors, n'appartiennent qu'à elles, entre 
toutes les surfaces de la même famille. 

Ainsi , par exemple , toutes les surfaces du second ordre, sans exception, sont 
coupées par des plans parallèles suivant des sections coniques semblables , mais 
toutes ne possèdent pas des sections circulaires, puisque le paraboloide hyper- 
bolique doit ètre«xcepté. 

Le mode de solution pour un problème posé , doit donc varier suivant la nature 
de la surface proposée. 

Pour la solution du problème qui nous est proposé, il existe trois méthodes : 

La première méthode consiste à couper les deux surfaces par une série de plans 
horizontaux; chaque plan coupera le premier ellipsoïde (celui dont l'axe est 
vertical) suivant un cercle, et coqpera le second ellipsoïde suivant une ellipse, 
dont il est facile de déterminer le centre et les axes. 

Le problème est donc ramené, pour la construction d'un point de la courbe 
intersection des deux ellipsoïdes de révolution , à celle des points intersection 
d'un cercle et d'une ellipse dont on connaît le centre et la direction des axes, et 
leur longueur. 

On voit donc de suite que pour que la solution soit expéditive , il faut employer 
un compas ordinaire pour tracer le cercle, et un compas à ellipse pour tracer 
l'ellipse. 

Ainsi celte méthode exige deux compas différents, l'un pour le cercle^ l'autre 
pour Vellipse. 

La seconde méthode consiste à déterminer deux plans P et Q perpendiculaires 
au plan vertical de projection , et tels que les sections elliptiques faîtes par le 
plan P dans les deux ellipsoïdes se projettent l'une et l'autre suivant un cercle 
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sur le pian Q: Alors chaque poinl de la courbe iûlersection des deux ellipsoïdes 
est délerminé par l'intersection de deux cercles; cette méthode n'exige qu'un seul 
compas ordinaire, celui ^ui sert à tracer des cercles. 

Celte solution, qui est on ne peut plus ingénieuse et très-simple , et facile dans 
l'exécution graphique, est due, comme on le sait, à M. Chapuis, ancien ingé- 
nieur des constructions navales , qui Ta trouvée alors qu'il était élève à l'École 
polytechnique (*). 

C'est par l'emploi de cette méthode que j'ai déterminé les projections de la 
courbe intersection des deux surfaces ellipsoïdes de révolution, sur Y épure de 
l'atlas ci-joint. 

La troisième méthode consiste à transformer cylindriquement , d^abord le premier 
ellipsoïde de révolution (celui dont l'axe est vertical ) en une sphère ayant même 
centre et ayant pour rayon celui du cercle méridien de cet ellipsoïde, et de trans- 
former ensuite, par le même mode cylindrique, le second ellipsoïde de révolution 
en un ellipsoïde à trois axes inégaux. 

Cela fait : 

On détermine les plans des sections circulaires de l'ellipsoïde transformé; et 
coupant la sphère et cet ellipsoïde transformé par une suite de plans parallèles 
entre eux et à l'un des deux plans diamétraux donnant des sections circulaires 
sur l'ellipsoïde, on peut facilement, par l'intersection de deux cercles, déter- 
miner chacun des points de la courbe intersection de la sphère el de Tellipsoîde, 
surfaces transformées. 

Cela fait on regardera cette bourbe comme la directrice d'un cylindre dont les 
génératrices droites seront parallèles à Taxe de rotation du premier ellipsoïde^ 
et ce cylindre coupera cetle surface suivant une courbe qui sera précisément 
celle cherchée, c'est-à-dire la courbe intersection des deux ellipsoïdes de révolu- 
tion donnés (**). 

11 est, je crois, nécessaire pour être bien compris, d'entrer à ce sujet dans 
quelques détails. 

Désignons par 2 l'ellipsoïde de révolution dont l'axe de rotation est vertical, par 
Rie rayon deson cercle équateur C ,et par A son demi-axe vertical. Désignons par 
2, le second ellipsoïde de révolution dont l'axe est oblique. Menons par le centre 
de l'ellipsoïde 1 un plan horizontal P, ce plan coupera la surface 1 suivant 
Téquateur G, et la surface 2. suivant une ellipse €. 

{*) Voyez dans la CorrespondaDce de l'Ecole polytechnique , publiée par Hachette, le n 3* du 2* vol. . 
p. 256. 

{**) Voyez ce que j*ai dit , au sujet des transformations cylindriques , dans le Cours de géométrie 
descriptive , 2* partie, chapitre VI, page 44 4 et suivantes ; et 2* partie , chapitre XII. 
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Cela posé : 

Pjtwods un point .471 wr JU svnfooeS^ «[tAbaîs6«M detee point me iperpendicQ- 
laire sur le plan P et le coupan4 en on ipoîiit p. Il «M démoirtré {*) que n l'on 

prend sur la verticale pm «n point n, tel que Ton ait 

jiirï A 
pm ^ 

le point n sera sur une sphère S jsiyant l'équateur C pour grand cercle. 

Cela posé : 

Prenofis un. point quelconque m, sur le second eUipsoklaJ^t «t ^bamoas^e ce 
point une perpendiculaire 9ur J^ plan P et le coupant wun pcÂiU p.. 

&i Ton prend «ur la venicafe"}^ un point it,, tel que Vom aît 

PÂ '_R 

le point n. sera sur un ellipsoïde 2/ à trois axes inégaux passant par l'ellipse 6. 

Les deux surfaces 2 et 2, seront, par ce moyen, transformées en^ewit/e , V une 
en la sphère S et Tautre en rellipsoïde ^/. 

En sorte que la courbe l intersection des deux ellipsoïdes de révolution et 
donnés 2 et 2,, sera transformée cylindriquement en la courbe X' intersection de 
la sphère S et de l'ellipsoïde à trois axes inégaux 2/. 

Si donc Ton construit la courbe X', il suffira de faire passer par cette courbe un 
cylindre A ayant ses génératrices droites parallèles à l'axe de rotation de Pellip- 
soîde 2, et de chercher Tiniersection de ce cylindre A et de Tellipsoïde 2 pour 
avoir la courbe X. 

Cela dit : 

Comme il faut pouvoir déterminer les sections circulaires de l'ellipsoïde trans- 
formé 2/, il faut que nogs puissions déterminer les trois axes de celte surface, 

puisque les deux plans diamétraux donnant les sections circulaires passent par 
Taxe moyen. 

Or, si nous menons par l'axe de rotation de l'ellipsoïde 2,, un plan Q parallèle 
au plan vertical de projection , nous obtiendrons la courbe méridienne d de la 
surface 2,. 



^^*^"^^^*^"*^**"M*M^MMH^l^MMiW^MMMBMMaM^MMB^BMMB^H^^Ba^i^^^MaMMVBHaBMMM«IMMH«a^.a 



n Voyez ce que nous avoDs dit , au siùet des transfonnatioBS cylindrique» , dans (e Ctmrs 4$ G4emé- 
me Oetmpttve, <« partie , p. m, et 2» parUe ,.p. 340 eitmuates. 
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Geplaa Q.coup0tfa«r6Utt)Se^..s«kanl uiid^sêK dx« D^ lequel sera uneeorde 
de Tellipse d. 

Noua pcendrone cette corde ipfeun<a%& detpanefocmatidn* ejlindri^ue, et pre- 
nant dès lors un point x sur Tellip^ méridienne 6 y et abaiseani de ce point une 

perpendicolaîfe sur lafcorde^D et la coupant en un point rf^ on prendra sur-<£r 
un point y, tel que Ton* ait 

dx ^ 

le point y sera* sur mie ellipse ^ ayant- même ccffdiB D que rellîpse i. Usera facile 
de construire le diamètre conjugué de la corde D', soit pour rellipôe 3, soit pour 
Tellipse ^. 

Or, connaissant un système de diamètre conjugué d'une ellipse, on peut faci- 
lement construire la directiqn de ses axes et leur longueur (^). Les axes de 
Tellipse ^ seront deux axes de rellipsoïde I/, le troisième s'obtiendra en menant 
par le centre de l'ellipse 3' une perpendiculaire au plan Q et cherchant son inter- 
section avec la surface 2/. 

Toutes ces constructions sont exécutables graphiquement et sans difficultés 
aucunes ; nous n'avons pas besoin d'entrer dans de plus longs détails à ce sujet , 
tous ceux qui savent ce qui a été enseigné dans notre Cours de géométrie descriptive j 
suppléeront avec facilité à tous les petits détails de construction. 

Ce mode de solution s'applique sans peine au cas où la seconde surface 2. n'est 
pas de révolution, pourvu qu'elle ne soit pas un paraboloïde hyperbolique, qui 
est la seule surface du second ordre qui ne jouisse pas de la propriété d'avoir 
des sections circulaires. 

Ainsi Ton pourra trouver la coutbe 8'intersection d'un ellipsoïde de révolu- 
tion avec un eMipsaïde non de révolution , ou avec un paraboloïde elliptique, ou 
avec l'un ou l'autre des deux hyperboloïdéis à 3 axés inégaux. 

Si nous examinons plus attentivement cette méthode de solution, nous voyons 
de 'suite, qu'eHe peut nous= permettre de construire la courbe intersection d'un 
ellipsoïde à 3 axes inégaux , avec l'une quelconque des surfaces du second ordre, 
le parabotoïde hyperbolique excepté; et en effet, il suffira d'effeotder deux tfiins- 
formations cylindriques à la suite l'une de l'autre. 

Ainsi étant donnés un ellipsoïde à trois axes inégaux 2 et ayant l'un doses axes 
vertical, et une surface du second ordre 2, possédant des sections cîrcTilaires, 



(*) Voyez ce que noos^avoQ» dit, àe»sujefe, dans le Cùwn àe Géoméki^àeseripii^\ %* partie, p. 498. 
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on fera passer par le centre de l'ellipsoïde 1 un plan P horizontal lequel coupera 
cette surface 1 suivant une ellipse a. 

On déformera cette ellipse a (et dans le plan P) en un cercle G par des droites 
perpendiculaires à Taxe a de cette courbe « qui se trouve situé dans le plan P. 

Et par des droites perpendiculaires au plan vertical X, qui passe aussi par Taie 
a, on déformera (par rapport au plan X pris pour base de la transformation cylin* 
drique) l'ellipsoide 2 en un ellipsoïde de révolution 2" et la surface du second 
ordre 2, en une autre surface du second ordre et du même genre 2/. 

Puis Ton transformera l'ellipsoïde 2' en une sphère S et la surface 2,' en une 
autre surface du second ordre et du même genre 2," et cela en prenant le plan P 
pour base de la nouvelle transformation cylindrique et au moyen de droites 
perpendiculaires à ce plan P. 

On cherchera la courbe X'' intersection de la sphère S et de la surface 2/^ puis 
on mènera par X" un cylindre A' perpendiculaire au plan P et l'on déterminera 
son intersection X' ai^ec Tellipsoîde de révolution ï^ enfin l'on mènera par la 
courbe X' un nouveau cylindre A perpendiculaire au plan X et l'on cherchera son 
intersection X avec l'ellipsoïde donné et à 3 axes inégaux 2; et l'on aura en cette 
courbe X, l'intersection des deux surfaces données 2 et 2.. 



S" 

Construction de la ligne de séparation d^ ombre et de lumière. 

Lorsque l'on a à déterminer la ligne de séparation d'ombre et de lumière sur 
une surface, soit qu'elle soit éclairée par un rayon de lumière, i;oil qu'elle soit 
éclairée par un point lumineux, il faut tm^ijours chercher la conslj^^uction la plus 
simple, en s'appuyant sur les propriétés géométriques reconnues exister pour la 
surface toute particulière qui est donnée. 

Si donc on donne une surface du second ordre, évidemment l'on devra se rap- 
peler de suite que la courbe de contact d'une telle surface avec un cylindre ou 
un cône est toujours une courbe plane* 

La marche la plus prompte à suivre , consistera donc à déterminer \% plan de 
cette courbe et à chercher son intersection avec la surface proposée. 

Et comme de plus, on sait que la courbe de contact est non-seulement plane, 
mais qulelle est une section conique, il suffira de trouver les axes et le centre, 
ou le centre et un système de diamètres conjugués de chacune des projections de 
cette courbe, pour construire directement chacune de ces projections et connaître 
dès lors la ligne de «réparation d'ombre et de lumière demandée. 
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C'est cette méthode que nous avons suivie dans la construciion de l'épure au 
trait. 

I III. 

Constmction de Cambre pùriée par Cun des ellipsctides sur t autre. 

« 

P'après les données de notre épure au trait , c'est l'ellipsoïde de révolution 
dont l'axe est vertical qui porte ombre sur l'ellipsoïde de révolution dont Taxe est 
incliné. 

Cette ombre portée ne sera autre que la courbe intersection du second ellip- 
soïde avec le cylindre lumineux tangent au premier ellipsoïde. 

On prendra donc un nouveau plan horizontal de projection perpendiculaire à 
Taxe oblique du second ellipsoïde, et l'on construira sur ce plan la section faite 
par lui dans le cylindre lumineux. 

Et l'on construira la courbe d'intersection du second ellipsoïde et du cylindre 
lumineux par la méthode connue, en employant des cylindres auxiliaires de ré- 
volution et ayant leurs génératrices droites parallèles au rayon de lumière (*). 

§ IV. 
Ombre portée par l'un et l'autre ellipsoïde sur les plans de pnyection. 

On aura à chercher l'intersection de deux cylindres par les plans de projection. 
Ces cylindres auront l'un et l'autre leurs génératrices droites parallèles au rayon 
de lumière, et auront pour directrice y Tun l'ellipse ligne de séparation d^ ombre et de 
lumière sur le premier ellipsoïde, l'autre l'ellipse ligne de séparation d'jombre et de 
Iwnière sur le second ellipsoïde. 

Il sera facile de construire le centre et un système de diamètres conjugués de 
chacune des quatre eUipses-ombres portées, dont deux seront sur le* plan hori- 
zontal , et dont deux seront sur le plan vertical de projection* 

On pourra construire ensuite directement les quatre ellipses, au moyen du sys- 
tème de diamètres conjugués que l'on aura déterminé pour chacune d'elles (**). 



(*) Voyez ce que nous avoDsdit, à ce sujet, dans le Cours ds géométrie descriptive (2* partie), 
p. 147 , et dans les Gonflements de Géométrie descriptive ^ p. 349. 

(«*) Voyez , à ce sujet , ce que nous avons dit dans le Cours de géométrie descriptive ( fr partie ) , 
p. 498. 
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SI. 

Dans un dessin où Ton veut représenter la forme d'un corps, souvent les pro* 
jections de ce corps ne suflBsent pas pour en donner une idée complète. Il faudrait 
presque toujours faire à travers ce corps un grand nombre de sections parallèles 
entre elles , divisées en plusieurs groupes de directions diverses et convenable^ 
ment choisies, pour pouvoir en représenter les diverses courbures. Toutefois^ 
ceux qui ne sont pas habitués aux procédés de la géométrie descriptive , qui n^en 
peuvent pas lire bellement les résultats graphiques , ne pourront pas avoir une 
idée exacte de la forme d'un corps, si on ne met sous leurs yeux que les pro- 
jections d'un certain nombre de sections parallèles faites dans ce corps. Alors on 
est obligé de déterminer sur le corps la forme des ombres, en supposant que ce 
corps est éclairé par le soleil. C'est donc comme une espèce de tableau que l'on fait 
au moyen du lavis, en cherchant à faire avancer certaines parties et à faire ^r 
certaines autres ; l'on parvient ainsi à représenter à Cœil l'objet comme s'il était 
en relief. L'œil peut alors en reconnaître les différentes formes. 



(*) En 48f s , alors que j'étais Iteutesani d'artillerie attaché à i'état-raajor de TÉcole d'appUcatûn 4e 
Helz , le général commandant cette école me chargea de rédiger des notes sar le dessin , sous forme d*îfi* 
itruetiony pour les élèves sous^lieuteRants de rarttllerie et du génie. 

J'ai extrait de ce travail les notes que je publie ici. 

Je n'ai pas cru devoir publier, parce que ce n'était pas le lieu , mes réflexions sur le dessin du payatge, 
le dessin de genre à la plume , et le dessin des cartes de tous genres que les officiers sont appelés à exé» 
ciller, lorsqu'ils sont chargés d'une reconnaissance militaire , d'un lever à vue , etc. 

Mais il me sera permis 4e dire que le général Berge , aprèft avoir la mesnatss^ fil disposer uneflalto 
où les élèves pouvaient , le soir, se réunir pour dessiner le paysage et s'adonner aux dessins de genre i la 
plume. Ce travail était facultatif et dirigé par un des dessinateurs de Técole, qui avait du talent dans 
ees divers genres de dessin. 

Le dessin du paysage et le dessin à la plume sont indispensables à tous les officiers chargés de faire des 
reconnaissances militaires. 

Je dois ajouter qu'avvot ée umMre mon Mvail an général Berge , je communiquai mes noies M eeai- 
mandant Clerc , qui , avec la brigade topograpUque sons ses œdiw , ià fait le ievcr de presque touM nos 
pbces de guerre. 

Le commandant Clerc était un juge compétent^ et nul plus que lui ne pouvait donner d'excelitnlss 
idées et de bons avis , car il était dessinateur militaire consommé. Tout ce que j'ai dit sur le lavis par 
ionehei m'a en quelque sorte été dicté par cet officier, qui était aussi brave à Tannée que savant en 
topographie. 
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L'on Qonçokqu^ladétermuiaticui rigoureuse des ombras sar les corps est ior 
dispensaUe pour qpe l'on puisse bien neeonoBitre la lonme da certak» corps^ et 
fte point les confondre aiiec d'autres qui pourraient avoir quelque analogie ffvec 
Mflc* Car la fbme des omhnaa dépend évidemment de la forme particulière à 
chaque corps, et la moindre altération dans Texactitucle desombres, doit influer 
ayr l'idiée que l'on a^ra de la foroie du oorpe représenté à TœU au moyen d'un 
éesaîn. On suppose ,.et awD TMiié, que les cayions du soleil sont parallèies entre 
eus^ car la grande diatauee de la; terre au soleil doit nécessaireoient rendre la 
éivergenos qui existe eulre ks rayons du sol^ y presque nulle. 

RouB supposerons done que tous- les. rayons du soleil qiui éefeirenl un objet pris 
isolément sur la surbce 4e h terre sent parallèles, entre euK. 

^Lorsque bous voudrone éclaârer un corps et déterminer les ombres que les 
rayons de loiuière fer meut sur lui , nous mènerons laogentieliement à ce corpe 
un eyiindve dont tes génératricesi droites seiK)i»t parallèles aux rayons lumineux , 
et la courbe de contact du cylindre et de la surface qui termine le corps sera ce 
que Ton appelle la ti^ne de séforatèan (fombre et de lutiùàre^ "^ 

NouS'Supposens ici que la himièrese propage en ligne droke, et qu'elle n'éclaire 
ni à droite, ni à gauche, mats directement, l'objet sàr lequel elle vient frapper. 
Ainsi y un faisceau de >umièfe arrivant sur un pian éclairera la partie anté-> 
rienre de ce plan, et ne pouvant le traverser^ laissera la partie postérieure 
de ce plan , entièrement dans l'ombre ; et si l'on suppose que ce plan ait des 
dimensions finies, qu'il ait une forme rectangulaire par exemple^ il y aura un 
certain nombre de rayons lumineux qui raseront le contour de ce plan et iront 
au delà éclairer les objets qui peuvent se trouver en arrière et plus éloignés ; mais 
tout l'espace compris entre ces rayons rasants sera privé de lumière , puisque 
tous les rayons compris dans l'intérieur du prisme lumineux seront arrêtés par 
le plan rectangulaire. On aura donc, en, avant du plan, ub faiseeau de rayons 
lumineux parallèles entre eux , et dont la forme extérieure sera donnée par les 
uuy^ns rasants , et derrière le plan, on aiva le prolongement de ce faisceau ^ et qiù 
uam entièrement privé de lumière ^ ou l'appelle le eylitidre dmnbna. Si Ton 
eherobe l'intersection de tous las irayons rasante acvec un plan ou une suriace 
'queleonque, on obtiendra une certaine courbe dont F in teneur sera privé df 
JhiUiiève, et e! est ce que Tan appelle l'osi^e foriée du plan, nectangulaire sur if 
plan ou la surface qui arrête les ray.ans^iuiuiuauaL rasante. 

Si noua considérons iMieaphèru, la ligne de sépatartioo d'uuibru el de kuniére 
uuraun grand oarcde delà spbètUyrdoatfe ptu^ueoaipeopeiidiuuAw kbdaoreetiuu 
dus rayons lunntueur> 

fiiy au coutraireyAoui eunsidér^Miâ uu eUîu^ejUedn^révuliiiâMK» bJigne da«k- 
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paration d'ombre et de lomiëre sera une ellipse dont le plan aara un plan dia- 
métral de la surface, et cottjugué]diï diamètre parallèle aux rayons lumineux. 

On voit donc que la détermination rigoureuse de la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière est indispensable, puisque cette ligne peut varier de forme suivant 
la nature des surfaces. 

Mais , comme la direction du rayon lumineux peut être telle , par rapport à un 
ellipsoïde à trois axes inégaux, que la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
sur cette surface se trouve être précisément un cercle , on voit de suite que la 
construction exacte et géométrique de la ligne de séparation d'ombre et de lumière 
sur une surface ne peut pas, en général, faire reconnaître à première vue (à Fœil 
de l'observateur) la forme géométrique et véritable d'une surface. Car, d'ailleurs, 
n'est-il pas évident que l'on peut construire une infinité de surfaces ayant un cercle 
pour courbe de contact avec un cylindre, et qui toutes diffèrent essentiellement 
entre elles et aussi de la sphère et de rellîpsoide à trois axes inégaux , ou de 
révolution. 

Il faut donc appeler à son aide l'art du dessin , qui consiste à ménager les clairs^ 
les repets f les ombres ^ les demi'teintes et les clairs-obscurs, de telle sorte que l'on 
parvient à faire ressortir en relief les objets que Ton a peints sur une feuille de 
papier et ainsi sur une surface plane ; et de telle sorte que l'œil est trompé lui- 
même, et qu'il voit un corps à trois dimensions là où il n'y a qu'une surface 
plane diversement teintée en chacun de ses points. 

Ainsi , l'application que l'on fait de la géométrie descriptive à la détermination 
des formes rigoureuses des ombres ( ligne de séparation d^ ombre et de lumère sur 
un corps et ombre portée de ce corps sur un autre corps), quoique étant essen- 
tielle pour pouvoir peindre la véritable forme d'un corps, est cependant insuffi- 
sante; et on le reconnaît de suite, pour peu que l'on ait observé avec quelque 
attention les effets et le jeu de la lumiçre sur les différents corps de la nature. 

H faut encore examiner avec le plus grand soin comment la présence d'un corps 
placé près d'un autre peut influer sur l'intensité des ombres de ce corps. C'est 
ainsi que, quoique un corps soit éclairé de la même manière, il ressort en noir 
sur un fond blanc, et en blanc sur un fond noir, pour les parties éclairées \ et 
pour les parties ombrées, l'intensité des ombres apparaît d'autant plus grande 
par l'opposition d'un fond blanc, et semble au contraire être atténuée {séteindre)j 
lorsque le corps se détache sur un fond noir. 

Lorsque l'on approche un corps éclairé d'un autre corps sur lequel on veut 
déterminer les ombres , on voit bientôt et sensiblement diminuer l'intensité des 
ombres du second corps, et se produire un nouvel effet de lumière auquel on a 
donné le nom de reflet ^ parce qu'il est occasionné par la réflexion de la lumière 
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qui arrivant sur le premier corps se réfléchit sur le second corps; les rayons 
lumineux, en se réfléchissant, forment un nouveau faisceau lumineux d'une direc- 
tion difiPérente de celle du faisceau direct et venant tomber sur la partie ombrée du 
second corps, ne Féclairent par entièrement , mais atténuent Tintensité de Tom- 
bre, et cela parce que la lumière de ces rayons réfléchis est pâle. On peut se faire 
une idée de ce fait, en considérant les ombres formées par la lumière du soleil et 
celles qui sont formées par la lumière que nous renvoie la lune, lumière qui est 
réfléchie. 

Lorsque la lumière arrive sur un plan qui est perpendiculaire à sa direction ^ 
le plan est alors le plus éclairé possible. A mesure que ce plan s'incline par rap- 
port à la direction du rayon lumineux, il se teinte de plus en plus , et Ton peut, 
par l'intensité plus ou moins forte de cette teinte, reconnaître Tinclinaison du 
plan. Ainsi , lorsqu'un rayon de lumière arrive sur une surface courbe , on peut 
considérer chaque point de cette surface comme étant une petite facette plane , 
comme étant l'élément du plan tangent en ce point à la surface considérée; alors 
ce point on facette sera teinté en raison de l'inclinaison du plan tangent qui en est 
le prolongement par rapport à la direction du faisceau lumineux. Les points ou 
facettes qui appartiennent à la ligne de séparation d'ombre et de lumière sont évi- 
demment contenus dans les diflérents plans tangents à la surface qui sont paral- 
lèles au faisceau lumineux, et ces points ou facettes sont totalement dans l'ombre. 
En passant de ces points à ceux qui, situés sur la surface, sont plus ou moins 
directement frappés par la lumière, le plan tangent s'incline successivement par 
rapport au rayon de lumière, jusqu'à ce qu'il arrive enfin à être perpendiculaire 
à ce rayon. 

L'on voit donc que tous les points de la surface qui reçoivent le faisceau de 
lumière ne sont pas tous également éclairés , et que les teintes qui se trouvent sur 
chacun d'eux diminuent d'intensité depuis la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière jusqu'au point où le plan tangent est perpendiculaire à la direction du 
rayon lumineux. Ce point de contact est le plus éclairé entre ceux deja surface* 

L'on voit donc que la dégradation de ces teintes , auxquelles on a donné le nom 
de demi-teintes f dépend de l'inclinaison successive des plans tangents, et cette 
inclinaison varie suivant une loi qui dépend de la nature géométrique et ainsi 
de la forme de la surface. C'est donc de ces demi-teintes que dépend la représen- 
tation exacte d'un objet. Ainsi , pour une sphère, ces demi -teintes se dégraderont 
d'une manière difiérente que sur un cylindre, un cône, ou sur toute autre 
surface. 

11 faut encore remarquer que lorsque la lumière tombe sur un plan , la teinte 
est bien la même sur toutes les parties du plan ; mais cette teinte ne nous parait 
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pMf MtforftK, nocrdttii y»vt cMttme éttMt pin» leiotées les paities du pfatn qai 
softl les plus éhyîgaiées ; 6t Iwsqpi'do contraim totis regsrdM ki partie d^nn pfen 
qui e9X dans l'oubve , les poinls les p(M rspprodtés de Toeil parnsscnt fes pkis 

Il fani, lorsque f<3« ftrit va hvis, awir égard, autant qm faire se peut, aux 
deux principes fondés : f*" sur i^mclinaison de plan tangent a« point de la surfeee, 
eft 2*" s«r réloigiienieirt de oe point par rapport à l^œil (en sorte que si deux points 
d'une surface sont également rapprochés de Tœil, l'un sera plus teinté que l'antre, 
si son plan tangent est pl«i« incliné k la direclion du rayon de lumière, et ai deux 
peiTAs d'une surfacesent inégalemenc éioifpaéB de l'œil, le pins éloigné sera lefihis 
teinVé, quoique* l^surs plaos tangents soient également indinés à la direction du 
rayon de i#miéi«e}. 

Tout ce qne nous tenmm de dire est exact , si ron*suptKyse l'œil de Tobservatenr 
situé' à TinÉiii sur la direction du rayon* de lumière. Mais ordinairement l'on 
suppose que Fœil de robservatenr, iquoique siMé à l'infini , n'est pas sur la d^ireo* 
tion> cte la Ininîève ; ainsi , lorsque Ton veut laver à l'effet la projection verticale ou 
liori!Ben¥aie d^u» dorps , on suppose que l'œil est plaoé à T infini sur une perpen- 
diculaire au plan terrical ou horfzontal de projection, et l'on snppose que le 
rayon de lumière a , ou 1* une direction arbitraire par rapport aux deux plans de 
projection , ou 2^ qu'il fait un angle de 45* a\ec le plan vertical, si l'on ne veut 
laver i Feffet que la projection verticale^ ou un angle de 45'' avec le plan hori«» 
zomtal, si Ton ne veut considérer que la projection horizontale du corps ^ ou 
9^ on suppose que ses projections font chacune un angle de 45"" avec la ligne de 
terre , et c'est ordinairement cette dernière direction que Ton emploie dans les 
lavis d'arehitecture. Dès lors on serait obligé déconsidérer sur la surfece du corps 
Veê cmtrbesiCégale teinte réelie, courbes dont nous parlerons plus loin. 

En tisrminant ce paragraphe nous devons faire remarquer qu'à mesure que les 
objets s'*éli»ignent de Vœil^ leurs formes et leurs caractères perdent de leur net^ 
telé, et à tel poiivt que, lorsqu'ils sont très-éloignéo , ils sont presque effacée à 
la vue; Im om>bnss s- adoucissent , deviennent grises; les parties éclaiitées se uin- 
tent\ et de l^tte serte que, lorsque l'objet est à ene certaine distanee do rosti.^ on 
ne^pent pl^e dfetinguer les parties éclairées dm parties ombrées. 

Ces différents feiu peuvent s'expliquer facilement , car nous n'apensevons lea 
o^j^e^ta cpQio par' h* luuriôfe qu'ils, réfléchissent à notre oeil ;. à mesune clone cpieles 
obJ€rts s^éloignent/ de notre œil,, lu kiaftiène^ réfléchît ne nous parmnt qu'npfdi 
avoir traversé une couche d'air d'autant plus épaisse. 
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Il existe troiS' manières de faire un lavis : la prenifère que Ton appelle lavU par 
teintée adoucies ,f la seconde est dite tavis par teintes plates superposées ^ et la troi- 
sième enfin est le Uwis par Umches. 

Première méthede de lavis^ La première manière est celte des trois qui flatte le 
plus l'œil, mais elle est longue et difficile à bien exécuter, et l'on ne peut d'ailleurs 
remployer que lorsque l'on ne doit pas mettre sur le dessin des teintes de cou- 
leur (dites teintes de convention) pour distinguer fa nature des divers matériaux 
qui entrent dans l'ensemble et les détails de l'objet représenté. 

A ce sujet nous allons entrer dans quelques détails. Les teintes dé coufeur, 
par leur opposition avec le blanc du papier, forment déjà une partie des cfeml- 
teintes qui seraient mises avec grand soin à l'encre de Chine , si Ton ne devait 
point mettre des teintes de couleur sur le dessin. Si donc ce travail des demi- 
teintes était exécuté à l'encre de Chine , et que l'on vînt ensuite à placer des teintes 
de couleur, tout ce travail des derai-teinles serait en pure perte. Les ombres ont 
besoin d'être très-fortes dans le lavis à Fencre de Chine, lorsque Ton doit 
ensuite placer des teintes de couleur, parce que ces dernières teintes absorbent 
en partie l'intensité du premier travail à Tencre de Chine , travail qui forme ce 
que Ton appelle le dessous* 

Lors donc que l'on doit placer des teintes de couleur, le premier travail à 
Vencre de Chine (ou le dessous) ne doit point être amené à V effet , c'est-à-dire ne 
doit présenter aucune demi-teinte et ne doit offrir que les ombres très-intenses, 
de telle sorte qu'en mettant les teintes de couleur elles viennent former les demi" 
ieintes, et qu'absorbant l'intensité des ombres exécutés à Tencre de Chine elles 
viennent amener tout naturellement le dessin à être à Veffet. 

Si donc, nous le répétons, on fait un dessin par teintes adoucies, de manière 
à ce que les demi-»teintes et les ombres soient tellement bien combinées que la 
représentation de l'objet soit exacte , aussitôt que l'on aura mis les teintes de cou- 
leur le dessin pâlira de ton et d^ effet; l'objet ne sera plus représenté exactement; 
les parties qui devaient tourner ne tourneront plus; le grand travail du dessous 
aéra perdu , puisque l'on ne sera pas arrivé au but que Pou s'était proposé : celui 
d'une représentation exacte de l'objet. 

Il faut donc combiner le travail des teintes au lavis à l'encre de Chine avec le 
travail des teintes de couleur (teintes conventionnelles), et l'on doit dès lors se 
rappeler que le papier fera les arêtes brillantes^ que les teintes de couleur feront 
les demi-teintes y et que les otnbres placées i l'encre de Cfirne doivent *tre très- 
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fortes I pour qu'après avoir été en partie absorbées par les teintes convention- 
nelles » leur intensité soit suffisante pour que la représentation de l'objet soit 
exacte et que le dessin ait ce que Ton appelle de la vigueur. 

Il y a de très-grands partisans du lavis par teintes adoucies , lorsque* Ton ne 
doit pas superposer des teintes conventionnelles, des teintes de couleur, et sur- 
tout lorsqu'il s'agit de représenter des corps ronds. 

Mais la méthode dite par teintes plates superposées a prévalu dans toutes les 
écoles d'architecture; nous dirons plus loin pourquoi. 

Deuxième méthode de lavis. Il n'est aucune surface que Ton ne puisse repré- 
senter exactement par la méthode des teintes plates superposées, cependant on 
doit reconnaître qu'elle est difficile dans son application , si Ton veut atteindre à 
la rigueur géométrique ; et en effet : les courbes que doivent affecter la série des 
teintes plates doivent être calculées géométriquement pour chaque espèce de sur- 
face, car sur un corps l'on peut considérer les ombres et les demi-teintes comme 
formées par une série de bandes d'égale intensité, chacune de ces bandes étant 
formée par les éléments de la surface qui termine ce corps et qui aurait pour 
plans tangents, en ces divers éléments^ des plans également inclinés par rapport 
à la direction du rajon de lumière (l'on fait abstraction de l'éloignement, par 
rapport à l'œil, de ces éléments, ou facettes de la surface^ parce que la difiérence de 
distance entre leurs positions extrêmes n'est pas assez grande, lorsqu'il s'agit 
d'un corps pris isolément , pour influer sensiblement sur l'intensité des teintes). 

D'après ce qui vient d'être dit, il faudrait donc rechercher géométriquement, 
d'après la nature de la surface considérée, la forme que doit affecter chaque 
bande d'égale intensité, et cette recherche graphique peut être très-longue. 

D'ailleurs, les bandes, telles que nous venons de les considérer, sont des 
bandes d'égale intensité réelle , ce sont celles que l'on devrait construire en sup- 
posant l'œil placé à l'infini sur la direction du rayon de lumière, et comme en 
général l'œil de l'observateur n'est pas ainsi placé, il faudrait construire les 
bandes d'égale teinte idéale, c'est-à-dire les courbes qui joignent les points de 
la surface, qui n'étant point, rigoureusement, également teintés, apparaissent 
cependant à l'œil comme tels (^), et la construction géométrique de ces courbes 
d'égale teinte idéale devient très-longue et très-compliquée. 

Dans les applications du lavis on doit donc renoncer aux constructions géomé- 
triques de toutes les courbes autres que les lignes de séparation d'ombre et de 
lumière, et autres que celles des ombres portées. On n'a, dès lors, d'autre 



(*) Voyez ce que nous avons dît , à ce sujet , dans les Dévetùn^m^nU de Géométrie descriptive , 
chap. III, p. 493. 
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moyen pour arrif er à la rq[>réMiitatioii exacte de la forme des objets , que celui 
d'examiner ayec soin la manière dont la lumière agit sur un corps en relief de 
la même forme que celui que l'on veut représenter sur son dessin , en cherchant 
à voir sur cet objet en relief, quelle est à peu près la forme des bandes égale- 
ment éclairées, vu la position de lœil et la direction du rayon lumineux. 

Ce n'est donc qu'après un long exercice et une longue observation des objets 
de la nature, que l'on peut parvenir à placer d'une manière convenable les teintes 
d'égale intensité idéale. 

Cette habitude et ces observations sont également indispensables pour le lavis 
à teintes adoucies. 

Si dans les dessins d'architecture le lavis à teintes plates superposées doit être 
préféré, c'est qu'il est très-expéditif et qu'il n'offre pas de difficultés sérieuses, 
puisque l'on n'a presque toujours , comme corps ronds , que des colonnes. 

Le lavis par teintes plates superposées a plus de vigueur, plus de netteté, et 
semble représenter mieux la dureté du marbre et de la pierre que le lavis par 
teintes adoucies, qui a toujours quelque chose de mou. 

Il faut autant que possible approprier, dans un lavis, la touche du pinceau à 
la dureté et à la nature de la matière dont sont formés les objets que l'on veut 
représenter, ainsi la manière de lavis qui rendra les différences qui existent entre 
le bois, la pierre et le fer, devra être préférée, et le lavis par teintes plates super- 
posées se prête assez bien à rendre la nuance de ces différences. 

Lorsque Ton emploie la méthode de lavis dite par teintes plates superposées , 
la quantité dont les teintes plates doivent déborder les unes sur les autres dépend 
de la forme de la surface. Il faudra donc, à moins que l'on ne détermine géomé- 
triquement les courbes d'égale teinte idéale, une grande habitude pour placer 
convenablement, et en retraite les unes sur les autres, les teintes d'égale intensité 
pour une surface quelconque. 

Mais en architecture, comme nous l'avons dit ci-dessus, on n'a, en général, à 
examiner comme corps ronds que des colonnes , que l'on peut toujours considérer 
comme étant des surfaces cylindriques. Or, dans le cas d'une surface cylindrique, 
la retraite des bandes d'égale teinte peut très-facilement être déterminée. Et en 
effet: 

Concevons un cylindre vertical ayant pour base une courbe G ; on partagera 
cette courbe C en parties égales par des cordes égales , et par chacun des points 
de division on élèvera une génératrice droite du cylindre j chacune de ces généra- 
trices sera la limite d'une bande d'égale teinte, non-seulement réelle^ mais en- 
core idéale, en supposant l'œil placé à l'infini sur une horizonlale. 

Si donc l'on projette ces bandes sur un plan vertical , on voit que leurs retraites 

18 
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iroot en diminuaDt.d€puU.li9^imUtu.d«J^piM49^UaA*¥WiÎQrfe d^ 
là génératrice e^trème^ 

Et c'est précisément la loi. dea décroissenMAiB «des laideurs àmi bandn anipto^ 
jectioa verticale q^i iudi^era la. forma' da. la. oQurbe C« 

Ainsi, si le cylindrées! eUiplique„legrandjne.de3l!âUi4^CélaDtparaUàlê:au 
plan, vertical , la dégfadaliiW. des . r^tcaile& dM. baoëesioe siwai pM lai mèoM quasi 
le petit axe de cette ellio^e: C était. gacallèla au.pUn* vealîeal ;. elle seraitieacoroî 
différente, si la courbe C était un cercle. 

De plus, en ayant ég^d a^.dtoncuoa des. teintMC) «^ ^ bandes de mAns.nm- 
méro, en supposant la base G du cylindre divisée en un même nombre de paitties: 
égales, qjiie cette courbe G soit .un cercle.n une ellipsa. ou. touta aulra oourbe^ 
n'auront pas la. môme iiUensité* Qa voit donc det suite que reffét. produit à> rcûL 
par le lavis ne sera pas le môme,, si Ton a. an cylindre. dfvti(ayre ,, ou. a^plifye, 
ou etc. 

Troisième méthode de^ lavis. Il existe, cooma nous J'aNona dit,, uae. troisième 
méthode de lavis, que nous avons désignée par le noiB.de lamé par- loMolMi. C'est 
celle qui. doit être préférée pour rendre des. effets de lumière sur un eor^, 
quelles que soient sa nature et sa Cornoût. et surtout p#ur le& dâssias à rofMnretfet 

Expliquons en quoi condste cette méthode* 

En chaque point d'une sur&ce éclairée, il y a une intensité de teinte qui varie 
de ce point aux points environnants. Si l'oail est assez exercé pour saisir la di£Ë« 
rence de la nuance, entre les intensités des teintes de deux points voisios , alors 
on pourra placer sur le papier blanc et aux points qui, dans le dessin, corres^ 
pondent aux points de la. surface en relief, de petites touches d'encre de Chine, 
dont Tintensité sera dajis le même rapport que celle dea teintes remasquéesc eB les 
mêmes points, sjur l'oblet-Relief. Et en marchant ainsi.de proche enproohe, dé^^ 
composant dès lors la surface du corps en petites faceUes,^a^acei:a.s^rle.papi6r^ 
et à côté les unes des autres, de petites touehes de piacçaji dont rinteosiiÀ ina.en 
se dégradant dé. la même manière que les teintes sur la.&ur£stce. du. relîeL Ce. 
premier travail ne donnera pas toute Tintensité diombre que l!on remarqua sur 
Tobjet, parce que la teinte qui existe en un point de l'objet,. se trou^anL entauréet 
de parties ombrées, est plus forte réellement que la touche à Tencre de Chine qwi. 
l'on place sur le. papier et qui doit lui correspondre ; cette- touche. qudinottS: pla- 
çons sur le papier, étant entourée de blanc, paraîtrait beaucoup plusforte.qa6lft. 
teinte dé l'objet , si on llii donnait réellement la même intensité que cetledej^niéi». 
possède; . 
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IhieA^antpar tHipfWirar travaffltîoavefttotrt le papier/ Ton revient par une 
MÛle de travaux anaiegms on preniier, et î'on parvient peu à peu et progressive- 
ment à moÊièer ieiênèa dessin et ft lui Qormer Vîntenrsïtë remarquée sur Tobjet en 
iteuet* 

Cette méthode a tin trés^j^nafnd a^faiHKfge , ^en ice tfu^élle ê$t très-e^péditîve une 
£ms que V^m a tequîs ci»pen d'habkude t^t éTIia/Mtété. 

Et de plus, elle permet , au moyen du seul coup d*œil et sans avoir besoin de 
meourirafa eonstruotîoiis'gémnélriqffieSyde.rradre d'une manière très-Bdéle les 
«oindras détails et les «noînéres infleximis d'un corps et d'une surrace. Mais , 
outre que les effets j^enwal être rendtsstf une manière -excessivement juste , on 
voit y suivant l'expression des peintres, circuler (air dans le dessin; ce qu*il est 
impossible d'obtenir soit par le lavis àieiates adoucies, soit par le lavis à teintes 
plates superposées. Par la première méthode de lavis , il semble que les corps sont 
tous poli$s et par la seconde inétk>de «de iavis , âleenaUt que les coqis ont été 
taillés par «cmesâu moyen d'un cisaau* 

Il est donc à désirer que toutes lett&is ^e Tob a ometmflclRne temposée d'un 
grand nombre de pièces de natures diverses etshuées dens <des plans différents , 
on emploie de préfi6renoe la raâiiodedu b^is pw<lmiclie6, en réservant hi méthode 
du lavis par teintes plates superposées pour le dessin de rarehtfecture, alors quMl 
n'y a que des objets isolés à représenter ou des objets situés à peu près dans le 
mène plan. 

G^^ndant si l'-ooi Touhtt faine ]a perspective d'une construction ardiitecturale, 
49Miaie le idaBsi» rmnlnesait, idMis os eus, dms^oesnt que 1%n lAésigne par te 
nom de dmnns friikresfun., alors il iWndrafk'enypSoyer'la ^étliode des toudies, 
fMuve ^que^r*»! pourrait tellement rendre, par cette mèAiode, les tniances les 
plus légères que Ton remarque idaos la «âme. 

La «étiiode par touches est «ms contredit la meilleure pour inriver avec exac- 
titude la nature; ses a^fantoges eonft inoentesiflttles, car «n'estn^ pas transporner 
dans l'art du lavis , la méthode suivie dans la peîtuterre à lliuife? Aussi les avan- 
âages de la méâiodepar OostoIms se ftiui-ils' remarquer 'dans tes dessins de paysage 
dits à l'ii^uaratti. 

DisowiQomDiuiit i^on•^tt proiséder lenrsqm 1^)n 'vem exécuter un ffoysagep^T la 
DiéAhode *des toodws. 

On examine jquel est Je ton ^r inlonoit é de la coul e u r e n un point du paysa ge 
que l'on veut représenter, et l'on plaoe sur ie p^piot^ometouebs deeouleur ayant 
leinèmelOB et la MèaM intensité, ^n passe ensuite au point voisin et Ton opère 
de la même manière, et ainsi de pi*oche en proche, et .ron .parvient xi couvrir 
tout le papier de petites touches juxtaposées, en soHe^^eil^mi'a fiiit comme 
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une mosaïque. Par ce premier travail la copie du paysage se trouve avoir déjà 
une vérité de ton et de couleur que l'on ne pourrait pas atteindre par une autre 
mélhode. On reprend ensuite tout le premier travail, en exécutant par-dessus 
un second travail du même genre, seulement Ton place les secondes touches dans 
les petits intervalles qui existent entre les premiers , et en revenant successive- 
ment par trois et quatre travaux du même genre, on arrive à obtenir un grand 
fini. 

On obtient par ce procédé des points de vue dans lesquels Ion ne remarque 
pas des couleurs factices et de pure convention , mais une couleur générale vraie 
et des tons de détails conformes à ce qui est dans la nature (*) . 

S m. 

Lorsque Ton aura une ombre portée par un corps sur un autre corps éclairé , 
cette ombre portée étant environnée de parties éclairées, paraîtra plus noire ou 
plus intense que les ombres déterminées par la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière sur Tun ou l'autre corps. 

Et cela a lieu parce que l'opposition des parties dans l'ombre et des parties 
éclairées, nous feit apparaître comme plus intense la teinte qui couvre les parties 
. dans l'ombre. 

Lorsqu'une ombre portée arrive vers la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière , sa teinte doit se fondre avec celle de cette dernière ligne, et de manière 
à ce que les points de la surface du corps qui se trouvent avant et après la ligne 
de séparation d'ombre et de lumière, aient à peu près la même teinte, et ainsi 
de manière à ce que l'on passe de l'ombre portée à la ligne de séparation d'ombre 
et de lumière sans ressaut, sans transition brusque. 

Ainsi l'ombre portée va en décroissant d'intensité depuis le point où l'objet 
qui porte ombre touche le corps , jusqu'à la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière tracée sur ce même corps. 

Ainsi, par exemple, si l'on avait une règle s'appuyant sur un cylindre ^ le point 
où la règle touche le cylindre sera le commencement de l'ombre portée de la règle 
sur le cylindre. En cet endroit l'ombre portée sera ivès-noire, soit à cause de l'op- 
position de cette partie ombrée avec les parties environnantes situées sur le 



(*) C*dst en 86 servant de celte méihede» qoe le oommandant Clerc, qui fut pendant longtemps dief 
de la brigade topographique et qui depuis fut, à la fia de sa carrière, professeur de topographie à l'&OQie 
d'application de Metz, avait exécuté un grand nombre de vues des Alpes et de Tltalie; l'École d'applica- 
tion de Metz possède quelques-uns de ses précieux dessins, entre autres deux éludes de marronniers, 
l'une au l^via , l'autre à TaquareUe . 
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cylindre et qui seront frappées par la lumière, soit parce qu'il n'arrive en cette 
partie de Tombre portée qu'un très-^petit nombre de rayons réfléchis, soit par 
l'air environnant y soit par les parties environnantes du cylindre. Et que dés lors 
ces rayons réfléchis ne peuvent que très-faiblement altérer en ce point Tombre 
portée et diminuer son intensité. 

Hais à mesure que Ton s'éloigne de ce point de contact de la règle et du cylindre, 
Fombre portée diminue d'intensité, et enfin finit par se fondre et se mélanger avec 
les teintes qui forment la séparation d'ombre et de lumière sur le cylindre. 

Cette diminution progressive de l'ombre portée tient à deux causes : 

La première c'est que plus l'ombre portée s'avance vers la ligne de séparation 
d'ombre et de lumière, plus les parties du cylindre qui l'avoisinent deviennent 
teintées (les demi-teintes augmentant en intensité à mesure que l'on s'approche 
de la ligne de séparation d'ombre et de lumière), par conséquent l'opposition du 
noir au bUmc diminuant , l'iritensité de Tombre portée semble diminuer ; en cela 
il y a une illusion d'optique. La seconde cause, et qui est due à un effet réel, 
c'est que la règle, ea s' éloignant du cylindre après le point de contact , reçoit un 
certain nombre de rayons réfléchis par la surface éclairée du cylindre; elle les 
réfléchit une seconde fois sur la partie du cylindre en laquelle se trouve située 
l'ombre portée, et ces rayons doublement réfléchis viennent diminuer, atténuer 
lintensité de l'ombre portée. 

Lorsqu'un corps est éclairé par le soleil, la ligne de séparation d'ombre et de 
lumière et en général les ombres paraissent très-noires, parce que les parties 
éclairées étant très-vives, elles blessent notre œil et nous empêchent de lire dans 
les ombres. Mais cette intensité des ombres n est due dans ce cas qu'à une illusion 
d'optique qui ne provient que de la fatigue que l'œil a éprouvé en se reposant sur 
des parties vivement éclairées, et en voulant regarder à la fois et les parties éclai- 
rées et les parties ombrées. 

. Mais si l'œil ne se repose que sur les parties ombrées, bientôt l'éblouissement 
dont il avait été saisi se dissipe, et il finit par lire dans toutes les ombres et par 
voir même leur intensité diminuer graduellement, jusqu'au point où il ne voit 
plus que des ombres grises, là où il avait vu tout d'abord des onbres noires. 

Nous venons de dire que lorsque l'on regarde un objet éclairé directement par 
les rayons du soleil, les ombres paraissaient tout d'abord très*fortes, ti*ès- 
intenses, noires ^ à cause de la vive opposition qui existait entre les parties ombrées 
et les parties éclairées; mais si Ton met une gaze entre les rayons du soleil et 
l'objet , la grande vivacité des parties éclairées diminue, et alors les parties om* 
brées paraissent moins noires. 

Gela provient de ce que la gaze tatntte pour ainsi dire les rayons de lumière 
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6t «kiàimiïme, em 'éteint la force, les fHtrties éolttréest|ai «reçeiimil «es rayow 
ÉÊmiiés sont doDCinoms brillantes , dès lors Topposititii entre les parties 4cfaiiréei 
et les parties ombrées étant moiss fortes , les ombres nous paraissent ^rûes^ct mm 
plus mnres , et dans ce oas «en pe«t Ure plus facilement les formes variées en 
corps, dans les parties de ce corps qui se trouvent dans Pombre. 

Les parties ombrées doivent toujours dans la naiture être avssi fermes , q»e les 
rayons de lumière soieot pMes on vifs^ paroe que Tombre n'est que la privation 
de lumière. Ce n'est donc que par leur opposition avec des parties pins ou «okM 
éclairées , que Ton voit les différences de force et d*inteosité que Ikm remarqua 
«dans les ombres. 

U est aussi à dire que plus une ombre est petite et étrofle, plus die -pamlt 
noire 9 et <}ue pkis une owbre est grande , tongoe <et large, plus ^elle nous pwidt 
s'étekidra, plms son joteBsité «semble décroître. 

42ela tjani À ice que idans le premier cas rœil ne peut regarder eette petil» 
çiâbre, sans voir en même temps toutes les parties éeteirées qui Tentourenl^ 
ût qui le blessent par leur vfvaeité , leur «éc^at ; tandis que lorsqu'ime omibre est 
grande, r»H ipeut se repeser «ur elle^ans voir les parties éclairées en vironnantea, 
«t dès lors n'observant plus la différence qui se trouve entre les ehàrs et les ^^nmÊ^ 
la fatigue qu'il avait éprouvée d'abord par l'éclat de la lumière , se dissipe peu à 
peu^ et il peut examiner attentivement les différentes parties qui scmt oonvertet 
par l'ombre , et ^fuî lui sont rendues sensibles en ieiirs fbroies variées par les 
nayens néfléeUes sur- elles tpar l'atmeaphère ou les corps en^ronnants et qu'dlaa 
féfléolMsentde nauwau et «vers notre œil. 

Cest ainsi ique lorsque r«n vient à (regarder le soleil , l'esil est si vivemMl 
Uessé^ que si l'on regarde peu après les objets qui nous enviroMient, nevene 
pouvons rîee apercevoir et nous ae «voyass que du aoir. 

C'est par la même raison , que lorsque passant d'un appartement trèsr-édatré» 
4a«sun appartemeAtdbsiOttr, «oius n'apercevons rien daf»1es premiers instants. 
Mais peu à peu, la £itigue ide Teeil étant dissipée, nous finîseoos par distinguer 
las <^ts qui nous Miomwit. 

5 IV. 

liCs avantages du laris par teintes plates superposées et du lavis par touches, 
se sont pas seidement ceu% que nous avons avons signalés ci- dessus. 

H en est un bien important, surtout pour les dessins mîKtaires, c'est lasofttStf. 
Et en effet, dans le lavis par teintes adoucies , presque toutes les demi-4etntes et 
principalement celles qui avoisinent les clairs , sont très-peu solides , elles ne 
tiennent presque pas au papier; et cela n^est pas étonnant, puisqu'elles ne sont 
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fiiites^ qu'aveft un piiMieau. pjresqjyiA sec et^AreffletipaAt Tépidertne du papier. Au 
lieu que pour les teintes plates et les touches , oa travaille à pinceau plein» et Toa 
incruste Tencra. de chine dans le papier. Mais l'un des- grands d^'aulsdu lavis 
par teintes adoucies,, c'est de vouloir rendre la nature ei de ne la rendre que 
conventionneliement., car le lavis par teintes adoucies » sup|)ose là représentation 
d'un objet très-poli, puisque tous les noirs et toutes les teintes couvrent égald* 
ment le papier, et eependant ce genre de latvis ne. rend. poÎAl l'eiïetdela lumière 
éclairant réellomenA un corps poli. 

Je m'explique : sur mi ooq» poii , la«liiaiiér« est réfléchie' avec une telle vita^ 
isité, que les arêtes brillantes sont assez vives pour' blesser notire œil et ne point 
Bims petisusltre> d^apercevoir la dégradation des demi-teintes par lesquellesr on 
airi^e à om asètto brillantes* Kn< sorte cpÊ» dans» un lavis qui représenterait un 
oonpa très-ppli'f on devtaîtpassenbrttsqucsnent^ des arôtes' brillâmes à uneteîttti9^ 
MStm (oÊxàe et' ainsi s«biieaMsit du^Uane an norp. 

Nous^ctvom dit préeédetnment qoete^avis par teintes^adbucies, semblait tou- 
jootrs représenteir des corps- polis" , parce que les teintes d'encre de chine cou*** 
vratetot entièrement le papier. Expliquons ceci : 

Ota\ remarque que dans* tous les corps de Ta nature qui ne sont pas polis , la 
surface est couverte de petites aspérités, qui étant chacune un corps rond a son 
point brillant comme tout sphéroïde ; mais comme cette aspérité est très-petite 
alors la lumière qu'elle nous renvoie est faible et cependant sans diminuer no- 
tablement rintensité de l'ombre qui existe sur lia partie du corps où se trouvent 
ces aspérités, elle permet d'apercevoir une certaine quantité de petits points 
moins éclairés que la partie générale du corps, puisque ces points sont dans 
l'ombre. 

C'est à ce fait que l'on doit le vaporeux que l'on remarque dans les ombres 
étendues sur les corps de la nature. 

Mais dans les corps polis ces aspérités n'existent plus, ou du moins sont 
•Messivemeni petites , en sorte que les rayons qu'elles réftéchissent à notre œil 
aonttDès-faibles, de telle sorte q^ie teus les points du. corps poli situés dans 
l'ovboe sont également, teintés. pour notre œil. 

La privation totale des rayons réfléolus^ par les parties d'un corps poli situées 
dans l'ombre, donne à cette ombre l'apparence d'un fro«,et cela est évident^ 
pniaqoe pour, que nous puissions apercevoir un ooivps qui est dans l'ombre , il 
faut qu'il nottS' arrôve.de^os'corps. uneioartaine quaniilé*da rayons réfléchis, qui 
paissanous faire jugen de rexiAtenca>de ce corps et apprécier sa forme ;. mais s'il 
■î'aiETive à notre ostliaunua rayoa réfléchi, nous ne pouvons* oien a^roovoii»;; et 
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comme la partie du corps poli que nous voulons voir est dans Tombre, nous ju* 
geons que cette parlte est un trou. 

Ainsi l'on ^oit que dans le lavis à teintes adoucies appliqué à la représentation 
d'un corps très-poli , toutes les ombres doivent faire trouj et l'on doit passer près- 
que brusquement du noir au blanc; le blanc du papier étant réservé pour les 
arêtes et points brillants. 

On peut faire le même reproche à la méthode par teintes plates; mais, comme 
nous l'avons dit, son emploi doit être réservé aux dessins d'architecture et en 
général à tout dessin où les différentes parties à représenter sont à* peu près dans 
un même plan ; ce défaut disparaît alors. 

Mais le lavis par touches est le seul qui puisse rendre avec vérité les effets pro- 
duits par le jeu de la lumière sur les corps , parce que toutes les touches de pin- 
ceau étant placées à côté les unes des autres, laissent entre elles de petits inter- 
valles, des parties moins foncées en teinte que chacune des touches et en même 
nombre que ces touches, petits intervalles qui représentent les petites aspérités 
qu'on aperçoit sur les corps. Ces parties moins teintées dans le dessin nous ren- 
voient de la lumière réfléchie, de la même manière que les aspérités du corps. 

Au moyen de travaux successifs bien ménagés nous pouvons diminuer le nom- 
bre de ces petits intervalles et les rendre moins clairs là où il est nécessaire, et 
parvenir ainsi à la représentation exacte d'un corps plus ou moins poIi« 

C'est à ces petits intervalles que l'on doit le vaporeux que l'on remarque dans 
les lavis faits par la méthode des touches; en sorte que les ombres n'y font pas 
trous) l'air, suivant une expression reçue, circule dans le dessin; déplus, cette 
méthode permet de pouvoir monter un dessin de ton, de manière à ce qu'il de- 
vienne vigoureux^ sans devenir noir. 

§ V. 

Des ombres portées par un corps éclairé par plusieurs lumières. 

Lorsqu'un corps est éclairé par trois points lumineux, par exemple, placés 
sur une même droite horizontale et à des distances finies les uns des autres, et 
de manière à ce que la distance de chacun d'eux au corps soit telle que chacune 
des trois ombres portées par ce corps sur un plan horizontal ait une certaine 
étendue, l'on remarque que l'ombre la plus longue est produite par le point lu- 
mineux le plus éloigné du corps (il va sans dire que le corps est plus rapproché 
du [rian horizontal que l'horizontal passant par les points lumineux. Si le corps 
était, par exemple, une sphère, la droite qui unirait son centre avec l'un des 
points lumineux ferait, avec la verticale abaissée du point lumineux sur le plan 
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sur lequel la sphère porte ombre, un angle d'autant plus grand que le point lu- 
mineux serait plus éloigné de la sphère). 

A mesure que le point lumineux se rapproche du corps, Vombre portée dimi- 
nue (jL'étendue, mais parait augmenter d'intensité; et cela a lieu parce que cette 
ombre se rapproche du corps et que la partie éclairée sur le corps diminue d'é- 
tendue 9 et que dès lors il y a moins de rayons réfléchis par le corps sur l'air 
environnant qui soient à leur tour réfléchis de nouveau par l'air sur la partie du 
plan où est située l'ombre portée; mais c'est surtout à cause de ce fait physique, 
savoir, que les ombres décroissent d'intensité dans le rapport direct du carré de 
la distance du point lumineux, supposé situé a distance finie , au plan sur lequel 
k corps porte ombre ( le corps restant, dans tous les cas, à la même distance du 
point lumineux). 

Lorsqu'un corps (une sphère, par exemple) est éclairé par trois lumières, on 
obtient sur le plan horizontal trois ombres portées distinctes, et qui, suivant la 
position des lumières par rapport aux corps, peuvent être superposées en partie 
les unes sur les autres. On remarque alors trois intensités différentes sur l'en- 
semble de l'ombre. 

Pour une partie, celle sur laquelle il n'y a pas superposition d'ombre, la teinte 
est très-faible-^ pour la seconde partie, celle où deux ombres se superposent, la 
teinte est assez forte; et., enfin , pour la troisième, celle où les trois ombres se 
superposent, la teinte est très-foncée, presque noire. 

De plus, on remarque que, pour les parties où existent les teintes faibles et 
assez fortes, chaque partie parait plus claire au milieu que vers les bords. 

Gela tient à ce que Ton a sur le corps trois zones d'étendue différente, éclairées 
chacune par un des points lumineux ; en sorte qu'il y a des points du corps qui 
reçoivent la lumière des trois points lumineux, d'autres points ne reçoivent la 
lumière que de deux points lumineux , plusieurs points ne sont éclairés que par 
un seul des trois points lumineux, et, enfin, il y a une certaine partie du corps 
dont les points sont totalement privés de lumière. 

En sorte que l'on a trois lignes de séparation d'ombre et de lumière sur le corps, 
et trois cônes lumineux venant couper le plan sur lequel le corps porte ombre. 

En vertu de l'existence de ces trois cônes lumineux, il arrive que l'ensemble 
de l'ombre portée se trouve divisé en trois parties distinctes ; Tune de ces par- 
ties, la plus faible en teinte, est éclairée par deux des trois points lumineux, l'au- 
tre de ses parties^ dont la teinte est assez forte, est éclairée par un seul des trois 
points lumineux, et, enfin, la troisième partie, celle qui est noire, est totalement 
privée de lumière. 

Mais si , dans les deux premières parties de l'ensemble de l'ombre portée , le 
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mUieu parait mouis teinté que les liords « ceia provient é'iàBe âUmîcmi d'ùptiqM 
dont nous avons parlé ci-devant, savoir, qne f^assaitt d'une imrDîe nmiHiéeà mot 
partie claire, l'opposition du blanc au noir plus oumûins Amcé, JGût {Mcattre le 
bord de la partie ombrée comme étant plus intense de (on. 

I VI. 

Des reflets. 

Nous savons , sur ninxorpis, 4clBiréf)Ar «n ragm^m uni iNmif lanisea, déter- 
miner par des méthodes graphiques «inqïles et rigftuNwwi : 'l* les lignes 4e se» 
paralioutd^ombre et de lumière ; S"" les «ombras portées "par ce corps -sur lui-même 
ou sur d'autres corps environnants ; 3^ les points et les arêtes briHaMes. Il nom 
reste à considérer les effists produits sur 4m iKHrps par la rélexion^des XBjfmA de 
lumière sur les corps environnanta; ou autrement :il aow «este i déteconiner les 
r^is produits dans les ^mibres .d'un corps, par rdffNnoche d'um ou depluaiettrB 
corps éclairés. 

Concevons un corps A éclairé par un point ou un rayon lummœc^ »un «ntre 
corps B voisin du cojrps A et aussi éclairé par (leimâme-poM^m le Même mym lu- 
mineux. 

Les rayons lumineux qui vieadront frapper la.fiMLrface 4u ootps £» sfiK>Qit ré* 
fléchis par ce corps et viendrjont frapper le corps A. £qs ray<tts sefléefais menant 
frapper la surface du corps A en des peints situés dans Tom^ej ou dbne les 
demi-teintes, y produiront un effet dés^néparfeiiCHn àeffeflai. 

Déterminons ïéiendue du reflet. 

Il^est évident que tous les rayons réfléchis par lasurfistce du ^arps B lormeMat 
un iaisceau de droites ayant pour enveloppe une surJEsK^ ^ audie £ qui mendra 
couper la surface du corps A suivant une courbe i qui sera «ur ice lOorps Jl ia 
limite du reflet. 

L'étendue du reflet étant déterminée, on peut se demander 4e détcraniner les 
points où le reflet sera plus intense, par conséquent se jdûm^nder <<Mk aérant les 
points les moins sombres ou en d'autres termes les plus .c(air^, dans Tétendae du 
reflet. 

Ici, il faudra distinguer deux cas : l"" celui où Ton entendra parler deTiAtea- 
sî té réelle du reflet et 2"" celui où Ton entendra parler de l'intenalé apparente du 
reflet, le corps A étant vu d'un point .situé en une position particulière de l'es- 
pace. 

Dans le premier cas , il faudra cherclier sur le corps B les xiourbas .Keu des 
points pour lesquels chaque rajcon réfléchi aura la même intensité vde lumière. 



— tét- 
on àiàâsminam dsiw mi te cnrfs B and* suite de^ coorbes^ é^êgslD&tt infm^Tiés 
fédt^frT^ y'y.M^€É ïmÈtmèàt^mnBmemln^n» courbest, e( atuf deanirbcf $ 
Ga«dheflHMMiLuM»liDi èmméè.. 

Gelai fjkky€A€iiftfak€nrpiH*0i ftD«ftIesi»pD«8 rUtë^kmfmrhBeomrbei9yyy% 'fy... 
ceux <jui viendront frapper la surface du corps A sous un mdnie an^ « et tom 
CM. pointa étant. siiuM fm ma «rnub^ %, «u aura, sur te cepps A , «ne cowrbe 

■ 

d'égale intensité véelk d«i velfit. 

On aura donc ainsi, sur la surface du corps A, une suite de courbes $, ^', ^V«» 
d'ég^ iatenâit^ séeUa de vefisL 

Mais cMune. k cospft Ai esL apentfu p» le apeetatear ea supposant q«9sofi'€eil 
soîiyJaeé ea «a eartaîdi^. prâii » fiM de |MMiiiai daas ITsspaee r tesr> eovrbes Ç, ^, 
(!'^«« aâ' flftfMkt. plus vues psr VxuA jiimk ea a^ «anoDe étant cftaraBe d'égale 
iAtensité. 

Il faudra donc résoudre le second pcebliéaie^ eb d^Mliéis povr cbomms' dsf tis 
courbes ly l', ^V*« les/points pour lesquels les droites menées de chacun d'eux 
à Tœil du speclateur, font avec la surface A un même angle 6; alors tous ces 
points étant unis par une courbe X, on aura,, en cette courbe X, une courbe d'é- 
gale intensité apparente de reflet sur le corps A. 

On pourra delà même manière se procurer une suite de courbes X, X^ VV*- ^^ 
Ton aura divisé le reflet en bandes, chacune étant d'égale intensité, et l'intensité 
variant de bande à bande {*). 

Prenons pour exemple la projection verticale de la niche, sur laquelle, après 
avoir déterminé les oarinnss ^ ns» «svs* prsporssroas dé déterminer le reflet. 

La niche est terminée inférieurement par un plan demi-circulaire , ce plan ré- 
flédûtks raifons tnsiheQr scorb cylindre eMCS^e* qm termiiie verticafement la 
niche., H tmm cssirarfsas réflédiis s«rmil pataèlèles! entrer en. Il est évident qoe 
las isysfis réiécUs par Varèts carteène dtn pten qm forwe le soi, eette aréfe étant 
1% diamètre èsi deminceBde plan, ilîest éfident., dis»je*, q«e es» ray 011s ferment un 
plan oblique qui coupera le cy(radre;cceui soînnust one dlipss E qui sers^l» Knife 
du n^ki. Le fefleâ t'sisreani ici s«r la partis: écèwrée de b nicfce, car aucun 
laysii féfléeàt a' iiiafirapperki partie qfss est dans f snnbcje'; h^ reflet sera éme ter- 
aaaA d'one part à Konfare: psslée sar le ^lindie craox^. par Ifarêfe'vOTticaleat 
saillante de la niche et parants portôon de rsUipse B«r La* raflet. s^apvMs donc à 
l'ombre portée et ne pénètre pas dans l'ombre. 



(*) Les constructions graphiques à exécuter seront précisément celles que nous avons indiquées dana 
les Développtmentê de géométrie descriptive, chap. UI/p. 4 93, lorsque nous avons cherché à déterminer 
sur un corps les lignes d'égale teinte , soit réelle , soit apparente. 
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II est encore évident que si Ton mène un plan X vertical et parallèle au rayon de 
lumière» il eoupera le cylindre creux suivant une génératrice droite et verticale G 
et que tous les rayons réfléchis situés dans ce plan X feront avec la surface cylin- 
drique le même angle en chacun des points où cette droite G se trouvera frappée 
par un rayon réfléchi. 

Dès lors, il est évident que toutes les lignes d'égale intensité réelle de reflet 
seront des droites verticales y des génératrices du cylindre creux. 

Gela dit : 

Comme nous supposons l'œil du spectateur placé à l'infini sur une perpendi- 
culaire au plan vertical de projection , il s'ensuivra que toutes les lignes d'égale 
intensité apparente de reflet seront encore des génératrices droites du cylindre. 

Mais si l'on faisait une perspective ombrée de la niche, si dès lors on supposait 
l'œil du spectateur situé à distance finie ^ alors les lignes d'égale intensité appa- 
retfte de reflet seraient évidemment des courbes. 



N^ 12. 

ÉNONCÉS DE DIVERS PROBLÈMES d'oMBRB. 

En 1818 , alors que j'étais attaché à l'état-major de l'École d'application de 
Metz, comme lieutenant d'artillerie et professeur-adjoint pour les sciences mathé- 
matiques, je fus chargé de réviser les anciens programmes du problème d'ombre 
que les élèves sous^ieutenants de l'artillerie et du génie devaient résoudre , 
comme premier travail, à leur entrée à l'École (^). 

C'est un extrait de ce travail que je donne ici comme spécimen. Les professeurs 
de géométrie descriptive pourront facilement augmenter le nombre des problèmes, 
en choisissant leurs exemples dans les applications journalières que leurs élèves 
rencontreront plus tard dans leurs travaux d'ingénieur. 



(*) Voir ci-devant la note au bas de la page 424 ( mémoire n* 40). 
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II. 

9 

É?ÏONGÉS DB CINQUANTE PROBLàXES D'OMBEB (*}. 

1 . Vis cylindrique à filet carré. 

2. Vt^ cylindrique à filet triangulaire. 

3. Yis conique tronquée à filet triangulaire. Le filet étant terminé par une sur- 

face conique parallèle à celle qui compose le corps de la vis. 

4. Yis conique à'filet triangulaire. Le filet étant terminé par une surface conique 

dont le sommet est celui du cône qui sert de corps à la vis. 

5. Êcrou d'une vis cylindrique à filet carré. 

6. Êcrou d'une vis cylindrique à filet triangulaire. 

7. Oumsse^irappe composée de cônes. 

8. Chausse-trappe composée de tétraèdres. 

9. Ouiusse^irappe composée de pyramides quadrangulaires. 

10. PUe triangulaire de boulets et composée de 4 boulets. 

11. Pile quadrangulaire composée de 5 boulets. 

12. iVtcfte droite. 

13. Niche rampante. 

14. EUipsdide non de révolution. 

15. Intersection à^ deux ellipsoïdes de révolution dont les axes ne se coupent 

pas. 

16. Gmnde à base elliptique. La droite directrice sera perpendiculaire au plan 

vertical. 

17. HtfperboUnde à une nappe et à base elliptique. 

18. Vis tracée sur une surface engendrée par une portion de cercle concave 

vers Taxe de révolution. 

19. Vis tracée sur un hyperboloide à une nappe et de révolution. 

20. Deux hyperboloides , à une nappe et de révolution , égaux et tangents Tun à 

l'autre. 

21 . Intersection de deux cônes dont la base est une courbeiiu deuxième degré. 

22. Intersection d'un cône et d'un ellipsoïde de révolution. 

23. Intersection d'un cylindre et d'un ellipsMe de révolution. 



(*) On a choisi frwdpalmneni des problèmes d'ombre relatifs à des surfaces gi^ucbes pour familiariser 
les élèves avec les propriétés dont jouissent ces sortes de surfaces. 
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24. Puits militaire conique, avec son pieu. On donnera la perspective militaire 

et la perspective réelle , et sur l'une et l'autre perspective on tracera les 
ombres. 

25. Cubeévidé» Perspective militaire et perspective céelle, et pour l'une et l'autre 

on donnera l^s ombres. 

26. Tétraèdre évidé. Perspective militaire et perspective réelle^ avec les^ombres. 
21. Corps annulaire , l'axe oblique par rapport aux deux plans de proîection. 
28. Anneaux ou chaînons engendrés ^ar un cercle. 

^. Anneaux Ou chaînons engendrés par un rectangle. 

.30. Tétraèdre et Hyperbotdute i une mappe , fun et fautre en creux.. L'axe de 

f Hyperbofoïde passe par te sommet du tétraèdre , et les deux bases de 

ThypérboIoAle eC du tétraèdre sont paralTèfes. 

31. Bombe et ses anses et aniieaux de support. 

32. Colonne torse , engendrée par une sphère dont le centre se meut sus une 

hélice cylindrique et circulaire. 

33. Piédouche éclairé par un point lumineux , et perspective. 

34. Chapiteau dorique éclairé par un point' lumineux ,,et fecspeclive,. 

35. Limon d' escalier^ isolé, à base circulaire. COn ne des&iaeca qWttae révo- 

lution et demie. ) 

36. Balustre rampant (dorique romain) décomposé en liWichts iMiûonlales, 

qui , tournant chacun autour de son. dianitM^ dwienMMtt j^Mallttes à 
la rampe. 
. 37. Balustre rampant (dorique romain ) décomposé en tranches. iMrizontales , 
dani;69.au§m€da4a les^ ovdMAée»^ au çsotisatié» €trr«8pM«kintes de 
la rampe. 

38. Anneau cylindrique, engMdré por Ufl «ectattglé. (V9ie est oMrqQe par 

99ffon afVB deax. plan d#prijttlM)»r ) 

39. Piédouche rampant, décomposé en traMlMê- hcrrisrmttales qtri, chacune 

tounam avtous et son diaaètM^ émtiétmeaî parallèles i la rampe. 

40. Pteàmeliet f^mp^mt (Ettaugm^ntaMle^ ordonnées, âeé coordonnées cor- 

respondantes de la rampe. ) 
4i . Qmpé ékm ttm fcyperiMoîcte â utïe'ttapp^ et de révofutîon. (te pfan sécant 
passe par Fa^e. j' • 

42. Conoïde à ft^^s& éflTpfi^ftfe. t^irtAié àkecxrke sen parafféfe au plan vertical. 

, En plan le conoidejexa.suppQséi creux*. .. .^ . ■ -. .... 

43. GtHipe dans un conoide à base circulaire» Le ^lan passe par. le centre du 

cêf cïé blase et par la droite dïrectricjet 
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àA^ ,Caiy)^4awiimMiipideÀlMse'Cnrc^ Le ftM f^omê ^cir le centre du 

45. Intersection de deux putto spUÉt^fÉet. 

46. IiUersectîoQ Ae^itf ^|WHi^ 

47. Intersection de d^UKipwtfjAiafayQdoîdes^adeA^j^ 

48. Boue Ji«riz(mtale à Jtorfei. ( L'ott pm^dra.r'ÔQbeille iiifihM gtafirie jpMftibb. ) 

49. Ensemble de trois puits militaires coniques , avec la forme qu'âffadeat km 

terres qu'on rejette. Les oeQjtees des ;tr^ jpuits iSAni )MX:Mm«a€its li'un 
triangle équilatéiial 
iO. Intersection d^uae sphère et d'un câmiAMqiM à l)ase^iptiqiie. La «plièiie 
a son centre au sommt^ du xAjxo* 

PROGRAMMES DB QUATORZE PROBLEMES D'OMBRE. 

1* Vis cylindrigue à filet carré • 

V Bessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière sur 
hi projectîonirertîcale €1; sur la projection liorizontale. 

On cherchera Ton/bre portée sur f un et Fautre plan de projection. 

On prendra la direction du rayon de lumière telle que Ton puisse avoir une 
ombre portée isnr le plan vertical. On déterminera les pcfints brillants. 

On placera sur le cylindre un seul filet, ou deux, ou trois, ou quatre filets à 
volonté. 

T Mémoire. On décrira dans tous ses détails la construction graphique em^ 
ployée ; celles à fkire pour déterminer les arêtes brillantes et les points brillants : 
les premières sur le cylindre , et les deuxièmes sur la surface gauche du filet» 

On discutera avec soin le lavis , c'est-à-dire que Ton donnera les raisons qui ont 
dirigé dans la position des parties fortement teintées, et les principes d'après les- 
quels sont plaeés les ombres, les demi-teintes, les clairs et les reflets. 

On examinera tsommevt, au moyen de teintes plus ou moins fortes^ et de clairs 
bien Hiénftgés, on peut parvenir à représenter la nature et à produire le refief. 

% VU cylindrique à filet triangtUdîre. 

V Dessin. On déterminera sur les projections horiBoatate fflt «ercioilê hM 
l^nes deséparatÎM d'ombre ât/delttfn»èm, upsès aimir oiiûrdbé la «ouDbe ^i t 
en projection verticale , limite la surface du filet. 
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, On délerminera les ombres portées sur l'un et l'autre plan. Le rayon de lumière 
sera pris de manière que l'ombre portée puisse exister sur le plan vertical. 
On déterminera les arêtes et points brillants. 

V Mémoire. On décrira les constructions employées pour déterminer les lignes 
de séparation d'ombre et de lumière , et les points brillants. 

On discutera la nature de la courbe qui limite la surface du filet dans la projec- 
tion verticale. 

On discutera avec soin les principes d'après lesquels on a fait le lavis; exami* 
nant les raisons qui ont engagé à placer les ombres fortes, les demi-teintes, les 
clairs-obscurs, les reflets et points brillants , ainsi qu'on l'a fait. 

On discutera cette question : Gomment la lumière se comporte-t-elle par rap- 
port aux corps très-polis et par rapport à ceux qui ne le sont que très-peu? 

3. Yis conique (tronquée) à filet triangulaire. 

Le corps de la vis est composé d'un cône droit à base circulaire. Chaque filet de 
la vis est engeiulré par un triangle , variable de grandeur, mais restant toujours 
semblable à lui-même, qui se meut en passant successivement dans tous les plans 
méridiens ; son sommet parcourt une spirale tracée sur un cône concentrique à 
celui qui termine le corps de la vis , et sa base coïncide successivement ^vec les 
diverses génératrices droites du cône , corps de la vis. 

L'on ne considérera qu'un tronc de cône. On placera deux , ou trois , ou quatre 
filets. 

l"" Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale des lignes 
de séparation d'ombre et de lumière, soit sur le cône, soit sur le filet de la vis. 
On cherchera les arêtes brillantes et les points brillants. L'on déterminera 
l'ombre portée sur le plan horizontal et sur le plan vertical de projection. L'on 
prendra la direction du rayon de lumière telle que cette dernière ombre puisse 
exister* 

2** Mémoire. On décrira toutes les constructions employées et l'on donnera les 
raisons qui ont déterminé dans le choix de la méthode graphique employée. 

On examinera la nature de la courbe projection horizontale de la spirale 
tracée sur le cône (dans le cas où le sommet du cône se projette sur le centre du 
cercle qui lui sert de base ) . 

On discutera avec soin le lavis, donnant les motifs qui ont engagé à forcer en 
teinte telle ou telle partie. 

• On examinera si une ombre portée doit être aussi noire près du corps qui la 
donne, qu'à son extrémité. 
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À. Vis conique à filet triangiUaire. 

Le corps de la vis es.t un cône droit à base circulaire ; son axe est vertical. Le 
filet de la vis est engendré par un triangle isocèle et invariable de surface dont 
la base est constante , et dont le sommet reste constamment sur une surface co- 
nique parallèle à la première (les sommets des deux cônes n'étant pas dès lors en 
un même point); pendant que ce triangle passe successivement par tous les plans 
méridiens, un des points de s;i base parcourt une spirale tracée sur le cône. 

1"* Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale des lignes 
de séparation d'ombre et de lumière. On déterminera l'ombre portée par la vis 
sur elle-même et sur les deux plans de projections. 

On prendra la direction du rayon de lumière telle que Tonibre portée sur le 
plan vertical existe. 

On déterminera les arêtes brillantes et les points brillants. 

On déterminera la courbe qui sert de limite au filet en projection verticale. 

2* Méw>ire. L'on décrira les principes de géométrie descriptive d'après les- 
quels on a exécuté les constructions graphiques. 

On discutera la nature de la courbe qui limite le filet en projection verticale. 

On discutera avec soin le lavis, examinant d'après quels principes Ton doit 
combiner les teintes fortes et les clairs, ainsi que les demi-teintes pour pro- 
duire le relief. 

On examinera pourquoi les ombres portées sur un corps en partie éclairé , en 
partie privé de lumière, doivent se fondre avec la partie ombrée de ce corps. 

5. Écrou (Cune vis cylindrique à filet carré. 

V Dessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière sur 
les projections verticale et horizontale. 

Ces lignes de séparation consisteront dans l'ombre portée par l'écrou sur lui- 
même et dans la séparation d'ombre et de lumière sur le filet en creux. 

On pourra considérer un écrou appartenant à une vis carrée à deux, ou trois, 
on quatre filets. 

S"" Mémoire. On décrira en détail les constructions graphiques nécessaires 
pour la détermination des lignes de séparation d'ombre et de lumière, et les 
lignes qui terminent les ombres portées du corps sur lui-même. 

On discutera avec soin le lavis, examinant comment les teintes doivent dé- 
croître pour produire le relief. 

On n'oubliera pas d'examiner d'où peuvent provenir les reflets. 

20 



— 154 — 



6. Êcrou d'une vis cylindrique à filet triangulmhre. 

V Dessin. On délerminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière mr 
la surrace gauche du filet , et Fombre portée par l'écrou sur lui-même. 

On déterminera les points brillants. 

2*" Mémoire* On décrira les procédés graphiques employés pour la constrao^ 
tion des lignes de séparalion d'ombre et de lumière^ pour edie des ombres 
portées, et pour la détermination des points brillants. 

On discutera avec soin le lavis , donnant la relatiott qui doit eiiMer entre la 
force des teintes pour produire le creux ; on indiquera les peiMa oà il deti y avoir 
des reflets et Ton indiquera d'où ces reflets proviennent. 

7. Chausêe^trappe camiposée de canes. 

Les quatre sommets des cènes composant la diausse-trappe sout sfUiés aux 
sommets d'une pyramide triangulaire régulière (dont tontes les feces sont des 
triangles équilatéraux ). Le centre de la sphère ciroonserîte à cette pyramide 
sera celui d'une sphère d'un petit rayon, à laquelle seront tangents les cônes 
composant les quatre poiuies de la chausse-trappe. Trois des sommets de la 
chausse-trappe s'appuieront sur le plan horizontal. 

V Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale de la chausse- 
trappe. On déterminera en projection horizontale et verticale les courbes d'inter- 
section des cônes entre eux. 

On cherchera ensuite les lignes de séparation d^omibre et de lumière sur chacun 
des quatre cônes, les ombres portées par le corps sur lui-même, sur le plan 
horizontal et sur le plan vertical. 

On déterminera les arêtes brillantes. 



2!^ Mémoire. On décrira : 1* les procédés graphiques employés f>nor«élerm 
les projections korizant;de et verticale du eoi»ps , 2* 4es osnstruolânns grsfibîques 
pour la détermination des ombres portées et des lignes de séparatinn 4' ombre el 
de lumière 9 et 3"* enûa la cottstruciion des arêtes brillantes. 

On discutera avec soin le lavis, indiquant pourquoi Isn omhnes ynriées, ^and 
elles sont grandes et étendue»,, s'affaiblissent à mesane qu'dàss s'ilnigneQA du 
corps qui les produitt et surtout coinn>snl» pour le lavis.,i'Ofi fieut^ en dégradant 
les ombres vers la base , et au contraire , y renforçanâ les dem^teînÉes*, produire 
le relief d'un cône droiu 
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8. ChausH-lrappe composée de tétraèdres. 

Les quatre sommets des branches de la chausse-trappe sont situés aux sommets 
d'une pyramide triangulaire régulière. Le centre de la sphère qui lui est circon- 
scrite se trouve le centre d*une petite sphère à laquelle les tétraèdres qui com- 
posent les branches de la chausse-trappe sont tangentes. 

Oh peut disposer ces tétraèdres de plusieurs manières différentes, les uns 
par rapport aux autres. ^ 

V Dessin. On déterminera les projections horizontale et verticale du corps. 

On déterminera les on^bres portées sur le plan horizontal et sur le plan ver* 
tical , et les ombres portées par le corps sur lui-même. 

^ Mémoire. On décrira les eonstmetions graphiques nécessaires pour déter- 
miner les projections horizontale et verticale du corpf , examinant comment les 
tétraèdres peuvent être disposés lies uns par rapport aux autres, de manière & 
donner une figure réguKère à leur jom!tîon , et Ton indiquera toutes les combinai- 
Mn» foefon peut fiirre pour obtenir un résultat satisfaisant. 

On examiner» qneRte Ibî de d%radation doivent suÎTre fes teintes pour que le 
hma prodhiiM \% telief* 

9. Oumsse^trappe composée de pyramides quadranguiaires. . 

Même programme que pour la chausse- trappe Ci^"" 8) composée de pyramides 
trian^gtilafre^. 

Dms tes trots probTèmes 7 , 8 et 9 , îl convienAra de donner une dimension 
assez grandie m rayon de h petite sphère întériemre à fequeMe les quatre bran- 
ches de la chausse-trappe se trouvent tangentes, afin que tes intersections des 
r&ees des efoes otr des* pyramides , entre elles , soient visibfes d'une manière nette, 
et que toutes les arêtes soient bien lisibFes sur Pépure. 

10. Pth éi^^imÊir& koulets. 

0» phner» tarei» hmâ^H» sur Te phn horizontal ; te» trois centres formeront 
les MiMBels d^ta trimj^ éqidiatéraK Le quatrième bouTet sera placé sur les 
premiers. 

Deux dee fcw i iete de* 1» bese* trfaii{»itlmre seront paraffètes au pbn verticaK 

1^ HlMrtf. On déleminera tas pro|aclteiis horizontaVe et verticate des lignes 
de séparation d'ombre et de lumière sur ekrqvre l>oufet ; on déterminera ensuite 
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les contours des ombres portées par les boulets les uns sur les autres , et 
enfin , de tout le système sur le plan horizontal. On déterminera aussi les poinlt 
brillants. 
Le rayon de lumière sera la diagonale d'un cube. 

S"" Mémoire. On décrira les constructions graphiques employées pour la 
détermination des lignes de séparation d'ombre et de lumière, et celles pour les 
contours des ombres portées, et celles aussi pour la détermination des points 
brillants. 

On discutera le lavis , expliquant comme Ton doit combiner les teintes , demi- 
teintes et ombres , pour produire le relief. » 

11. Pile de dnq bauleU* 

On placera quatre boulets sur le plan horizontal , de manière que les centres 
soient les sommets des quatre angles d'un carré. On pourra placer parallèle- 
ment au plan vertical ou l'un des côtés , ou la diagonale du carré. Le cinquième 
boulet sera posé sur les quatre premiers formant la base de la pile. 

i"" Dessin. On déterminera les lignes de séparation d'ombre et de lumière 
sur chaque boulet , les contours des ombres portées par les boulets les uns sur les 
autres 9 et de tout le système sur le plan horizontal. On déterminera la posi- 
tion des points brillants. 

Le rayon de lumière sera la diagonale d'un cube. 

2* Mémoire. On décrira les constructions employées pour la détermination 
des lignes de séparation d'ombre et de lumière, pour celle des contours des 
ombres portées et pour les points brillants. On démontrera l'exactitude des mé- 
thodes graphiques employées. 

On discutera le lavis , expliquant comment l'on doit combiner les clairs, demi- 
teintes et teintes fortes pour produire le relief. 

12. Niche droite.. 

La niche pourra èlre sphérique ou formée par un quart d'ellipsoïde dont le grand 
axe sera horizontal ainsi que le plus petit , si l'ellipsoïde n'est pas de révolution ; 
on pourra , si l'on veut, prendre un ellipsoïde de révolution, l'axe de révolution 
étant vertical et le grand axe de Tellipse méridienne étant horizontal. 

i"" Dessin. On déterminera l'ombre portée par la niche sur elle-même; la 
position des points et arôtes brillantes. 
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Le rayon de lumière sera quelconque. 

2^ Mémoire. On expliquera les méthodes graphiques employées pour la 
construction de l'ombre portée et des points brillants. On examinera ce que 
serait Fombre portée, dans le cas où le rayon de lumière serait la diagonale d'un 
cube. On expliquera comment on peut déterminer d'une manière précise les 
points de raccordement des trois lignes qui composent le contour de Tombre 
portée. 

L'on discutera le lavis , expliquant la combinaison à faire des clairs , demi* 
teintes et teintes fortes pour produire le relief. L'on reconnaîtra la position et la 
limite des reflets. 

i3. Niche rampante. 

La niche rampante se déduira de la niche droite sphérique ou ellipsoïdale > 
en coupant tout le système par une suite de plans horizontaux que l'on fera 
tourner ( autour de leurs intersections , avec le plan qui partage la niche droite 
en deux parties symétriques) jusqu'à ce qu'ils deviennent parallèles au plan de 
la rampe. 

La surface composée par ces nouvelles courbes sera celle de la niche rampante. 

V Dessin. On déterminera Tombre portée de la niche sur elle-même. Les 
arêtes brillantes et points brillants. 
Le rayon lumineux sera la diagonale d'un cube. 

2*" Mémoire. On expliquera les méthodes graphiques employées pour la con- 
struction des contours de l'ombre portée , et pour la détermination des points et 
arêtes brillantes. 

On reconnaîtra la nature de la surface de la niche rampante. 

On discutera le lavis, expliquant la combinaison que l'on doit faire des clairs, 
demi-teintes et teintes fortes pour produire le relief. On recherchera la position 
et la limite des reflets. 

14. EUipsdide non de révolution. 

On placera l'ellipsoïde comme on voudra par rapport aux plans des pro- 
jections. 

1* Dessin. On déterminera la ligne de séparation d'ombre et de lumière et le 
point brillant , soit dans la projection horizontale , soit dans la projection verti- 
cale, et l'ombre portée sur le plan horizontal. 



Le rayon de lamîére sera la diagonale d'jw c«b9> 

■ 

2* M4nwiu. Oft expU/Mi^ra les m éUwdcs gRapbKpMl «av>k4«e& pour b «on- 
•tructioa du point j^nU^wt «i: de U %ie d« s^pûn^in» d'on^^rt «i.d«l«Mèr«, «t 
du contour 4fi TdAturç (««^ 

On di^u(er« te l%m>. e y p l iqimtt la^ cxMnlùnaiaQn di9s cImts» 4«iAi-Uiot«8 «t 
teintes. f«vie9, pow produire k» reli«& 
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LIVRE n. 



iPPUCATION 0E U GËOMtîRIfi BËSCRlPnVB Â LA PERSPBCTlVfe. 



^9 m 



Atant que Monge ne publiât son Traité de géométrie descriptive , il exîttMt 
divers traités de perspective dont plusieurs sont trèe-aAcÂeiis« la mélhode em» 
ployée était celle dite : des points de cmcMr»^ 

Les anciens géomètres , au moyen de cette méthode^ exécutaient la perspective 
des lignes droites ou courbes » et des points intersection de ces lignes ; mais ils 
ne savaient pas déterminer la perspective d*une surface^ car ils M connaisiaîiPt 
pas la propriété remarquable dont jouit le plan tangent en un point d'une sMr» 
face , savoir : de contenir les tangentes aux diverses oourbes qai, ttteées sor ii 
surface 9 se croisent au point considéré comme point de contact« 

De plus> lorsque plus tard cette propriété du plan tangent fut démontrée pour 
la première fois , et cela par Y analyse , les méthodes graphiques qae connaîi- 
saient , alors , les géomètres , n'étaient pas assez perfeoiiMHies pow leur p6r« 
mettre de construire le contour apparent d'une surface » et par suite la perspecUve 
de cette snrfece. On peut donc dire , avec raison j que la perspective doit son 
développement le plus essentiel à la géométrie descriptive ; et Ton doit syouter, 
que l'on croit être dans le vrai , en disant que la géométrie descriptive elle-mèiM 
n^a été féconde, qu'en vertu de la propriété dont jouit le plan tangent en un point 
d'une sorflMe , et parce qu'elle a su déterminer, construire et écrire graphiquememi 
ce plan tangent (*). 

Ce second livre ne se compose que de deut mémoires , l'un de Monge, qui était 
inédit et que je donne textueUement^ car il est des ouvrages que Ton doit respecter, 



MI*«MMite^M^a«M««MaÉMIBfllk^MirtlMH4klirfMirt**MÉfe 



(*)ll<maE; torsqn*}! a écfitson ouvrage sar fa géométrie descriptive , ouvrage qu*il n'a point intîtalé : 
TrMé , mflfé seuleiment Programme âe géométrie descriptive , composé de 46S pages qu'on ne peat as 
lasser de lire, car à diaqoe page on (fouve des germes à féconder, Hongb n'a pas songé à démontrer que : 
lâfUmqui pmmriif m têê ie9m tmgeniesm^n point moùsè efoisàient âeitx eouthei G et C traèéès 
sur une surface , eoMetunt les tangentes à toutes les courbes quiy tracées sur la même surface , pas* 
soient par ce point m. Mongb a admis , en uiMiiei « hr propriété dont jouit le plan tangent en un poinl 
d'une surface , propriété qui n'était encore démontrée que par Vanalgse , et il s'en est servi pour ses rt- 
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et d'ailleurs on doit être heureux de pouvoir connaître d'une manière précise 
non -seulement les idées, mais encore la manière de les présenter, du fondateur 
d'une science. 

La méthode exposée par Monge était inconnue des anciens géomètres, et on 
comprendra sans peine que cela doit être, puisque cette méthode permet de 
construire grapinquement le contour apparent d'une surface. 

On n'a pas, je crois , bien compris tout ce qu'il ; avait d'ingénieux dans cette 
méthode, et surtout on n'a pas compris combien cette méthode était générale, et 
surtout qu'elle était d'une exécution aussi iacile que celle des points de concours, 
pour mettre en perspective des lignes et des points ; et je suis porté à exprimer 
l'opinion que je viens d'émettre , en regardant l'épure de la perspective du pié- 
douche qui fait partie de la collection des épures gravées de l'École polytechnique» 
i'^ette épure est disposée de telle manière que la méthode donnée par Monge n'y 
apparaît pas d'une manière nette, j'oserai dire qu'on ne peut guère Ty retrouver. 

Ce que je dis ici sara évident, je crois; lorsque Ton aura lu ce que j'ai écrit à ce 
sujet dans le second mémoire qui termine ce second livre. 

Hachette a publié quelques pages dans la Correspondance de l'École (^) poly- 
technique, sur la méthode des points de concours, pour montrer, il le dit lui- 
même, comment la perspective est une application de la géométrie descriptive. 

Ce que ce savant, ami de Monge , a écrit sur ce sujet est loin d'être complet ; j'ai 
donc cru qu'il ne serait pas sans utilité de reprendre le même sujet et de le traiter 
à ma manière; c'est ce que j'ai fait dans le second mémoire, qui a pour -titre: 
De la perspective considérée comme une des applications de la géométrie descriptive. 



cherches graphiques ultérieures. Mais une science ne peut en efifét être considérée comme scienes, qu'au- 
tant que ses bases sont établies d'une manière rigoureuse « et en vertu de principes , ou axiomes , qui 
découlent de l'essence de cette science elle-même , et sans avoir besoin de s'appuyer sur des bases qui lui 
sont étrangères. La science des projections, ou , en d'autres termes , la géométrie descriptive ne doit rien 
emprunter à VanalysCf ni à la géométrie des anciens quand il s'agit de ses bases fondamentales; elle 
doit dès lors tout demander Viuprincipe des projections. Frappé de cette idée, que je crois exacte et vraie, 
j'ai cherché à démontrer la propriété dont jouit le plan tangent , et cela directement , en ne m'appuyant 
que sur la génération des surfaces, telle qu'elle doit être entendue en géométrie descriptive. C'est alors 
que j'ai donné la démonstration publiée dans les Développements de géométrie descriptive , chap. VU , 
page 396. Je crois ne point me tromper, en disant que cette démonstration est rigoureuse et tout à fait 
dans l'esprit de la géométrie descriptive. 

M. FalléCy auteur d'un Traité de géométrie descriptive estimé , a reculé devant la difficulté ; il a admis 
pour les surfaces le polyèdre infinitésimal , comme on admet le polygone infinitésimal pour les courbes. 
Pourquoi deux axiomes, quand un seul , celui du polygone infinitésimal ^ peut suffire.? 

(*) Voyez la Correspondance de V École polytechnique, rédigée par HAcanm, tome I, p. 34 1 
(année 4807). 



i6i — 



• N" t. 

(MiMOIRB INÉDIT.) (*) 
DE LÀ PERSPECTIVE EN GÉNÉRAL. 

I* La perspective est l'art de représenter, sur une surface donnée, des objets 
donnés tels qu'ils paraissent étant vus suivant des conditions données , c'esl-à- 
dire que comme la lumière peut venir des objets à votre œil de trois manières 
différentes, ou directement, ou après avoir été réfléchie par des miroirs , ou enfin 
réfractée par les surfaces des différents milieux au traders desquels elle peut avoir 
été obligée de passer ; la perspective doit renfermer trois parties , dont chacune 
donne la méthode de représenter les objets suivant l'une de ces conditions. La 
première peut s'appeler perspective directe; la seconde, perspective par réflexion; 
et la troisième, perspective par réfraction. Nous tâcherons de satisfaire à la géné- 
ralité de cette définition. Commençons par le premier cas (*^). 

Perspective directe. 

2* On sait que, dans un milieu libre ou uniformément dense, la lumière se pro- 
page toujours en ligne droite; que nous ne nous apercevons de la présence et de 

(*] Ce mémoire est de 6. Mongb, il provient de la bibliothèque de TËcole de Mézières. Dans la collec- 
tion des manuscrits de TÉcole d'application de Metz , il est coté : carton n"* 4 , pièce n» 40. 

Ce mémoire, que nous publions ici textuellement pour la première fois, fut écrit à Mézières en 4785. 

T. 0. 

(**) Extrait de la Perspective de Bohault {OR\ivres posthumes, 4^2 ) : 

La perspective est un art qui nous apprend à représenter les objets visibles comme ils nous paroissent ; 
c'est-à-dire un art qui nous apprend à tracer certains linéaments qui paraissent à nos yeux comme les 
objets mêmes nous paroissent. 

Ces objets peuvent être yeus en trois différentes manières , savoir : ou par une veiie directe , ou par 
réflexion , ou par réfraction ; par une vetie directe , comme sont vous communément tous les objets que 
l'on regarde ; par réflexion, comme le sont ceux que Ton voit par le moyen d'un miroir ; et par réfraction, 
comme le sont ceux que l'on voit au travers de quelque corps transparent > comme au travers de l'eau , 
ou du verre. 

Et de là naissent trois parties de la perspective prise en général, sçavoir : la perspective, la catoplrique, 
et la dioptrique. 

La première , qui retient le nom de perspective , nous apprend à représenter les objets qui sont vous 
d'une veiie directe , et rend raison de leurs apparences. 

La cald|>trique nous enseigne de quelle manière les objets peuvent être veus par réflexion, et noua en 
explique les causes. 

Et la dioptrique nous montre comment le sont ceux qui sont veus par réfraction. C'est de la première 
dont j'entreprends icy de traiter. '^' ^' 

SI 
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la figure des objets que par des faisceaux de lumière envoyés ou réfléchis par cha- 
cun des points de leur surface visible , et qui , en entrant dans Fœil , subissent des 
lois qui les mettent en élat d'agir distinctement sur Torgane de la vision , et de 
donner à Tâme l'idée de la couleur, de la grandeur, de la distance, etc., des objets 
d'où ils sont partis; que chacun de ces faisceaux est un cône de lumière dont le 
sommet est au point d'émission et dont la base est appuyée sur la prunelle de 
l'œil ; qu'enfin, lorsque les objets ne sont pas bien proches, les rayons qui com- 
posent un faisceau peuvent être regardés comme sensiblemmt parallèles entre 
eux , et même (ea égard à la petitesse de la prunelle de l'oeil ) comme confondus 
avec leur axe et ne faisant plus qu'une ligne droite avec lui : dans ce sens, il part 
de chaque point visible d'un objet un rayon de lumière qui arrive en ligne droite 
4 l'œil , et l'assemblage de fous œs rayons forme une pyramide de lumière , dont 
le sommet est au centre de la pruneile et dont la base est appuyée sur les objets 
exposés à la vue. 

3"" Cela posé : soit (fig. i) ABCD le plan ou la projection horizontale d'un paral«- 
lélipipéde quelconque qui puisse être vu sans obstacle par un œil placé dans un 
point donné projeté, par exemple, au point E. Soient AE, BE, CE, etc., les 
projections des rayons qui, partis chacun des angles du parallélipipède , abou- 
tissent au centre de la prunelle et forment la pyramide de lumière dont nous ve- 
nons de parler; j'imagine ensuite que cette pyramide soit obligée, pour arriver 
à l'œil , de traverser une surface quelconque diaphane que, pour plus de simpli- 
cité, je supposerai d'abord plane, verticale et représentée au plan par FG; et 
concevons que chaque rayon qui la compose, en se tamisant au travers de cette 
surface, teigne le point par lequel il passe de la couleur du point de l'objet d'où 
il est parti. 

Il est clair que l'assemblage de tous ces petits points colorés formera un tableau 
que l'œil placé au point E ne distinguera pas de l'objet même, et qui sera par 
conséquent sa perspective vue du point E. 

4* La perspective d'un objet donné peut donc éir^ considérée comme la coupe 
ou la section d'une pyramide donnée par une surface qneicouque aussi donnée de 
nature et de position ; et cette surface est colle du tableau sur lequel se doit des- 
siner la perspective. 

6^ Il suit encore de là que la perspective du corps ABCD sera i^nfermée dans 
les limites fg^ et que les diflërenls points/, a^b, g seront la projection des points 
du tableau , sous lesquels sont vus du point E les points correspondante de l'ol^fet. 

6* Soit menée siir FG la perpendiculaire EH qui , mesurant la^distance de Tœil 
au tableau, s'appellera rat/on principal; et concevons que le point H soit la pro- 
jection d'une verticale tracée sur le tableau , qui , étant par ooaséqueAt eonauede 
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portion , soit un terme de comparaison auqael noas rapportions les différents 
points/^ ayb,g, etc., et serve à distinguer, parmi les dimensions horizontales 
de la perspectÎTe, edles qui sont à droite et celles qui sont à gauche ; il est clair 
que chacun des points de la perspective se trouvera sur le tableau éloigné de la 
verticale que nous venons d' i m agmer, d'une quantité égale à la distance de sa 
projection au point H. Parr exemple, le point B mis en perspective sera à droite de 
la verticale et éloigné d'elle d'une quantité égale à/II ; il en est de même de tous 
les autres points. Cependant cela ne suffit pas pour les déterminer, il faudrait 
connaître la position de chacun d'eua^à une autre ligne connue de position; c'est- 
à-dire que nous avons toutes les dimensions horizontales de l'objet, en les rap- 
portant à une verticale dont on connaît la situation; cherchons donc toutes les 
dimensions verticales et rapportons-les à une horizontale connue, et il sera facile^ 
par la comparaison des unes avec les autres, de les mettre en perspective; pour 
cela , faisons une élévation ou une projection verticale de tout ce que nous avons 
projeté au plan. 

T Parmi l'infinité d'élévations qu'on pourrait faire, choisissons , pour la plus 
grande comuodilé et po<ir des raisons que nous verrons dans la suite , celle dans 
laquelle le tableau est représenté par une seule ligne de terre et par conséquent 
perpendiculaire à PG. 

Soît donc IKLM l'élévation du parai lélipipède, NO celle du tableau, et P celle 
de l'œil. De tous les points visibles de l'objet, menons au point P des droites IP, 
KP^ etc., qui représentent en élévation les mêmes rayons de lumière que les 
droites A£, BE,etc. représentent au plan. Gela posé, faisons encore le même 
raisonnement que nous venons de faire, et considérons que les points I, K, /, 
m, etc. d'interseaîon de ces droites avec la ligne NO sont, en élévation , les points 
du tableau sous lesquels l'œil plaeéen P voit les points correspondants de l'objet, 
et que la perspective du oorps IKLM se trouve renfermée entre les limites tm; si 
donc BOUS menons, de même qu'au plan, le raycHi principal PQ perpendiculaire 
à NO, et si nous conoevons sur le tableau une horîsont»te passant par le point 
Q, cette ligne connue de position sera un nouveau terme de comparaison auquel 
nous rapporterons les différents p(»nt&i, *, /, m, etc., et servira à distinguer, 
parmi les dimensions verticales , celles qui sont supérieures d'avec les inférieures, 
de manière que la distanee de chaque point de la perspective à ia ligne horizontale 
que nous venons d'imagiur sera égale i l'intervaite compris entre le point Q et 
la priîeetion de oe point à i'éiévatiott; par exemple, le point K mis en perspec- 
tive sera au-dessous de rbsriiontale et éloigné d'elle de la quantité KQ« 

9!" Ced bien ^entenib., eonnaissMit les distances de tous les points de fa per- 
spective à deux droites données sur le tableau , rurn verticale et ('«utre horizon- 



— i64 — 

taie, il sera bien facile de les rapporter , et voici comment. Soit nofg le tableau 
vu en face , TV et RS les lignes verticale et horizontale. Tune représentée au plan 
par le point H , et Taulre dans réiévaiion par le point Q ; et supposons qu'il faille 
mettre le point B en perspective , nous savons qu'il doit être à droite de la verti- 
cale de la quantité fH ; portons donc /H de W en X, et menons par le point X 
une parallèle à TV qui renfermera nécessairement le point que nous demandons. 
Mais comme le point B est la projection horizontale de deux centres représentés 
en élévation par les points K, M , supposons qu'il ne s'agisse encore que du point 
K qui doit ôtre (article 7") au-dessous de l'horizontale de la quantité KQ; por- 
tons donc KQ au-dessous de RS et de X en. Z, et le point Z sera la perspective 
demandée du point B. 

On mettra de celte manière tant de points que Ton voudra de l'objet en per- 
spective et par conséquent tout l'objet. 

O"" On pourrait, sans mener de parallèles , porter avec un compas l'intervalle 
/H de W en X , et avec un autre intervalle QK de W en M, et de suite : des points 
X et M comme centres , et avec les ouvertures de compas, décrire deux arcs qui , 
par leur intersection, donneront plus commodément le point demandé Z. 

iO'' Le point W d'intersection de Thorizontale du tableau avec la verticale 
s'appelle le point 4e vue de la perspective et est celui vis-à vis duquel doit être 
l'œil du spectateur, ù la distance du rayon principal , pour que le tableau fasse 
l'effet que l'on désire. 

iV II n'est personne qui ne se soit aperçu que des lignes parallèles exposées à 
la vue, et prolongées à une certaine disiance, paraissent concourir en un même 
point et former un angle par les extrémités, parce que, lorsque les objets sont 
hors de la portée ordinaire de la vue, nous jugeons de leurs dimensions (toutes 
choses d'ailleurs égales) par l'angle sous lequel arrivent à lœil les rayons de 
lumière qui parlent de leurs extrémités. Leur intervalle, en effet, qui est tou- 
jours le même dans tous les points (fig. 2), doit, à mesure qu'il s'éloigne 
(le l'œil, être vu sous un angle moindre, jusqu'à ce qu'enfin , si on suppose les 
!ignes poussées à l'infini, cet intervalle, qui est une quantité finie, devienne infi- 
niment petit ou nul , par rapport à leur longueur. 

12' L'œil voit donc les lignes parallèles concourir en un seul point; mais, 
pour juger de ce concours, il imagine une autre ligne parallèle aux premières, 
qu'il fait passer par le centre de la prunelle et à laquelle il- compare les autres 
qui lui paraissent se jeter sur celle-là. Qu'on se place, par exemple, dans une 
avenue d'arbres et presque sur une des rangées , les autres paraissent se porter 
sur celle auprès de laquelle on sera ; de là nous allons tirer des conséquences 
avantageuses pour la perspective. 
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iS"" En eiïet : soit, pour exemple, AFDCJG {fig. 3) le plan de l'angle d'un en- 
tablement d'architecture composé de lignes parallèles horizontales. Soit QR le 
tableau y L le point de l'œil , et LK le rayon principal : suivant ce que nous venons 
de dire , c'est dans une ligne LM parallèle à CD , BE , AE , etc. que l'œil voit leur 
point de concours. LM peut donc être considéré comme la projection d'un rayon 
de lumière envoyé à Tœil du point de concours des parallèles cl doit donner, avee 
son intersection avec le tableau, le concours des parallèles mises en perspective ; 
mais comme ces lignes sont horizontales, LM le sera aussi , et le point N , où elk 
rencontre le tableau, sera nécessairement dans l'horizontale du tableau ; si donc 
on porte sur la perspective l'intervalle KN de K en n, le point n sera la perspec- 
tive du concours des parallèles dont il s'agit. 

44'' En conséquence, si on met les points A,B, G en perspective par la mé- 
thode indiquée (art. 7, 8 et 9) , on aura les points a , 6, c, par lesquels on mènera 
des lignes au point n , qu'on terminera suivant les conditions. Si les points D, E, 
F, par exemple, sont au plan les projections des extrémités des parallèles, on 
mènera les lignes DL, EL, etc., indiquant la position horizontale de ces extrémi- 
tés; c'est-à-dire que celle de la ligne DC se trouvera en perspective à gauche de la 
verticale , de la quantité Ka; par conséquent si , sur le tableau, on prend sur 4m 
un point éloigné de la verticale de la quantité Kc/, ce qu'on fera en menant à même 
distance la parallèle TS, on aura le point demandé. On fera la même opération 
pour les autres points E , F. On conçoit que ce que nous venons de dire pour un 
des côtés de Teniablement peut aisément s'appliquer à Tautre. 

IS"" Si les parallèles , au lieu d'être horizontales , étaient inclinées, le point de 
concours ne se trouverait plus sur l'horizontale, mais au-dessus ou au-dessous, 
suivant leur position. Soit {fg. 4) DEGJ le plan de l'entablement d'un fronton 
dont le sommet soit ABC ; que KN représente le tableau, et LK le rayon princi- 
pal ; il est clair que , comme au plan , les deux côtés du fronton et le reste de Ten- 
tablement sont dans les prolongements les uns des autres, si on mène LN parallèle 
à DG, le point 14 sera la projection des trois différents points de concours qui 
appartiennent aux trois espèces de lignes qui composent Tobjet, c'est-à-dire que 
ces trois points se trouveront dans une même verticale, éloignée de celle du tableau 
de la quantité KN. Soit maintenant dfgi l'élévation du fronton, nK le tableau , et 
iK le rayon principal ; soient menées par le point /, les lignes /m, In parallèles, 
Tune au côté ad du fronton, et l'autre au côté ai ; les intersections m et n de ces 
deux lignes , avec le tableau prolongé s'il est nécessaire^ nous indiqueront de com- 
bien les deux points de concours qui conviennent aux deux côtés du fronton 
doivent se trouver au-dessus ou au-dessous de l'horizontale, comme on le voit sur 
le tableau MNOP. 
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MÉHOIKE SUR LA PERSPECTIVE CONSIDÉRÉE COMME VffE DES APPLICATIONS 

DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

J'ai divisé ce mémoire en trois parties. 

Dans la première , je montre comment, en effet, les méthodes graphiques de 
la géométrie descriptive s'appliquent à la perspective, en faisant voir que ce n'est 
qu'un cas particulier d'un problème plus général , savoir : Couper par un plan un 
système de droites divergeant d^un point tmique, et que, dans ce cas particulier^ on 
suppose que le plan sécant , qui en perspective prend le nom de tableau y se trouve 
parallèle au plan vertical de projection. 

Dans la seconde partie, j'applique les méthodes graphiques, exposées dans la 
première partie comme une conséquence des principes fondamentaux de la géo- 
métrie descriptive, à la perspective proprement dite. 

Dans la troisième partie , je fais voir comment les principes de la perspective, 
amsidérés sous un point de vue plus général ^ peuvent être employés utilement à 
la recherche et à la découverte de certaines vérités géométriques, et cela en se 
guidant sur l'exemple de plusieurs géomètres anciens qui ont fait de la perspec- 
tive un fréquent emploi dans leurs recherches géométriques. 

PREMIÈRE PARTIE. 

T fcé> ri . géAéi.1.. 

*• Soil donnée la ligne de terre LT (fig. a) et par conséquent les deux plans 
vettical et horizontal de projection. 

2^ Soft donné un point a (ayant pour projections o* et o*) situé en avant du 
plan vertical de projection, mais étant, ou au-dessus, ou au-dessous du plan ho- 
rizontal de projection. 

8* Soit donnée une droite D (ayant pour projections D* et D*). 

4* Soit donné un plan T parallèle au plan vertical de projection , mais situé 
e«tre ee (dan et le point a. 

Ceb poaé : 

On ëemande de eonstrairela droîte D, râtersection du plan T et an plan P 
déterminé par la droite D et le point o. 
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Or, pour résoudre ce problème de géométrie descriptive^ ik>us savons qu'il 
suffit de mener par le point o une droite D' parallèle à la droite D , et de chercher 
les points d et d' en lesquels les droites^ D et D' sont respectivement coupées par 
le plan T. 

Dès lors 9 D.'' passera par les points (f et c('% et D.'^ ne sera autre que la droite 
H' trace horizontale du plan T, puisque ce plan T est vertical (ou en d'siu- 
très termes , puisque le plan T est perpendiculaire au plan horizoïital de pro* 
jectiûo )• 

§11. ^ 

Si la droite D, au Heu d'avoir une position quelconque par rapport au plan T, 
lui était perpendiculaire^ la construction de la projection D/ serait plus prompte; 
et en efl*et , la flg. (0) nous fait voir de suite qu'il suffit de construire le point (f, 
car la droite D." passe par le point d^^ qui est donné, qui est dès lors un point 
fixé d'avance par les conditions du problème. 

% \\\. 

Si la droite D était horizontale, la fig. (c) nous montre que, pour obtenir It 
solution, il faudrait effectuer toutes les constructions exigées dans le cas où la 
droite D a une position arbitraire dans Tespace par rapport au plan T. Toutefois 
il faut remarquer que , dans ce cas , la droite D'*" est horizontale. 

Si la droite D, tout en étant horizontale, ne fait pas avec le plan T un angle 
quelconque , mais un angle particulier, et ainsi , par exemple, «i angle égal à un 

tingle demi-droit, il est évident (/igr. rf) que dans ce cas on aura : oV^^=pd'*a=po^. 
Ainsi , le triangle opé! de l'espace sera rectangle et isocèle. Pour déterminer la 
droite D.*', il suffira donc ^ construire le point d''' et de porter, sur la parallèle à 

LT menée par le point o"", une distance oM"* égale à 0^ ou égale à la distance du 
point 0^ à la trace H* du plan T ; et en unissant les deux points cT et <f % on aura 
la ligne D,'. 

ReDuurqmms que la duoila D étant supposée horixontale et faim un angle de 
Vôf" avec le plan T, peut avoir deux diraetions ; car elle peut fiaiire cet angle de W 
en étant dirigée vers la droite , ou en étant dirigée vers la gauche par rapport a« 
point ; si elle est dirigée *vers la g^ache du point o, oomnd l'iadiqiie la fig. {é)y 



— 168 — 

on devra porter o^d^s^nTp à gauche du point o**, et le contraire aura lieu dans 
Fautre cas. 

V Soit donnée la ligne de terre LT , et par conséquent les deux plans vertical 
et horizontal de projection (Jig. e). 

2" Soit donné un point o (ayant o" et o* pour projections ) , ce point o étant en 
avant du plan vertical de projection, mais pouvant être situé au-dessus ou au- 
dessous du plan horizontal de projection. 

3* Soit donné un plan T, vertical et parallèle au plan vertical de projection^ et 
situé entre ce plan et le point o. 

i"" Soit donné un point m (ayant m*' et m^ pour projections )| mais situé entrt 
le plan T et le plan vertical de projection. 

Cela posé : 

On demande de trouver le point de rencontre du plan T et de la droite unissant 
les points m et o. 

Ce problème peut se résoudre de diverses manières , que nous allons successi- 
vement exposer et exfiminer en vue des applications de la géométrie descriptive i 
la perspective. 

Si l"" par le point m on mène trois droites horizontales^ Tune G perpendiculaire 
au plan T, et les deux autres D et B faisant avec le plan T des angles de ly (la 
droite B étant inclinée à gauche, et la droite D étant inclinée à droite). 

Si 2* par le point o on mène trois droites G', B', D' parallèles aux droites G, 
B et D, l'on aura six droites qui couperont le plan T ; et Ton aura dès lors six points 
qui, unis deux à deux, donneront trois droites G., B„ D, se coupant au point 
m, demandé. 

Or, puisque les droites B , D , B' et D' sont horizontales et inclinées à 45* sur le 
plan T, il est évident {fig. e)^ d'après ce qui a été dit ci-dessus , que Ton aura : 
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et 
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On voit donc de suite que, pour construire le point »C il sufSra (fig*/) de 
mener par les points o" et m" deux droites parallèles à la ligne de terre LT, sa- 
voir, Y et X, et de porter : 

4*" A droite et à gauche du point m% sur l'horizontale X^ 
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=c ) in*<^= la distance de la projection horixoAtale dii p6iikt m à la trace 



m^iT = ( horizontale H* du plan T ; * 

2* à droite et à gauche du point cl' sur Thorizontale Y , 
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-^o^d^c=ioY*=sla distance de la projection horizoùtale du point o à la trace 

^^=1 horizontale H* du plan T ; 

« • 
ensuite d'unir les points b" et b'% cf et cT, m'' et o% par des djl^oites B*, D"vG,% 

qui devront se croiser en un même point m,*" qui sera le point demandé. 

Si Ton remarque attentivement la fig. (/), et qu'on la compare à la fig. (e),on doit 
Yoir de suite que Ton ne s'est point donné le point o\ et que l'on opère d'après 
ee principe fondamental en géométrie descriptive ^ savoir : Qu'un point eH ccnnu 
de position dans C espace y brs^e ton connaît l'une de ses projections et sa distance au 
plan sur lequel la projection est donnée. 

Or, dans la fîg. (/) , la projection verticale o" du point oest donnée grapkiquenientf 

et la distance du point o au plan T nous est donn^ en .o^'cf'' ou o*6'% 

§ VI. 

Nul doute que si l'on voulait trouver de la manière la plus simple le point 
m, y en lequel la droite A qui unit le point o au point m coupe le plan T, il ne fallût 
employer la construction indiquée par la fig. (g). 

Mais cette construction ne peut être employée qu'autant que le point o^ existe, 
qu'autant dès lors que la grandeur du papier permet de fixer ce point c/". 

Or, dans les applications de la géométrie descriptive à la perspective, la droite 
H* est toujours à l'extrémité inférieure de la feuille de papier, et l'on se trouve 
dès lors contraint de donner à part la distance du point o au plan T ; c'est ce qui 
oblige forcément à employer la construction indiquée par la fig. (/). D'ailleurs nous 
allons exposer ci-après les conditions imposées en perspective, et Ton reconnaîtra 
la nécessité de la construction donnée fig. (/). 

Toutefois les questions préliminaires que nous venons de résoudre nous seront 
d'un grand secours pour démontrer que les méthodes graphiques de la perspective, 
ne sont autres que celles que l'on emploie en géométrie descriptive lorsqu'il s'agit 
de résoudre tin problème au moyen des projections orthogonales. 

§ VII. 

Imagiaons use série de droites parallèles entre elles D, Î>',D", .. , mtôs obliques 
au. plaç T, lequel sera toujours parallèle au pkut vertical de proiection (fy* h). 



fiar chacune de (^ drpite^D^ B', D"*.. et le point o^ iaisons passtt un pla et 
cherchons l'intersection de chacun d'eux avec k ^au T. 

Désignons par D,, D/, D/'.... l'intersection du plan T et de chacun des plans 
respectifs (o, D), (o, B') , j^o, B^).... Pour t>és^udtre le ^W>blème proposé , il fau- 
dra V mener |iar le^int a une droite K parallèle au iaisoeau des droites paral- 
lèles données D, D', D"... ; 2* construire le point ic en lequel la droite K perce le 
plan T ; et S"" construire les points d, d'j d!'... de rencontre de chacune des droites 
dennées Ms D\ D\«. tif^ le plan T. 

Cela foit : 

fin unissant le point V avec chacun d^ points cT , d^, d"*..., on aura les droites 
D,\ B/% D/'*..., qui Béronl les projections verticales des droites demandées t>, , 
9/yD/'..., leurs proje<^tions horizontales n'étant autres que la droite H*^ )frace 
iMoHzontale du plan T, puisqtie ce plan T est vertical. 

Ainsi l'on voit, qu'ayant construit le point X:% poîht de Cùncovàrs de toutes lès 
dtoUcsB') D»'*, D.***..., il sofBiB, pour les déterminer, de construire pour cha- 
cune d'elles un setl pOiM } ^linsi : 

le point dp pokMr b droite D,'' } 
_ (f «^ _ _ D/'î 

— rf*^ — — D/'*; 
-^ etc. — — etc. 
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Imaginons que le feisceàu des droites parallèles données soit parallèle au plan 
T{ n'ayant d'ailleurs rien changé aux conditions établies ci-dessup), {fig. t). 

La droite K sei^ parallèle au plan T. Le point de concours k'' sera dès lors situé 
à l'infini ; dès lors aussi les droites D/, D,'^, T) /""... seront parallèles entre elles et 
aux droites D%D'% D'\.. ; car il est évident que les droites D,D', D".-. etC,, 
ft/, D/',.. seront parallèles entre elles. 

Cela posé : 

ïl suffira de construire un point de chacune àe& droites B/, B/% D/"',.. 
pour que l'on puisse tracer ces droites . Or de qu'il y a de plus simple est 
de construire les traces horizontales 6^ b\ b"... des droites B, B', B''..., s^însî 4^^ 
la trace horizontale k de la droite K ; et les droites kby kb\ kb"... seront les traces 
hûrûonialwde3ptané(o^ B)»(o^B'), <o, B''); on uwa drac en les prâMft 6.» 
b;, ^VlesMioa» ^riÉDtiiah»daft4rMtesdM^ B/, D^"^*. Donc, Me. 



«il 



SI IVm suppose ifiie tes dMitesr dînméês B, B^ ^^ «mt vertksftiM (/Ig^ Af), 
dws les drofles oherchées B, , D/, D/^... seront aussi Terlicsles, et, pour déter- 
miner les droites D,% D.'^yD,"*...., il suflBra de construire m point de^ ebaevne è^ 
ces dernières droites pour qu'elles soient complètement déterminées , car leur 
point de concours sera situé à l'infini. 

Qr 9 il as^ ^ynlei^t quQ la «n/^ton sera lui mkm» quç çeUô donnée % \ni , ntiiS'Ia 
c(»$/tr^fctim ser^ p(us. ^î^^le , parce que le poiînt k et )e point <i^ se^ conJfcHMieB^ 4iinf 
le <^ patriioiitî^.^ui m^us. oçciipe. 

SX. 

si Ton suppose que les droites parallèles et données D, I/, D'",*.. sont parallèles 
à la ligne de terre LT, les droites D. , D,\ D/V** seront aussi parallèles à la 
même ligne de terre LT. Il suffira donc de déterminer un point de chacune des 

droites D/, D/% D/'%,.* pour qu'elles soient campléten^ent cQ|iii\tça <^. pos^t)^* 
Mais on ne peut déterniiner un point 4e c]^çune,d'oUes ei d'une mamèjresimpk^ 
qi^'au mojei[i d'un ch^^gement dç plan Tertic^ ^e prçj^çG^çin^ ef, qu4 s'effedve»^ 

de la manière suivante : 

• • • 

On prendra {fif^. l) un nouveau plan vertiçaldepro|ectipViy X'; p«irpen4iculaJi)çe 
au plan T; dès lors, la nouvelle ligne de terre L' T' s£»ra perpendiculaire à l'ancienne. 
LT : on déterminera les traces D'V D'"', D''*',... des droites données sur le nou^ 
veau plan de protection , ainsi que la projection ^'" du point o) 

Gela fait ; 

On unira le point a*" avec chacun des points D*", D"", D'^'^m* par des droiteaqui 
seront sur le nouveau plan vertical L' T'^ les traces des plans (o, D), (o, \>\ 
(o ) D"),... puisque ces plans sont parallèles à l'ancienne ligne de terre L^. 

Gela posé : 

La droite H% étant prolongée au-dessus de la ligne de terre L'T\ nous dopneni 
V, trace verticale du plan T sur le nouveau plan de projectic>n. 

Dès lors la droite V' coupera les droites o^'D"', o^'D'*", o^'D'"^'... en les points 
D."', D/"', D/'*'... qui seront, sur le nouveau plan de projection, les traces des 
droites cherchées D. , D/, D/'. Il sera , par suite , facile de construire les droites D/, 
1)/*, D/'%«.. qui seront parallèles entre ellea et i l'ancieEne ligne de terre LT (^). 



(*) Il est facile de recoimaltre dans ce qui Tient d'être exposé $ IX etX, le principe fondamental do 
la mélhode de peispeeUve doutée par MQm§$^ 4aos la Bémeife inéëil de 47aCk 
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. Si le faiMeao donné est cMipoié.de droites qui^ parallèles entre dles, se trou* 
vent perpendiculaires au plan T, alors {fi^. m) les droites D.*, D/', D/\«. ont pour 
pont de concours le point o*. 

§X1I. 

Si le faisceau est composé de droites parallèles entre elles, horizontales et in* 
dinées à J5* sûr le plan T, la fig. (n) nous montre que le point de concours de ces 
droites est situé sur la droite X , menée par le point o* parallèlement à la ligne de 

terre LT, et qu'il est situé en k"" à une distance oV du point o* égale à la distance 
du point o au plan T. 
^ droites inclinées ^ 45% en sens inverse, auraient le point Ae'* pour point de 

concours. 

« » '• ... 

, § XIIL 

* De ce qui précède on peut conclure , en se résumant, que les droites D,% !>,% 
D/'*,... projections verticales des droites D., D/, D/',.-- intersections du plan T et 
dés divers plans passant tous par le point o et respectivement par les droites D, 
D', D'V«- formant un faisceau de droites parallèles entre elles , ont un point de 
concours situé : i^'hors de la droite X, si le faisceau est incliné par rapport an 
plan horizontal et au plan T ; 2* sur la droite X, si le faisceau est horizontal ; et 
3* à l'infini, si le faisceau est parallèle au plan T, et que dans ce dernier cas les 
droites D.'', D/*", D/''... coupent la droite X, si le faisceau est incliné au plan hori- 
zontal sous un angle égal à celui que le faisceau fait avec le plan horizontal ; en 
sorte qu'elles coupent la droite X sous Tangle droite si le faisceau est vertical , et 
qu'elles sont parallèles à cette droite X, si le faisceau est parallèle à la ligne de 
terre; 4* si le faisceao est perpendiculaire au plan T, le point de concours est le 
point o*; et 5** si le faisceau étant horizontal se trouve incliné de 45' sur le plan 
T, le point de concours sera le point &" ou le point A"' (*) , et ce point est situé sur 
la droite X à une distance du point o'' égale à la distance du point o au plan T. 

% XIV. 

Étant donné un point m sur le plan horizontal et un plan T parallèle au plan 
vertical de projection , et un point o par ses deux projections <y^ et o% construire 



■ m « ■ ■ ' 



(*) Suivant que le faisceau est indioé ou à droite , ou à gaache , par rapport au plan T. 
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le point m,, intwsection du plan T el de la droite G qui unit les deux points m elo. 
Pour résoudre ce problème^ on peut employer trois méthodes distinctes : 

La première , dite : méthode directe; 
La deuxième , dite : méthode des points de concours; 
Et la troisième, dite : méthode des coordonnées. 

Nous allons exposer successivement ces trois méthodes et les constructions grâ» 
phiques que chacune d*elles exige pour déterminer le point m,*. 



§ XV. 

Méthode directe. 

Soit donné un point m situé sur le plan horizontal (fig. o); on construira les 
projections G\ G** de la droite G qui unit les points o et m. 

Le point m.^ sera donné immédiatement , puisque le plan T est vertical , et l'on 
en conclura le point m,*. 

Pour employer la méthode directe ^ il faut évidemment connaître les deux pro- 
jections o"* et 0^ du point o, ou pouvoir, en vertu des données , construire (au préa- 
lable) ces deux projections. 

S XVI. 

Méthode des points de concours. 

Première construction. Soit donné un point m sur le plan horizontal {fig. p) par 
le point et le point m , nous ferons passer deux plans P et Q, et sans construire 
la droite G y intersection de ces deux plans P et Q , nous allons construire le point 
m. en lequel le plan T coupe cette droite G. 

Pour cela, nous tracerons sur le plan horizontal deux droites H' et H^ se coupant 
au point m, et nous construirons les droites A. et B., suivant lesquelles le plan T 
coupe respectivement les deux plans P et Q , ces deux plans P et Q se trouvent 
déterminés Tun et l'autre par le point o, et respectivement par leur trace hori- 
zontale H^ et H^ Pour déterminer les droites A, et B, , qui sont les traces des plans 
P et Q sur le plan T (ou en d autres termes les intersections du plan T avec cha- 
cun des plans P et Q), nous mènerons par le point o deux droites A' et B', res- 
pectivement parallèles aux traces H' et H^. Nous construirons les points a, b, 
d^ b'j en lesquelles chacune des quatre droites horizontales A ou H', B ou H*» k' 
et B' perce le plan T. 



En ^i^mi^ tes p|P|j^<i;eta',0A9(^ 

En unissant les points b et b\ on aura la.4^^^ 0, ; 

Et les lignes droites A,'' et B/ se çoupexqnt ea ij^^ poi^^ iii.% qui 8s^.f(| p{)ipt 
demandé. 

Par cette méthode on construit Iç po\nt m/ demanda » sans^ aypiç bei^^ de dé- 
terminer d*abord le po^it m!". 

Montrons maintenant pourquoi cette méthode a reçu le nom de méthode deg 
painis de concours. 

Si , au lieu d'avoir un seul point m, ô% a?ait une série de points m, m, m'\... 
situés sur le plan horizontal^ on ferait passer, par chacun d'eux, deux droites 
parallèles respectivement aux droites A ou H', et B ou H^ ; on aura donc , sur le 
plan horizontal, deux faisceaux de droites parallèles, que je désignerai par (A) 
ef(B). 

L'on devra d'abord faire passer par le point o et par chacune des droites du 
faisceau (A) un plan, et Ton aura ainsi une série de plans P, P\ P",... qui se 
couperont suivant la même droite A', et dont les traces sur le plan T formeront 
un fiiisceau (A,) de droites concourant en le point a\ 

L'on devra ensuite faire passer par le point o et par chacune des droites du 
faisceau (B) un pian , et l'on aura ainsi une série de plans Q , Q\ Q",... qui se 
couperont suivant la même droite B\ et d^nt les traces sur le plan T formeront 
un faisceau (B.) de droites concourant en le point b\ 

Dès lors les droites A^.. concourrçipt au poi^t ^'''^ et les droites B,*'... concour- 
ront au point 6'". 

Et les droites A.''... et B^"... se coi:\peront denu à deux et f espect^y^m^^nt q;i les 
points m/, m/'', m/'%... qui $ej?ontles points demandé^. 

On voit donc que les points a'" et é"" étant déterminés pour les droites V et B,'' 
le seront pour toutes les autres droites du faisceau (A,*") et dv faisceau (B/) , et 
qu'il suffira dés lors de déterminer les divers poit^ts a*'.», et 6*'... app^artenant apx 
diverses droites A/. .. du faisceau (A.'') et aux diverses droites B,\.. à^n faisceau (B/)^ 

C'est ^ cau$ç de Ten^ploi de^ ppints a"' et b'"" que cette méthoAô a reçu le nom 
de méthode de$ pojtnis de, concours. 

Deuxième construction. Au lieu de mener par le point m deux droites horizon- 
tales de direction arbitraire , on peut ne mener {fig. q] qi^'une seule droite A de 
directic^i arbitraire , l'autre droite D ayant une direction déterminée de la manière 
suivante. 

Dupçint a cçmmQ centra ^i avec^ poMr rajon, oq décrira un cercle C cau- 
pant la trace H* en un point c/ , et la droite D sera celle qui unit les points m et d» 
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Dés lors , du point a"" (point de concours de la droite A.'') comme centre et avec 

un rayon égal à o^a'*, on tracera un arc ae cercle coupant la droite X ( menée 
par le point &" parallèlement "à ^ ligne ^ lérk*e LT ) en un point cT qui sera le 
point de concours de la droite D/» Le point m/ sera l'intersection des droites 
A> et D/. 

On voit donc que par cette méthode » qui n'est qu'un cas particulier de la ioi'é- 
thode générale dite des points de concours, on h'a qu'à tracer, au moyen de la 
règle et de Féquerre , une droite A'* parallèle à la droite A , et que le reste dé la 
construction s^effectue au moyen du compas et de la r<^Ie seulement. 

Cette méthode spéciale, que nous venons d'exposer, est dite : méthode par 'ta 

corde de tare , parce que la droite D est la corde prolongée md de l'arc C. 

TrùUUinecoMtructUm. L'on peut, au lieu de mener par le point m deux droites 
de direction arbitraire B et A, et dont il faut construire les points de concours, 
mener trois droites de direction spéciale et telle que l'on connaisse, d'avance et en 
vertu des données ^ leurs points de concours. 

Et en effet : 

Nous savons 1"* que si par le point m nous menons {fig. r) une droite horizon- 
tale A perpendiculaire au tableau T, la droite A/ passera par le point d* \ V que 
si par le point m nous menons deux droites horizontales et inclinées à iS"" sur le 
plan T (l'inclinaison de Tune étant à gauche, et l'inclinaison de l'autre étant à 
droite) , les points de concours de ces deux droites B et D seront faciles à con- 
struire avec le compas seulement, puisque l'on n'aura qu'à porter sur la droite X , 

in distance oV s= o*'d"';= o^ :s la distance du point o au plan T. 

En sorte que les points V" et cT étant déterminés, les droites D/, A/, B,'' le se- 
ront, et il suffira de la règle pour les tracer. 

Or, remarquons que l'on peut se dispenser de tracer les droites B et D ; car ce 
qu'il faut déterminer, ce sont les points b'' et cf , pour pouvoir tracer les droites B,' 

et D/; et il est évident que l'on a ma = a6 =s a''^'' et ma=iai^=zd'iC. 

On voit donc qu'il suffît, le point m étant donnépar ses deux projections m ^t 
ni'j de porter de a" en b" et en cT une ouverture de compas ^ale à la dUiance du 
point m au plan T. 

Par cette construction , il suffît du campas et de la règle pour construire le point 
m/, et la construction est indiquée dans toute sa simplicité dans la (îg. (i). 

On doit encore remarquer que celte constïuctîôta , qui est très-simple et très- 
expéditive , donne trn moyen de vérification , puîstJuérônconMfUÎt trois vHdtès 
qui doivent se couper en un même point m,'*(quiiest1epoint demandé). 
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% xvn. 

Méthode des eooréoimée$. 

Soit donné un point m sur le plan horizontal de projection et un plan T paral- 
lèle au plan vertical LT, et un point o par ses projections o* et o% on demande de 
construire la projection m/ du point m, en lequel le plan T coupe la droite G qui 

unit les deux points o et m. 

Construisons un second plan vertical de projection L'T' perpendiculaire au pre- 
mier plan vertical de projection LT (fig.s). 

Projetons sur ce nouveau plan les points o et m. 

Imaginons deux droites passant par le point m, Tune verticale, l'autre paral- 
lèle à LT (ou , en d'autres termes , l'une perpendiculaire au plan horizontal de 
projection, et Tautre perpendiculaire au second plan vertical de projection L'T ). 

Si, par chacune de ces droites et le point o, nous faisons passer un plan , nous 
auront deux plans qui couperont le plan T, le premier suivant une perpendicu- 
laire à E\ et le second suivant une parallèle à H' ; et ces deux droites se couperont 
en le point m, demandé ; et les projections^ sur le plan vertical LT, de ces deux 
droites se couperont en le point m/. 

D'après ce qui précède , la construction à effectuer est donc la suivante : 

V Mener la droite mo''y laquelle coupera la droite H' en un point m,*, et mener 
par ce point m/ une perpendiculaire à LT (laquelle perpendiculaire devra passer 

parle point m.*"). 
2* Mener la droite o^ne\ laquelle coupera V" (qui n'est autre que la trace H' 

prolongée) en un point m.*" ; porter rm,"' de e en t sur L'T', et mener par le point t 
une parallèle à LT (laquelle parallèle devra passer par le point nC). 

Le point m/ sera donc très-facilement déterminé. 

Et si l'on examine de près celte construction , on verra pourquoi elle.a reçu le 
nom de méthode des coordonnées. Et en effet, il suffit, pour déterminer le point 
m/ ( que l'on cherche) , de regarder LT et L'T' comme les axes des coordonnées , 
le point e étant l'origine. 

Et il est évident que é^etU sont les coordonnées du point m,^ Or, es est égal 
ft : rm^^ et et est égal à : Tm^"". 

Il suffît donc de tracer les droites G* (ou m?) et G*' (ou o'V) pour déterminer 
les points m.^ et m/\ et la construction s'achève avec le compas (^). 

(•)ll o*eftt pas difficile, maiotenant, de reconnaître dans ce qui précède la méthode do perspective 
«posée par Monge dans son mémoire inédit de 47S6. 
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§ XVIII. 

é 

Application analytique de la méthode des coordonnées, lorsque le point m est situé 

sur le plan horizontal de projection. 

Soit donnée sur le plan horizontal une courbe G, lieu des points m; les équa- 
tions de cette courbe seront : f{x, y) = et z = 0, en prenant les droites H* 
pour axe des x, et L'T' pour axe des y, et V* pour axe des z, le point [r étant 
Torigine des coordonnées (fig. s). 

Considérons le point o comme le sommet d'un cône 2 ayant la courbe G pour 
base , et proposons-nous de trouver l'équation de la courbe G, , lieu des points m, 
(ou en (t autres termes y on demande V équation de la section faite dans le cône 2 
par le plan T )• 

Gomme la courbe G, se projettera sur le plan vertical LT suivant une courbe 
identique G,*^ (qui sera le lieu des points m.'') , il suffira de donner l'équation de 
cette courbe G/ pour que le problème soit résolu. 

Désignons les trois coordonnées du point o par a> 6, y; ainsi Vpn aura : 

6=:(yo*, a==rqf, y = o^^'p'. Il faut calculer rm^"' et rmj". 

Ôr les deux triangles semblables m^'m/^r et nf'o'^'p' nous donnent : 



m,'V : rnC" : : o^'p' : p'w!" 



ou : 



d'où : 



II», r= 



Gela posé : 

Les deux triangles sétanblables mum,^ et mgo^ nous donnent : 



m^u: um :: go" : mg 

Infr — a? : y :: (« — a?) : (e +y) 
d'où : 

d*où enfin : 

"^•"^ (i+y) 

Désignant m?V par y, et m,*r par x, , on aura les quatre équations 



S3 
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* = (I) 

r(a?,y) = o (S) 

équations de la courbe Ç. 

V = -^^ (3) 

Et en éliminant x^ y, z entre ces quatre équations , 4xn aura Téquatioo 
^ (^. ) j/o a, 6y y ) = , qui sera celle de la courbe C/« 

iVoto. On voit ide suite qu'il suSil d'éliminer xeiy entueies trois équations 
(2, 3^ 4), puisque la première équation est2:=:0, at qneleB.iroisMitmficsQM 
fonctions que de x et de y. 

Effectuons l'élimination. 

De: l'équation (3) on tire: 

y =» — ^ (5) 

7 — y, 

Substituant la valeur y donnée par Téquation (5)^dans Téquation (i), on ob- 
tient , après les réductions : 

X = ZJ— : 2i («) 

7— y. 

en sorte que l'équation : 



/i(^^^^).{,^)i=« 



(7) 



sera l'équation de la courbe G,** ; car il est évident qu'il suffira de substituer dans 
l'équation (2)^ à la place de a; et de t/, les valeurs données par les éqtmtiom {6) 
st (5) j pour avoir régMalésn de la eourbe €/. 

§ XIX. 

Si le point m était situé à une distance h du plan horizontal de projection, on 
mènerait par ce point m un plan horizonlal R, qui aurait pour tracô verticale sur 
le plan LT, une droite V parallèleàLT et distante de cette droite de la quantité 
A, et on devrait considérer ce plan R comme un nouveau plan horizontal de 
projection , la droite V étanl h Tin<iy<^|jft H^e dbe ierre; dès lors il est évident 
que: 

1* Si Pon einplcid ia méthode des painu de ctmcoufrs (fip ^3» ^ devra 
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porter à droite et à gauche du point m' sur Y* les ouvertureà de compas 

m^a = m''b''^=^w!'dP^ el à droite et à gsrucheau poim o*' sur la droite X , les ou- 

▼erlures po*=o''6'*'=:o*'cf*', en sorieqtie les droites mV et b'^b"' et d''rf'*' se coupe- 
root au point m^ demandé ; 

2"* Si Ton emploie la métliode directe , la considération du plan R est fntifffe, 
car la fig. (ii) nous montre qii« le point m^ se déduit du point m!" de la même ma- 
nière que lorsque le point m était situé le plan horizontal de projection {fig, o); 

3* Si Ton emploie la méthode des coordonnées ^ la fig. (x) nous montre que les 
constructions sont identiquement les mêmes que celles employées dans la ûg. («), 
alors que le point m était situé sur le plan horizontal de projection ; seulement 
le point m"', au lieu d'èlrcf placé sur la ligne de terre- LT^ge-troisfe distainl de cette 
droite d'une quantité égale à /i, hauteur du point m au-dessus du plan horizontal 
de projection. 

Application analytique de la méthode eb'ta des* coordonnées , lorsque le point m 

est hors du plan horizontal de projection. 



Les coordonnées du point m," seront : x,=es:=i rm,*et : y,=ei = ci' := rm^ 
(fig.x). 

Or supposons que Ton ait une série de pokits m, m' y m'',... déterminant une 
«ourbe C dans l'espace. 

Les équations de cette courbe seront : 

^(y,z)=0 (2) 

L'équation (1) sera celle de la projection de la courhe G sur le plan horizontal 
de projection, et Téquation (2) sera celle de la projection de cette même courbe 
G sur le second plan vertical de projection L'T'. 

Gela posé : 

Désignant par a. S, y les coordonnées du point o, on aura : 

a =p7j ^=pr^ y=z p'o^ 

Et kst deuK ftriw^es «semblables m'^um!^ et tal'gt/' donn^ronk ; 



ffl^ : wi^ :: g^: v?g 



*. 
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on 




d'oA: 


In^r—x : y ;: («— x) ; («+jf) 


• 


my—x — s-i— — i 


d'oùencore : 






rrrr *(e+y)+»(«-*) 


d'oA enfin : 


* 



m, V = — T-^ — i- 



f î^'Lcft deui^ triangles semblables (m*'ttm,")et {m'''gV) donneront : 



ou: 



d'où: 



d'où encore : 



nCr—ziy :: (y — jk): (6+y) 



my — zss 3L1L f 

6 + y 



•»•' 



d'où enfin : 



6+» 



m, r = 



Oo aura donc les quatre équations : 



».= 



6 + ï 






(S) 



(*) 



s+y 
El en éliminant â;, y, s entre ces quatre équations, on aura une équation finale : 

qui sera celle de là courbe C,% lieu des points m.% et cette courbe C.» sera iden- 
tique (superposable) à la courbe C., section faite par le plan T dans le cône 2 
ayant le point o pour sommet et la courbe C pour directrice. 
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§ XXL 

Si Ton a^ait une série de points m, m'^ m" situés hors du plan horizontal 

de projection et distants de ce plan respectiToment des quantités h, h', hî\ on 

pourrait appliquer à chacun d'eux Tune des trois méthodes , ou directe , ou par les 
points de concours y ou par lês coordonnées ^ et Ton déterminerait les divers points 
m, ^ m, y m , 

Ainsi étant donnée une courbe G par sa projection G^, et connaissant la hau- 
teur de chacun de ses points au-dessus du plan horizontal de projection, on 
pourra facilement déterminer les divers points de la courbe G.^ 

L'une ou l'autre des trois méthodes peut donc s'appliquer facilement lorsque 
la courbe G sera donnée : f" par sa projection G^ et les cotes de hauteur de chacun 
de ses points (plans cotés et nivelés) , ou lorsque la courbe G sera donnée; 2"" par 
sa projection G* et sa projection verticale G*' sur un plan vertical quelconque 
( projections orthogonales ) . 

L'on doit remarquer que si la courbe G était donnée par ses projections G* et 
G% la courbe G"" étant tracée sur le plan vertical LT, plan sur lequel on doit 

construire les divers points m,^ de la courbe cherchée G.'', il pourrait arriver 

dans beaucoup de cas que les courbes G** et G^ n' enclievétreraient Tune dans l'autre, 
et que dès lors il y aurait confusion dans V épure. 

C'est pourquoi on doit préférer, lorsque l'on veut déterminer la courbe G/ par 
la méthode directe ou la méthode des points de concours , de se donner la projec- 
tion verticale de la courbe G, non sur le plan LT, mais à part^ sur un autre plan 
vertical» 

Aussi voit-on de suite que la méthode des coordonnées satisfait pleinement à 
cette exigence graphique , car les courbes G*", G"' et G/ sont toujours tracées sur 
des parties distinctes et séparées de la feuille de dessin , en sorte que V épure est 
parfaitement lisible. 

§ XXII. 

Si Ton avait une surface A , et que l'on voulût construire la section faite par le 
plan T dans le cône 1 tangent à la surface A et ayant le point o pour sommet , on 
voit de suite qu^il faut au préalable construire la courbe C^ contact du cône 2 et 
de la surface A# 

La construction des projections de la courbe G exige deux plans de projection , 
qui existent en effet, puisque l'on a le plan horizontal de projection et le plan 
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Tertical LT. Mais la courbe C é;ant 5^ur le plan LT, plan vertical sur lequel on 
devra construire la couibe C.', il y aui^ar^^ufusion sur Yépure. 

Pour éviter celte confusion il faut donc nécessairement employer un second 
plan veriical de projcciion ^i et ainsi p.-^r exemple 1^ plan. L!T' j^rj^eMliQuIaira au 
plan LT. 

Dès lors la courbe C seva déterminée par ses deux proj^alioAs Q^ et C, que 
l'on construira par poitUs et en se servant des mélbodgi exposées dajos^ le Cow6 de 
géométrie descriptive (*). 

Et de suite Ton voit que 1-on pourra employer aveci avania^d la méthode des 
coordonnées pour déterminer la (iouibe C,%. landis q^e remploi de la méthode 
directe , ei surtout celle des poinu de concours , serait inadmissible, vu la-muIUpli- 
cité des constructions à elTeetuer (**). 

C'est sans nulle doute parce que la. méthode des ordonnées osi appli<»kble à 
tous les cas et à tous les problèmes, qu'il s'agfsse de points ^ de droites, de courbés 
ou de surfaces ^ que Monge, qui a^aituoe tendance si heureiiseà généraliser los 
méthodes, s'est contenté, dans son Mémoire inédit de 1785, d'exposer la seule 
méthode des coordonnées , vue $aigén^ruUU (^^^).. , . 

DBtrilÈMËf PHKTtE, 

Applîoatîont des méthodcfl de la géométrie de i e iS ptiTeà la penfteetive. 

SI. 

Dan» la premièrer pSTrti^ de et mémoire, nôu* avmi^ résolu lé problème : 
Trouver le point de rencontre dune droite ou d'un plan avec un plan vertical T, parât- 
lêlê au plan vertieai cfe pfojtctiGn. Nous a^ons employé , potrf la solution de ce pro- 
Uéne toi Méthodes de fe géartiétfie descriinive fondées sur les projections 
ertkogpnales. Montmn» «aimcnaiit que toutes les constructions que nous 
avons exécutées sont identiquement les mêmes que celles employées en perspec^ 
tive par les divers auieurs (et même les anciens) qui ont écrit sur ce sujet ; nous 

(•) Voyez le Cour* de géométrie deicriplive, 4" partie, page 407, et 2« partie^ page 200. 

(*} Si l'on jette lea yeux sur la collection des épures gravées de PÊcole polytechnique, Ton verra 
(»vec un peu d'aUenlion) qm Viput» de la peftpeéiivè d^i ^iédtfneh* (Jiiî a été eltéculéô par Gtrmii, 
8OU0 la direction de Baehett9 , aê^kh profe^ur àrÉoéle#drU6hoique, eeiooistraiio pap iaifi^M<Nl« 
au coordonnées, 

( ) L'on doit faire remarquer avec quelle facilité l'on peut passer de la solution par la mélhode des 
ê$^ê9nn49i à la solution unélytiqw d'hit pttèlènn» d^persp^live» elrainsï iradtifre facrroment de la 
laague graphique en la langue eUgiàri^ue. 
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aurons ilès ]or« démoBtn^ Qve b ftar«^<4tfi«.«6t AUM»«das DppJieatiooa de la gé»- 
mëtrie descriptive. 

§ II. 

Étant donné : i"" un point m situé derrière un plan vertical auquel on donne le 
nom éeKUfleau, et situé à une hauteur z au-dessus d'un plan horizontal auquel 
on donne le nom de plan géam&tral , et 2" un point o situé en avant du iqpleau et 
distant du tabietni d*une quantité égale à f , et du plan géométral d'une quantité 
égale à A, on appelle perspective du point m la trace de la droite om sur le tableau. 
Or si roo recouchait le tableau sur le plîm géométral , la perspective des divers points 
m... donnés dans Tespace se confondrait, se brouillerait avec les projections or- 
thogonales <le ces divers potmès tn... sur le plan géométraL C'est pour éviter cette 
confusion, que Ton suppose que le tableau est transporté parallèlement à lui- 
même et derrière la projection sur le plan géométral des divers points m..., de 
manière à ce quêtant recouché sur ce plan géométral, ta Ogure qui se trouve 
tracée«iir lDi^MS.'s'<4Sflabrouil4e p<»s avec la iigure tracée sur ie plan géométral. 

Les données d'une perspective sont donc les projections m\.. des divers points m... 
de l'espace sur le plan géométral (fg. a).iOii donne à cette figure le nom de figure 
géométralcy et Ton dit : les points, les droites, les lignes du géométral ou qui sont 
au géontëÊndn 

La droite tcg^ qui est traeée«u gêométrtA ^ ^i en avam et tous les points du géo- 
métral , est le pied du tableau sur lequel doit être tracée la perspective des divers 
points m* .. . -En:8orle qu'-en "«tt^aissant d'im point int du géomélTa! une perpendicu- 
laire m^p sur la droite ory , on a en nt'p fa diâtanee du point m an tableau. 

Le géométral étâfit^lonvé, ainsi fpie la position de la droite xg par rapport au 
géométral, on a la position <lu l#M€»(i« {:iar rapport auK divers points m... de l'es- 
pace , ^u'il faut ffKpeUre en perspi^ciif e. 

On transporte la droite xye^ «ne droite x'y' qui lui est paraflèle €ft qui se trouve 
derrière tous teB-poifitsdu géométral ; cela fait, on se donne la position du pied 
de la iperpendienbire abaissée du point o sur le tableau ; le point o prend le nom 
de point de we , et le pied ^e la perpendiculaire prend 4e nom de point principal 
de la perspective. • 

Pour fixer le point prinoipa/^, on mène une droite H parallèle kx'y et à une 
distance égale à k , hauteur du point de vue aunlessus du géométral , et l'on pluM 
un point P sur cette droite H , qui prend le uem de ligne d'Aortsoit. 

Gela fait, un porte, à partir du peint P, â droite et à gauche de ce point et sur 
b droite II , une ouverture de>CQmpas égale i ta liietance i du peint de vue au t^ 
bleaUf et Ton fixe ainsi deux points 3 et-d', qui plrsnnest ieuom de pmnis 4e dk^ 
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tance. Cela fait^ on a écrit graphiquement toutes les données de la perspective, et 
il s'agit de construire la perspective des divers points m..«. 

§ m- 

Avant de construire la perspective des points m..., faisons remarquer que toutes 
les lignes que nous avons tracées et que tous les points que nous avons placés jus- 
qu'ici sont identiquement les mêmes que ceux que nous avons employés lorsque 
nous résolvions le même problème par les méthodes de la géométrie descriptive ; 
seulement, lorsque Ton fait une épure de perspective , ces lignes et ces points sont 
autrement désignés. 
Ainsi : la Vigne xy, pied du tableau , n'est autre que la droite H'' {fig. v) ; 

la ligne x'y' n'est autre que la ligne de terre LT ; 

la droite H , ligne d'horizon , n'est autre que la droite X ; 

le point principal P n'est autre que o^ ; 

et les points de distance $ et d' ne sont autres que les points cf*' et à'''. 

§ IV. 

Pour mettre un point m en perspective , Pon emploie^ habituellement ^ deux 
méthodes, l'une dite : méthode des points de concours , et l'autre dite : méthode 
des échelles. 

*Nous allons exposer successivement ces deux méthodes, mais auparavant il faut 
dire ce qu'on entend par perspective d'une droite. 

Étant donnée une droite D dans l'espace, on appelle per^ec£tt;6 de cette droite 
la trace , sur le tableau, du plan qui passe par cette droite D et le point de vue o. 

Pour déterminer la perspective de la droite D , il suffit d'avoir deux de ses points ; 
l'un est la trace de la droite D sur le tableau, et l'autre le point en lequel le tableau 
est percé par une droite D' qui sera menée par le point de vue o parallèlement à 
la droite D ; ce second point prend le nom de point de concours de la droite D. 
Ainsi la perspective d'une droite D est déterminée par la trace d de cette droite et 
son point de concours c. 

On donne au point c le nom de point de concours , parce que si l'on a un fais- 
ceau (D) de droites parallèles entre elles , les perspectives de ces diverses droites 
passent toutes par le même point c. 

Le point de concours d'un faisceau de droites parallèles prend le nom de point 
de fuite , lorsque le faisceau est horizontal ; et il prend le nom de point accidentel 
lorsque le faisceau est incliné à l'horizon. 
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Le poiDt'deyiitted'un faisceau horizontal est toujours placé sur la ligne d'horizon. 

Le point acdcfen^e/ d'un faisceau incliné est placé hors de la ligne d' horizon ^ au- 
dessus ou au-dessous de cette ligne, suivant la direction du faisceau. 

On a donné le nom de point de fuite au point de concours des droites parallèles 
et horizontales , parce que ces droites ne se coupent qu'à Tinfini sur le plan 
horizontal passant par le point de vue; elles tendent donc à se couper en un point 
qui fuit toujours devant elles et jusqu'à l'horizon, qui est considéré comme une 
ligne située à l'infini par rapport au point de vue. 

Le point de fuite d'un faisceau horizontal et perpendiculaire au tableau n'est 
autre que le point principal P. 

Le point de fiiite d'un faisceau horizontal et incliné de 45** sur le tableau n'est 
autre que l'un ou l'autre des points de distance d et ô', suivant que ce faisceau est 
incliné à droite ou incliné à gauche sur le tableau. 



§ V. 
Méthode des points de concours ( ou de fuite). 

Pour mettre un point m en perspective, on fait passer par ce point deux droites 
quelconques A et B , et l'on construit les perspectives A** et B'' de ces deux droites, 
lesquelles se coupent en un point mf, qui est la perspective du point m. 

Pour construire les perspectives A' et BP, on est obligé de construire le point de 
concours de chacune d'elles ; or, on ignore à priori la position que ce point de con- 
cours prendra au-dessus ou au-dessous de la ligne d'horizon. C'est pourquoi , au 
lieu de mener par le point m deux droites quelconques , on mène deux droites 
horizontales , parce que Ton sait que le point de concours de leurs perspectives est 
situé, pour chacune d'elles, sur la ligne d'horizon. 

Mais, si l'on prend des droites quelconques, tout en les assujettissante être 
horizontales, il faudra toujours construire le point de concours de chacune de leurs 
perspectives. Il serait donc préférable d'employer deux droites horizontales, de 
direction donnée et* telle que l'on sache à priori où sera situé le point de concours 
de leurs perspectives; c'est ce qui arrive lorsque Ton fait passer par le point donné 
m trois droites horizontales , l'une perpendiculaire au tableau , et les deux autres 
inclinées à 45** sur le tableau; car l'on sait que le point de concours des perspec- 
tive* de ces droites est le point principal P pour la perspective de la première droite^ 
et l'un et l'autre des points de distance 3 et 3' (fig. a) pour les perspectives des 
deux droites inclinées à 45"" sur le tableau. 

D'après ce qui précède, pour construire la perspective d'un point m dont on 
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connaîtra la baufeur % au-d.^sus du p^an géoméired et la pro}ectioii m* ao 
tral^ on exécutera {fig. a) îe^ conslrucions suivanles. 

On abaissera Au point m* une perpendiculaire m^p sur la droiie xy, pied du 
tMeav.' 

On tracera une droite x'y' parallèle à la droite xy et distante d'elle d'une 
quantité % égale à la hauteur du point m au-dessus du plan géomélral. 

Sur la droite x'y\ et a partir du point p' en lequel la perpendiculaire m^p pro- 
longée vient couper cette droite, on portera à gauche et à droite uoe ouverture de 

compas égale i m'^p, et Ton fixera les deux points S' et a . 

Cela fait, les droites ad, è'i\ pP se couperont en ua même point nf qui sert 
la perspective du point m. 

Si Ton compare la Ug. (a) avec la fig. (r)* oa voit de suiieqve les eonitmctioiMi 
que nous venons d'exécuter pour déterminer le point nf sont idQttti<|ttenient les 
mêmes que celles au moyen desquelles nous avions construit le point m,*'; 
Kt qu'ainsi : le point p' {fig. a) n'est autre que le point m^ (fig. v) ; 

les points a et 6' ne sont autres <|ue les points fr' et (f ; 
le point m*" n'est autre que le point hii*" ; 
et que la droite x"y' n*est autre que la droite V. 
Nous pouvons donc en conclure que ce que Ton désigne par perspective d'un 
système de points m... n'esl autre chose que h projection vertioale de la section 
faite dans la pyramide (ayant pour hase la figure formée par tous les points m. . .) 
par un plan vertical parallèle au plan vertical de projection, et vice versd. 

Comme les corps dont on a à s'occuper en perspective , lorsque Ton applique 
la perspective à l'architecture, sont terminés par des surfaces qut ne sont autres 
que des cylindres^ des cônes ou des sphères, et que la plupart de ces corps sont 
composés de faces planes, cylindriques ou coniques on sphériques^ s'entre-coupant 
suivant des lignes droites ou suivant des lignes courbes qui se croisent elles-mêmes 
en des points qui sont des points remarquables du corps considéré , il s'ensuit que, 
sachant mettre en perspective un point, on sait tout ce qui est nécessaire. Ainsi , 
avec les principes exposés ci-dessus, nous pouvons affirmer que nous savons la 
perspective^ puisque nous avons à notre disposition une méthode, celle des points de 
concours ou défaite, qui nous yjermet de mettre en perspective un point, et par 
suite une ligne droite ou courbe. 
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Dans 1a première pnriîe du Cours de Géométrie descriptive j nous avons donnée* 
par te méthode des poîtits de concours et de fuiie, la perspective d'un polygone 
quelconqcre situé sur le plan géométràl, et d'un prisme dont les arèles élaient 
verticales y ainsi que d'une pyramide el d*un tronc de pyramide. Dans la deuxièive 
partie du même cours/nous avons donné la perspective d'un cercle situé sur le 
plan horizonlal ou dans un plan parallèle au plan horrzontal , ainsi que d'un cône 
complet el d'un tronc conique. Nous savons donc déjà m«'ttre en perspective tous 
les corps composés de prismes verticaux el de troncs cylindriques et coni(|ues à 
bases horizontales^ ainsi que de troncs pyramidaux à bases liorison taies. .Et 
comme la perspective ne doit (si l'on y réfléokit bien) n'être employée qu'à repré* 
senler, par son moyen, des conslruclionsarcliilccuirjiJes^ on reconnaîtra .sans 
peine que tout ce que nous avons donné <Ians la première et la ^leuxième partie 
du Cours de Géométrie descriptive y au sujet de U persf^ecâve ^ élait daffisa»t aux 
architectes. 

Mais il ne faut pas seulement avoir démoniré {si le puis employer celle exf^re»- 
sion) qu'en effei il suffit » pour les architectes, de savoir meltre en perspeclive des 
prismes , des Ironcsde pyramides et des pyramides , des troncs cylindriques , des 
troncs coniques et des cônes ; il faul encore démontrer (|ue la perspective ne doit 
être employée, par les ingénieurs, que lorsqu'il s'agit de conslructioiis architec- 
turales, et non de machines ou autres objets de constructions et d'industi^ie. 

C'est ce que je vais faire en peu de mots. 

La perspeclive déforme les objets , puisque des droites parallèles entre elles 
nous apparaissent comme des droites concouron/e^, et,qu'ainsi un parallôlograïame 
nous apparaît comme étant un. quadrilatère. 

Si l'on veut donc avoir une idée neue et exacte d'un corps, de sa forme, de ses 
dimensions, il ne faul pas avoir recours à la perspective pour le représenter. 

La méthode graphique à employer dans ce cas est la méthode des projections 
orthogonales. Deux- projections du corps, Tune sur le [)lm horizontal^ et l'autre 
sur le pian vertical , non-seulement suffisent pour nous faire connaître parfaite- 
ment le corps donhé et en toutes ses parties, mais seules elles permettent de bien 
connaître ce corps. 

C'est donc, lorsqu'il s'agit de construire en reliefs la seule .méthode des pro- 
jections orthogonales que/ Ion doive employer pour représenter un corpi; aussi 
les constructeurs ne se servent-ils (et c'est qu'ils ne peuvent et ne doivent pas 
faire autrement, sous peine (Terreur ) ^ue tics plans y coupes el élévations du corps 
qu'ils veulent exécuter. Toutefois la-perspective est une science utile aux archi- 
tectes, et' dont ils font sans cesse un emploi convenable et utile; car lorsqu'ils 
imaginent un nouvel écft/ice, il faut qu'il soit en harmonie avec les constructions 
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environnantes ; et comme le spectateur ne verra pas les constructions anciennes 
ëi nouvelles autrement que par ses yeux y et dès lors sous la forme perspective y il 
est Ijon que Tarchitecte fasse une perspective^ pour que Ton puisse tout d'abord 
juger de Y effet, et aussi de la manière dont les détails architectoniques de la nou- 
velle construction s'harmoniseront avec ceux des ancieones constructions qui doi- 
vent environner ïédifice projeté. 

§ VIII. 

Quoique nous puissions , à la rigueur j mettre en perspective toutes les lignes 
droites ou courbes d'un édifice ^ en sachant mettre en perspective un point -^ il ne 
sera pas cependant inutile d'indiquer comment on met en perspective une courbe 
située dans un plan, vertical P, lequel est : V perpendiculaire au tableau, ou 2" in- 
cliné à i&'sur le tableau , ou B"" incliné d'un angle arbitraire sur le tableau. 

m 

Premier cas. Soit donné un clan P vertical et perpendiculaire au tableau et une 
courbe E tracée dans ce plan P (fig. 6 )• 

La trace H' sera perpendiculaire à la droite ay^ pied du tableau. 

Cette trace H' sera en même temps E^, ou la projection survie plan géométral de 
la courbe E. 

Les données étant telles , la courbe E ne pourra être connue qu'autant que Ton 
connaîtra la hauteur de chacun de ses points m... au-dessus du géométral , con- 
naissant la projection m^... {au géométral) de chacun de ces mêmes points m 
Or la manière la plus simple de se donner la hauteur de chacun des points m. 
est de se donner le rabattement de la courbe E sur le tableau. Ainsi, faisant tour- 
ner le plan P autour de la droite Z, suivant laquelle il coupe le tableau, et recou- 
chant ce plan P sur le tableau , la courbe E viendra eu £. , et après le transport 
de la droite xy en x'y\ on aura la courbe E/ identique et superposable à la courbe 
J*^ , la droite Z étant venue se placer en Z'. 

€ela fait : 

Soit un point m* projection au géométral d'un point m de la courbe E, et pro- 
posons-nous de mettre en perspective ce point m. 

Si du point Z^ comme centre avec Z^m^ pour rayon , nous décrivons un cercle y, 
le point m* viendra en m,* sur la droite xy] et en transportant le tableau ^ et ainsi 
la droite ay en xy', on aura en w/ sur E/ le point m rabattu et transporté, et 
dès lors on aura en m/q la hauteur du point m au-dessus du plan géométral. 

Et si Ton remarque que la corde m *m7^ du cercle y est inclinée à 45' sur la 
droite xy, et que dès lors on a : ZSî? p=; Z*m,^, on verra de suite qu'il suffit de 
faire les constructions suivantes : 
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Unir le point m/ avec le point de distance i ; 

Mener par le point m/ une parallèle à la droite x'y' et coupant la droite Z' au 
point m" ; 

Unir le point nC' au point principal P. 

Les droites m/d et m^'P se couperont en un point nf qui sera la perspective du 
point m. 

Deuxième cas. Supposons toujours que le plan P est vertical ^ mais qu'il fasse 
avec le tableau un^ngle de 45"", alors sa trace H' fera un angle de iS"" avec la droite 
A;t/, pied du tableau (fig. y). 

Concevons une courbe G dans le plan P, sa projection C^ sur le plan géamétral 
ne sera autre que la droite H*, et sa projection orthogonale sur le tableau nous 
permettra de connaître la hauteur de chacun de ses points m... au-dessus du 
géométraU 

Lorsque le tableau sera transporté parallèlement à lui-même, et qu^ainsi la 
droite xy sera transportée en xy\ on aura en G" la projection verticale de la 
courbe G* 

Cela fait : 

Pour déterminer la perspective d'un point m de la courbe C il suffira d'exécuter 
les constructions suivantes : . 

Étant donné m^, élever par ce point m* une perpendiculaire à la droite xy', 
jusqu'à sa rencontre en nC" avec la courbe G**. 

Élever par le point Z^ en lequel se coupent les droites H' et xy une perpendicu- 
laire Z' à la droite x'y\ 

Mener par le point m'' une parallèle à la droite x^y' et coupant la droite Z' en 
un point m.. 

Les droites m^P et m3 se couperont en un point m' qui sera la perspective du 
point m. 

Troisième cas. Le plan P étant toujours vertical fait avec le tableau un angle 
arbitraire h 

Dans ce cas {fig. d) la courbe G est donnée comme dans le deuxième cas (ci- 
dessus), mais il ne faut plus unir le point m, avec le point de distance d, il faut 
déterminer le point de'/tate/des droites horizontales parallèles au plan P.; pour 
cela on abaisse du point principal P une perpendiculaire à la ligne d horizon H et 
du point P comme centre , et avec Pd pour rayon on décrit un quart de cercle 
qui détermine le point p. 

Cela fait, on mène par le point p une parallèle à H' qui coupe la ligne d'horizon 
H en un point/, qui est le point à^ fuite demandé. 



Dés lors les droites m,/ et m'P se «owpcat en.un immoI m', "^oi «M far perspeaOo* 
du point m. 

§IX. 

AppKmiUm 'de xe Vjitrf prétfède à rtn eùoemple parûciTiér. 

PfcûODS i^our e^âemple tme «oûte d'ârèle barrc-loagne ei wuppo9ùa% q»e le plun 
géaméiral n e»t PkUïre qne le plan de ttsûssaffice <ie8 ûeux doue\le» cylindri<|ues, 
faisant ainsi abstraclion des pieds-droits qui soutiennent la «T^te (fi^. fi)* 

La courbe B are de tôle du pelit €ylif>d^e sera ^n «deftii-^erete pai>allèle au 
tableau, on cofinatira sa projection au yéométral^ qui sera la Jrcâèe B^, ei sa pro- 
jection verticale, qui sera le demi-cercle B^îdeolique an demi-cercle !B. 

Dés lors la perspective du cercle B sera un cercle d'un rayon plus petit^et qu il 
eat Êicite de déterminer. 

La courbe E arc de tête do grand eylindre Mra une deiBÎ-elIipse ayant son 

grand axe en il et dont le demi-petit axe, qui sera vertical, sera égal au rayon du 
cercle B. 

^ courbe G intersection ^s deQxeyIindres des douéHes scira une demi-ellipse 
ayant ab pour grand axe et ayant son demi-petit axe, vei*tical, égafi au'^^yofn du 
cenele B. 

Pour mettre Tellipse E en perspective Oh se donnera smi rabd^ti^fflënt E', ; pour 
mettre l'ellipse G en perspeetrte on se dCMmera sa projection 'verticale C, qui ne 
sera autre que le demi-cercle B**. 

Cela feit, on exécutera les constructions indiquées ei^dessus (prertiier et 
troisième cas) pour mettre en perspective une série de points de chacune de cé« 
courbe» £ et C , et t'on aora pour résultai le dessin de penpeéfve (fig. p ) . 



Uéihode éuédmllei. 

Ckmctsvona un^poifetfirdans l'espnce (yi^. ir) pldoé dt^rièrt^le kêtettu, 4a pro- 
jectibA de cepotntm au géothéiibl ^tani m^ 

Traçons dans le plan -géomélral unedréite Y përpendioulaire 'an pied {«y du 
tableau et désignons cette ligne xy par X. 

Gonoetons par la droite Y un plan perpeadieriatre >Q Au plan féaiiié/r<t/,> il du- 
pera le tableau suivant une droite Z. 



t£M distaiMM da point «I ée l'eapaoe au ktUem el mi pbn Q, seroat donc égaies 



à tnf'p pour le tableau et à m*7 pour le plan Q. 

Transporieos le iaMeau parallèlement à lui-même, la droite xy ou X se trans- 
portera en^y ou X', et la droite Z se placera ei Z' perpendiculaire à X'. 

Nous pourrons nous donner sur la droite Z' la distance du point m au plan 

géoméiralf supposons qu'elle soit égale à aa\ 

Nous connaissons donc les trois coordonnées rectangulaires du point m ou ses 
distances aux (rois plans reclangulaircs des coordonnées , ces plans étant : XY ou 
le plan géométral^ YZ ou le plan Q, XZ ou le tableau. 

Gela dit : 

Donnons la ligne A^horhon H^ le point principal P et les points de distance S et 
y, et construisons la perspective m* du point m. 

Trois droites |)assenl par le point m : l'ordonnée x qui se projette au géométral 
en tn^ify Tordonnée j^ qui se projette au géométral en m^p et Tordonnée z qui est 

égale à a a , et qui est verticale. 

Cherchons les perspectives de ces trois coordonnées a:, y^ z\ ces perspectives se 
couperont au point m' demandé. 

Et d'abord la droite X a pour perspective X', la droite Z a pour perspective "l\ 
et la droite Y a pour perspective la droite Y'^ dont le point à^ faite est le ppii4 
principal P. 

Cela posé : 

Portant çur X' Touverlurede compas ay^rzap^ sur Z' Fouverturede compas 
n'a" égale à la hauteur z du point m au-dessus du géométral, on joindra le point 
principal P aveic les points p e4 a\ 

Portant sur X' Fouverture de compas ar :=zaq et joignant le point r' au point 
de distance if, cette droite iV coupera la droite Y' en un point q'. 

Gela fait on mènera par le point q d^vix droites , Tune parallèle à X' el coupant 
la droite p'P au point m'y Taiitre parallèle à Z' et coupant la droite a"P au point q'\ 

On achèvera le rectangle q'm'q"m* et Ton aura 6n son sommet m' opposé au 
commet q\ la perspective du point donné m» 

Si par le point p on menait une parallèle à Z\ et si par le point a" on menait 
une parallèle à X', on aurait en (fi!pYam'm^q"q) la per$pective du parallélipipède 
rectangle construit sqr les trois coordopnées Xy y, z, du point m (ce paraliéiipi* 
pède ayant Tune de ses faces daps le tableau et une autre face dans le plan Q). 

tce^ perspectives des trois distances j;, y , «i au tableau, au plan Q et au \i[^a 

.^iMBMHV «■■■.^M ■MMM^M 

^oniâra^»i»eron(don«»re^ec(i veinent, m*p\ m'q 9 ^m* 
Cea pef$p^^f!m$ m topl pn&at é^aie» auj^ .coordonnas 4u poînt m, ani^î leur 
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donnent-on le nom de distances dégradées da point m aux trois plans , Q , tableau 

et géométraL 

En examinant avec attention la fig. (ir) on voit sans peine que le point p" est la 
perspective de la projection du point m sur le tableau , que le point q'^ est la per- 
spective de la projection du point m sur le plan Q, et que le point m' est la perspec- 
tive de la projection du point m sur le géométraL 

On voit aussi : 

V Que Ton a m^tn=:q"q\ et qu'ainsi la distance dégradée du point m au jéo- 
métral est égale à la dislance dégradée de sa projection sur le plan Q , au même 
plan géométraK 

2"" Que Ton a m^q" = tnq' et qu'ainsi la distance dégradée du point m au plan 
Q est égale à la distance dégradée de sa projection sur le plan géomélral au même 
plan Q. 

3" Que Ton n'a pas, en général, m''p"z=zw!p et qu'ainsi la distance dégradée 
du point m au tableau n'est pas égale , en général, à la* distance dégradée de sa 
projection sur le géométral au tableau. 

Si Ton a une suite de points m... situés dans un plan V parallèle au tableau^ les 
distances dégradées de ces divers points au tableau seront , en général , inégales 
entre elles ; mais si ces points m... sont sur une horizontale B située dans le plan 
V, les distances dégradées de ces mêmes points m... au géométral seront égales 
entre elles^ et si ces points m... sont sur une verticale A située dans le plan V^ les 
distances dégradées de ces mêmes points m... au plan Q seront égales entre elles. 

Comme pour effectuer la perspective d'un point m on porte sur la droite X' les 
distances x et y de ce point m, et que l'on porte sur la droite Z' la distance z rie 
ce même point m, on a donné à ces deux droites X' et Z' le nom à^ échelles. 



8 XI. 

Les peintres se servent principalement de la méthode des échelles pour mettre 
en perspective les divers groupes de personnages et d'objets de toute sorte qui 
entrent dans la composition de la scène qu'ils veulent représenter sur la toile. 

Ayant disposé sur le plan géométral les diverses choses qui doivent être mises en 
perspective, ayant fixé le pied xy du tableau par rapport à ces choses y la hauteur 
du point de vue au-dessus du géométral ou plan de la scène à représenter, la distance 
de ce point de vue au tableau^ de manière à ce que l'ai/ de l'observateur embrasse 
d'un coup d'œil l'ensemble de la scène; et ayant, de plus, fixé la position du 
point prtfictpa/ et par conséquent la position que le spectateur doit avoir par rap- 



port à la Mséae , l9 peintre 6Py»Iqpp6 <^qf«),^t4't^i.PAr4^éKpip4<V^l!:^fMSl 
dont les faces latérales sont telles que deax d'entre p^e$,sa^|^]Pf^;i|l^ief,9p,|(i^f , 
et les deux autres perpendiculaires au^ tableau. Les deux dernières faces sont 
horizontales , Tune d*elles étant placée W te ptair géométral. 

Il met ensuite en perspective ce parallélipipède {fig. 9); et il dessine, sur sa 
toile 9 Vobjet qu'il veut représenter, de manière à ce qu'il' soit renfetiné <!àhs la 
perspective {q"r"m"n'q'r'm'n') du parallélipipède rectangle. 

C'est ainsi que le peintre place sur sa toile les divers personnages qui doivent 
composer la scène. . ^ 

Quant aux objets matériels et inanimés , composés de lignes (Iroîles ou de 
lignes courbes géométriques, en un n)pt, terminés par des lignes dont le tracé 
est rigoureux , il achève de les mettre exactement et complètement en perspective 
par la méthode des points de concours ^ après en avoir fixé préalablement la posi* ' 
tion sur sa toile par la méthode des éclielles. 



►— I» 



.1.1' I *' ' H "yil^" ' '- •■ 'i' -» , I .,.' ' c' ^ r j ' ', ' f» : \ 

» j _.^ . ^ '. j. i. . ,. .-V. X .• • .1.. /•'.■. .«Il» : 



Étant donnés la droite d'Aortzon H, le point priiùipal P, le point de tUstance i 
et le pied x^ du tableau ; v,. .. 

Si Ton jt>int un point a de la droite x'y^fixi pdfint P^ et si Ton divise, à partir du 
point a, la droite x'y' en parties égales, par les points 1 , 2, S, 4, 5,.,. en unis^ 
sant le point d à ces divers points de division, on aura des droites convergentes 
qui couperont la droite aP en des points i\ 2', 3', 4', 5'*.. {fig. A). 

Les divisions que détermineront sur laidroite.)oP eed dEtensipuîMs ne 'seront 
point égales entre elles \ elles iront en décroisaa At <)e .lok^ifueur dspols fo poiftt a 
jusqu*au point P. 

On a donné le nom d'échelle harmonUfu^ è là droite aP ainsi divisée. 



S xnt. 



.1 



Abaissons^u point de dtsUmee 3 unfe perpendiculaire ib sur la droite x'g'^ nous 
aurons le point b ; abaissons du point P une perpendiculaire sur la droite «y, 
nous aurons le point q. , 1 



èi^=rP9,par A^oqf.par df, aP par.diiet(a>l)pÉrtt; <'' ^' 
Dès lors '^âBft^rf — /. ^ i •' v^ ' * • 

Gela posé : * ' ' 



4M»--- 



ft • • 



/L!éipi^tiaD.^J9 ^it^ (^ i),8er;a t 



Desdeuf équation8.(i)et(2)^ Ton tire : 

* = ^ j. - (tt 

et... : I.! lu- ;'i: .1 

Les valeurs (3) et (A) sont celles des cooff^oilPées da point 1'. 

Gela posé : 

Si nous prenons, à partir dii'pdht'aet schr là droite x'y\ n dislances égales à 
« . il suffit de remplacer « par fti^ dana les valQurs de q;.et de g, données (3) et (JÙ. 

On aura donc : ' 

et '•..»,.* L' I •' ' 

- . K «f cil ■■ ■ " ■ '' f^ ! 



•<, "» 



4 + n« 



• • 



Si tsao^iiéalgMipftr)! Ik dnlattoe dû pbint a aui pokifr qvi^^ ritué-suii lar âroke n^, 
a pMahâ0ilrdimfiéB»fleiin«lel]ns<b)«fr:(9)v «m jum r 



1 ■ ■ 



3ili il 



itm t j i f t <■ ^iiK^^\i?. 



et pour te point suivant situé sur aP, on «aura : 



• ( 






.i ii 



De sorte que (/'—/) sera la longueur de la division effeètuéé sur Ift ârôitddP 
par deux convergp«A4Sipaclikitdil>pm|t Ife dhiwtu^d ^ ^wialter paMMh pméMiz 
points situés sur la droite x'y\ et distants du point a^Vm da.«» «t^l!Mlw4e 
(il + i)«« 



et comme {l^É^^ A* :=3 <i]P^ ppus pourrgns désigner h iQDÇueQr de cette droite par 
X, et nous aurons en définitive : 

« 

: ■ 

Wons pouvons nous donner les longueurs rf , a et L ^ en centimètres et piilli- 
métres, par exempte , et ainsi mettre des nombres^ dans la formule (8) , à la place 
' des longueurs linéaires; et dèâ lors, en faisant successivement n=:iy n = 2y 
ftœ^S,... dans la formule (8) , nôu» aurons les nombres N', N", N'",.- qW expri- 
meront, en centimètres et millimètres , la distance au point a des points i'^X^ (B'... 
dé division successive 4^ 1^ droite aP. 

' On pourra donc, dans tous les cas , au lieu de coQStruire ^aplnquemènt |a di* 
vision harmoni(fua de la droite aP^ /déterminer x^ette division f^ar le cal^l^ et cela 
au moyen de là formule (8) (*). 

ï XIV, • . 



Toutes les figurée apparaissent sous leur véritable forme lorsqu'elles sont situées 
sur le tableau. 

. $î J'op 9..yx^ svit<( à» ^d^'vçrtjcales sitti^ aur vn plaAP,p<a*s^l9l0AU.ia^/eatf 

.«t ^anjt tpiMtes ffktm^ l^r^^ur A^^ ell^ aoiis ai)|p9JratlrOQt i^ p«i;^iie^ti[e.«ii]i# Ja 
fori^e d^ l)$(]iii(dfi$ 4f W^^ largeur A.V largeur k' /ffpi p£.4^ pfui^g^i laJar- 
geur réelle k. 

§^ Ton suppose une suite dç plans P'., V'\ JP"^.« iKurallèles au fii6(M<i et é^ui- 
distants entre eux , de sorte qu'ils pa;*tagepat fdn paiiiçis égalea une 4ivite D par- 
,peu(^ulaire au taplçau^ et si To^ a une suite de ^aod^^e j^uÊpe largepr^<pkicées 
.^aps chacun de.cesplajo^, I9 fi^ri^qM^^ >des bandes du plan P'.ai^ront^itejprgear 
tf\ jçaile des bandes du pl^ P" a»ïr^ .we ^wgpwr A", jçt ^insi^e.syiijUu 

Il sera facile dç déterminer le rap{)ort qjui ^iste (ei^^e Ja largçuf* jr^Ue i[;;^t (^ 
largeurs &', *", A'", ... des bandes .çp fef^çci\ye} ^ (sÇet (J^j[. BJ| : ^ppp^ons flup Top 

4>lWM(e«4if l^Ai^Q\\%4ifii^ii%x\QS^t^mslsil^ 0»1q8 p9i«A9^^V^l?!'W•él|«idistants 

( * ) L'emplui -tfe wUp fui mul e swa uUl e lois q u e tes p o iiits tie dislaiioe Bw uut h o is du IoMrw , et qu'on 
00 pourra pas dès lors effectuer avec facilité » p^» ^e pvof)^ êraabiw^tfl^t dv^îf^n d0la4fPil^ 4d^ 
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eotre eux, de manière à ce qoe aq =^q'q" =>q^q^^±L' .i^.i et que a(f soit égal i la 
dblance du premier plan P' au f(t6/ea«;le8 divergeotesdg^df'^dqT",... couperool la 

^mmmm^ ^^^f^m^ ^m^^^^ 

droite 6P en les points 6',' 6", £^"\... et Ton aura dès lors en bb\ bb'\ bb'"^... les 
dists^nces dégradées harmoniquement des plans P', P", P"^— au tabteau^ 

Joignant lés points a et Pet menant par les points 6'^ j^", 6'",... des parallèles àâ^, 
on aura en a'b', a'b'\ a"'b"\... les largeurs dégradées harmoniquement des bandes 
placées J9ur les plans P', P", P'",... 

Ainsi ^=fc, ab*=k\ 7F'=k\...' 
,. Ce qui vient d'être dit n'est pas sans intérêt lorsqu'il s'agit de faire uneper 
speciivé au simple trait. Toutes les lignes tracées sur le /a6/<>air auront une certaine 
grosseur Ar, et toutes les lignes tracées sur les plans P', P", P'",... devront avoir 
respectivement les grosseurs k\ /c",/c'",... Parce moyen» le trait contribuera par 
lui-mémeà r^(?/de la per^pecdt;^. 

On devrait bien aussi avoir égard à la teinte du trait, ainsi les traits représ^- 
tant la perspective de figures placées ^lans les plans P', P", P'",.- ne devront pas 
avoir la même teinte; ils devront être d'autant moins teintés ou d'autant moins 
noirs que le plan co^isldêré sera plus éloigné du tableau 9 et la gradation des teintes 
sera harmonique en prenant pour échelle de dégradation , ce que nous avons dési- 
gné ci-dessus par échelle harmonique. On pourrait donc construire un diapason 
luxrmonique des teintes, analogue à celui ddnt il a été parlé au livre des ombres (*)• 

, • • Il 

S XV. 

Les deux méthodes de perspective ^ dites par les points de concours et par les 
échelles f et 'i\ue nèuH aVons exposées ci-dessus, nous permettent de mettre en 
perspective tous les corps composés de faces planes et toutes les figures planes com- 
posées de lignes droites et de lignes courbes. 

Mars lorsqu'il s*agît de mettre en perspective un corps déterminé par une sur- 
face géométrique 2 /ces deux méthodes sont impuissantes. 

Et en effet': la perspective d'une surface 1 étant la section A faite par un plan 
dans le cône A tangeht à cette surface 2, il est évident que l'on ne peut ni par 
Tune, ni parl'àutre des deux méthodes exposées ci-dessus, parvenir à construire 
la courbe de contact C de la surface donnée 2, et d*un cône A qui, lui étant 
tangent , aurait pour sommet l'œil du spectateur. 

Or celte courbe de contact C est indispensable pour que le cùne perspectif à. 
soit connu , et que Ton puisse dès lors le couper par le taUeau. 



D Voy«, ci-avant, ma livre premier, le mémoire a*- 4. 



Lorsque la courbe de contact G sera donnée^ ou pourra , par Tune ou l'autre des 
deux méthodes exposées ci-dessus, trouver la perspective A de cette courbe, et 
Ton aura la perspective de la surface!; il faut donc, dans tous les cas, connaître 
la courbe G, et la méthode des projections orthogonales, nous conduit aux pro- 
jections de cette courbe G, projections qui nous sont indispensables pour Pem-» 
ploi des deux méthodes de perspective exposées ci dessus , et qui conduiront 
simultanément ou séparément à la détermination de la courbe À. 

Hais comme en déterminant la courbe G (ou en d'autres termes ses deux 
projections G* et G*') par Temploi des projections orthogonales, on connaît né* 
cessairement les projections des diverses génératrices droites du cône tangent A, 
il vaut mieux achever Tépure de perspective, en employant la mééhode dite des 
coordonnées y et dont nous avons parlé ci--dessus, pour déterminer la courbe A 
située dans le plan sécant, ou, en d'autres termes, sur le tableau. 

Aussi, est-ce toujours de cette manière que l'on devra opérer, lorsque l'on 
voudra déterminer la perspective d'un corps terminé par une surface géométrique, 
comme, par exemple, un ellipsoïde à trois axes inégaux , une vis à filel triangu- 
laire ou carré, un anneau, etc. 

Et c'est précisément celte méthode qui est exposée dans le mémoire inédit de 
1785 par Monge, comme étant la méthode la plus générale à employer en per- 
spective ^ parce qu'elle s'applique à tous les corps. 



§ XVI. 

Lorsque l'on dessine â vue des monuments, on doit autant que possible le faire 
de manière à ce que les règles de la perspective soient observées , car sans cela le 
dessin sevviii faux et désagréable à l'œil de celui qui le regarderait. 

Il est donc nécessaire de s'exercer d'avance par des tracés rigoureux à con- 
naître les formes perspectives qu'affectent certaines /^res; par exemple, un cercle 
situé dans un plan horizontal peut affecter trois formes très-différentes, suivant 
la position qu'occupe le spectateur par rapport à ce cercle. 

Ainsi ; 

i* Si les pieds p du spectateur (fig. G), sont hors du cercle G situé sur le plan 
horizontal, ou plus généralement si la verticale, passant par l'œil et les pieds du 
spectateur , coupe le plan du cercle G en un point p situé hors de ce cercle, le 
tableau T coupe, en général^ le cône visuet ou perspectif (o. G) suivant une 
eUipse E ; 

2* Si le point p est ( fig. D) sur le cercle G et que le tableau T soit parallèle au 



^K tongeM (np, t^pai«iiiep*nwf oi«^ipait^(i](,'C)tfci(i^^^ ton* 

ifoyiiM mm arc ée fmrêbBée&. 

«a"" Bl û le jpetBl fi €it dam lUDlérieiir dm aende C (>if«'E), ie^mmV ma- 
^pwa toujoOTs l€ cène vmm/oii ftnfeeUf mwmt vm Meé'àn^eiéah E". 

iVbla. MoM avoM âk qoe, dans le pre$mer4ti^^ ta, pânfuoàife du «erele € était 
M général une eHipae E ; «c'est :<|iie te yoitiC 9 aamoiet du eéw mtie( peuMît ètue 
placé t dans cerlaisB eas, de «aoière i oe iifue la aeolimi £ fûl ime tméiaii wua» 
'^mtrabrt dans ie €tee (^, C) , auquel eaa la counbe E serait 4111 canele (^). 

Lorsque Vmi a un d^me deim-^pbétiqtte , il «'apparaît fous sa véritable lipniie 
fu'aulaot que Tesil du spectateur est plaeé daas le plan horisootal M qvi fumne ie 
fian de MMasaace de la «qdte sphérique y {Murce qu'alors le eène tao|pent ▲ , ipn est 
4oujoui« un ctee drek, se trouve 'Coupé par ie $mbteau ( qui est toujours sofqpMé 
▼ertical ) suivant «n éemi'^ercie. 

Mais si Tcail du spectateur est au^^lessus <mb au'-^esseus du plao'dewii^eanoe M, 
fe ^tm sphérique apparaît sovs la forme d'un d^iMéU<)Piqida/y fMioe^oefeeèae 
de révolution Â est ooupé par le tableau T, surrant un anc A^q/Uèpte doqt le grand 
axe est précisément situé dans ce plan T. 

Nous nous lK>nerons à cas diwers «KsaiDles. 



TROISIÈME PARTIE. 

Be Paoïploi àê la yw p e oUf piior U fyfjiy^^m de cartalaet propriétés géonaét ii qof. 

§ I. 

Leç anciens géomètres ont souvent fait usa^ de la perspective pour dôwQnirei* 
certaines propriétés |;éoiqétr^(jiuea ^ surAout |)K>ur les propriétés dites (fef ^99^ 
Pjèr^es. 
Supposons, par exemple, que je veuille démontrer le théorème s^uiv^nt : 
$H(int (bmée$ (ûg. Z) deux droUes A, ei B, se coupani en un po<ii/p, et une droitf 
X 9 et sur cette droite un point d , si je mène par le point d deux droites D, et D,' cou- 
pant les droites A, et B, en quatre points sommets dun trapèze , et si je construis les 
diagonales K, et R, de ce trapèze , ces diagonales iront couper la droite X en les points 
T et k. 

« 

Cela fait : si j'unis te sommet a/ et le point }i , le sommet b/ et te point r, f aurai 
les diagonales d'un i\oy.veau trapèze tel que les somnfets a," et hj^ seront en li^e droite 

(^ Voyez ce que nous avons dit dans les Compléments de géométrie descriptive, au sujet des pro 



Mè^ té'pàntt ê { et qiié ftpéfM é^y en léqaèi se crôlèàit eéi diagonales ^ ittà sût la êrinU 

P.C.. 

lepMtfdrsrt frif «(fAéinlle^sMatojfilè^ ibarfâ àtoiés^ simple potr^ qtie là pMpriM 
jeyéfùJt éétnàtttttr f sdtt é^Ménte. 

Dès lors je sfii^tyscnrafi , par exemple, trors droite^ A , B , C {fig. 1), telles que 
la droite G divise en deux parties égales rangle(2a) que font entre elles Tes droites 
A et tf; ensuite je ménfefaf tme suite de droites Tfj tfj D"... parallèfes eïrtre elles et 
pei^péflidïciilairefli à là droite G. Ces drohes D Couperont la droite A en les points a , 
a\ a" y. . • et elles couperont Isf drorfe' B en tes points b^ Vy tr". . ., et fl est évident qne 
les diagonales des trapèzes aa'bb\ aWb'b".,. se croisent en des points Cj c'y c^...y 
qiif seroiii étt Hgne dr6ife àvet Te pomt p concoursf des droites A et B, et que cette 
droite (c , c'y c"y... p) ne setit autre qne la droite' G. 

Et il est évident que je puis toujours espacer entre eftës Feft droites D, D', D'V** 
de manière à ce que les d^agMeifaleti des f fapièaés formetiC deux l&ii^ceanx de droites 
parallèles, ainsi que le montre la fig. i. 

Cela posé: 

Concevons ua point o daMt f espMe el im^ pla^ nertieGil T, «t supposto» (|ue la 
fig. i soit tracée sur le plan horizontal. Nous considérerons le point o comme Voeil 
du spectateur, et te plan T comme un làMecn^Mir lequel on doit faire la perspective 
de la fig. 1 située au géométraL 

N'est-il pas évident , pourrait-on dire , qiré le tftéorèmè éhôncé se- trouvera 
vérifié par la figure-perspective i\}xe Ton obtiendra? 

Cependant il ne faudrait point admettre de suire' la démonstration ainsi faite, 
comme étant rigoureuse y car, pour que cette démonstration soit rigoureuse , il 
faut , quelle que soit la fig. 3 en perspective , pouvoir passera la Og. 1 au géométraL 

Oi^, étant donné sur le tableau T trois droites A,, fi. et Ç, concourant en un 
même point, mais arbitraires d'ailleurs, il faudrait chercher la position que Ton 
devrait donner à Vœil o et au plan horizontal , pour que Ton obtint sur ce plan 
horizontal (ou au géométral) irois droites A , 6, Ê, telles que la droite G divise 
Tanglc (À, B) en deux parties égales ] et il faudrait pouvoir' démontrer que cela est 
toujours possible. Or, c'est ce qui n'est pas ; il y aura tqf le relation de position entre 
lès droifeUs A,, B, et C, , poiïr laquelle évidemment on ne pourra pas trouver au 
géométral trois droites A, B, G , telles que la droite (^ d'îiisè en deux parties égales 
Tangle des droites A et B. On voit donc que, pour démontrer (e tliéorème énoncé, 
on ne peut pas partir de' la ûg. i ,. parce qu'elle ne conduirait (fa^k ixxt cas parti* 
cufier du théorème général. 

En sorte que ce (^ui précède nous apphrend qu^il faut, iouten prenant xxïïb figuré 
simple^ sur ïe ^éontétraty la choisir cependant de manière à ce que Ton puisse fa- 
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eilemeot , «t dans tous les cas, et avec toutes les donaées possibles , y revenir en 
parlant de sa perspective. 

Dès lors nous sommes conduit à supposer {fig. 2) deux droites A, et B.et à les 
couper par deux droites D. et D', parallèles entre elles et de direction arbitraire. 
Les diagonales K, et R, du trapèze afljbjb,' se croiseront en un point c,. 

Cela posé : 

Nous mènerons par le point a,' une droite K/ parallèle à Ki, et coupant B, au 
point. 6/', nous mènerons par le point bj une droite R/ parallèle à R, et coupant 
A. au pointa/'; les droites K'.et R/ se couperont en un point cj. 

Cela posé : 

Je dis : l"* les points p, , c, et c/ sont en ligne droite C, ; 2'' les points a" et b," 
déterminent une droite D," parallèle aux droites D, et D/. 

El en eiïet , par construction : 

V Les deux triangles p/ijb, et p.W sont semblables ; on a donc : 

V. : «.*. :: «.>.' : «.'6/. (i) 

2'' Les deux triangles afijb, et a'c'bj sont semblables ; on a donc : 

aA : ajb, :: aX' : a/*/. (») 

Des proportions (1) et (2) on déduit : 

«a:«iP. :: «/c/:a>/. (3) 

Or la proportion (3) démontre que les trois points p., c, et c,' sont en ligne 
droite (Fon voit de suite sur la fig. (2) comment Ton déduirait, de ce qui pré- 
cède f que la droite a,'%" est parallèle aux droites D, et D/). 

Cela dit : 

Si Ton place la figure (2) au géométral et qu'on en fasse la perspective, on aura 
la figure (3), et si Ion prend la figure (3) on pourra toujours passera la figure 
(2), et cela sans embarras ; et en effet : 

Traçons sur le tableau T deux droites A. et B. se coupant en un point p. (fig. 3), 
et menons une droite X qui soit la ligne d'borizon, et prenons sur cette droite 
X un point d arbitraire. 

Menons par le point d deux droites D, et D', coupant A, et B, en les points a. et 
*.f a\ et b\'j les droites afi\ (ou K,), a',6, (ou R,), couperont la droite X en les 
points k et r, et s*entre-couperont en un point c.. 

Menons la droite R'. qui unit les points r et b\ et coupant A, au point a'\î me* 
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nons Id droite K', qui unit les points k et a\ et coupant B, au point 6".; les droites 
R', et K'. se couperont en un point c\. 

Celte construction effectuée, il faut démontrer ce qui suit : 

1" Les points p,, c,, c\ sont en ligne droite ; 

2* Les points a"„ b'\ et rf sont en ligne droite. * 

Pour effectuer la démonstration passons de la ûg. (3) en perspective à ta (ig. (2) 
au géométraL 

Le plan géométral sera perpendiculaire au tableau T et parallèle à la ligne d'ho- 
rizon X; dès lors les droites qui divergent en perspective des points &, r et d, 
donneront au géométral des faisceaux de droites parallèles, et nous retombons 
évidemment au géométral sur la fig. (2), et complètement , avec toute sa construC' 
tion indiquée ci-dessus ; donc y etc. 

§ II 

< 

Pour rendre encore plus sensible ce qui a été dit ci -dessus, § I (3* partie), 
prenons un autre exemple. 

Je suppose que Ton veuille démontrer la propriété des quadrilatères inscrits et 
circonscrits à une section conique (*). 

H est évident que ce qu'il y aura de plus simple , et ce qui se présente en effet 
immédiatement à l'esprit, c'est de prendre un cercle G et des rectangles inscrits 
et circonscrits à ce cercle G ; en sorte que l'on aura une ligure plane composée 
d'un certain nombre de faisceaux de droites parallèles. 

Puis, l'on dira : ce cercle G peut être considéré comme la section droite (ou lai 
base) d'un cône 2 droit (ou de révolution ) ; si dès lors on coupe tout le système 
par un plan P, on obtiendra suivant la direction donnée à ce plan P une section 
conique E^ qui sera ou une ellipse, ou unepara6o(^, ou une hyperbole; et les rec-- 
iangles inscrits et circonscrits au cercle G^ deviendront , sur le plan P, des ^fiia* 
drilatères inscrits et circonscrits à la section conique E; dès lors Ton pourra 
énoncer les théorèmes dont jouissent les quadrilatères inscrits circonscrits à une 
section conique, 

Cependant , il ne faut pas beaucoup d'attention pour reconnaître que cette ma- 
nière de raisonner ne sera admissible qu'autant qu'elle sera rigoureuse, et dès 
lors à l'abri de toute objection ; et elle ne sera rigoureuse qu'autant que, partant 
de la Ggure en perspective située sur le plan P, on pourra revenir, et toujours, et 



(*) Voyez le Cours ie géométrie descriptive , 2* |«r&ie. 



conique E donnée, et quelle que soit celte seçtî^n <rQlÛqM^i6f.Qft:IW9ir«tt ài9^i^$ 
revenir à la figure ^H,géfi\i^tr:(il^Mm^ à fi^lf dueflr^cteC.fit 4e^»«ft.r^9fARgle8 
inscrits et circonscrits. 

Or : si l'on donne une sectioq conique E et uq qu^/drilatèie inscjrit à ^Ue 
CQurb/ç et si Vqn fait passer par cç^tj^courbe E up QÔne drpii ( un cône de révolu- 
tion), il faudra évidemment chercher parmi tous les sommets des Ql)f|^ dcpîtft 
^u^ passent par qf^.e cqurbe E, celui pour Içquçl le plap de sec^iop drpit# du 
e^np y donner^ u;i rectangle ipseri). a^ cerc|equi est qettp s^tion.dro^e. 

Il faudra donc non-s^uleipenl coi»aUre les propriétés ^^foçiile^ desj^^i^iw 
coniques^ il f^ud/^a (le p|us çayolr les coQstf uir^ tout eo l«s c;!ûnaai9saa(9 jv^ 
encore il faudra^rc^m^ni résoudre ati préalable un prot)lème assez diffiçilor 

Ne vaut-il pas mieux dés lors partir toujours d'une figure simple, mais autre 
que celle des rectangles inscrits et circonscrits à un cercle ^ et ainsi des paralléb' 
grammes inscrits et circonscrits à une eUips^e ? car alors on pourra faire passer un 
cône droit 2 (et le premier venu ) par la section conique E donnée, et à laquelle 
Sfjarauveat ipscrits.et cireoqfscxils les. çiactri/alër^», et Ton pourra toujours oouper 
le cône 2 par un plan Q , de manière à ce que sur ce^plan on ait «ne ellipse E^ 
^laqn^ \fi^ ,qm^tiki^tires ijpMrits.et eircoeacrils de la seetion conique d^iMiée E 
se trouvent transformés en parallélogramme» ti^scirjteet eifcûoscri40 à Tellipsa B^ 

Qp^d^e^ If^ Ifs^aqeipns, ailleurs .qui S0 spnt se^vis^^ls \Mi,m6ihmlB as ktpertpeeiive 
l^r 4^ïuçmf€fç^rta^\n^ propriét^.dea.stfolîçMtCOfiique&Cea.ckereliant.dirUiMiR 
^pimt'^'fl^M*^ passer le9:protpri^t4^ da cercle sur>leB secûonê aiiHftte«)^ OD'reouiffque 
assez souvent un défaut de.rj^ftwir g^omékfUiue dans leuM démonalrati^iis. Ce qui 

Dr^de DMPMro inmqnoin 

s III. 

La.géométrie diweriptlve feirtrès-souvent usage de la méthode delà perspecthe; 
ai»^i étant donnée une fig. (A) -sur un plan P, les propriétés de cette fig. (A) étant 
eonnu^s , elle cherche à faire subir à cette fig. (A) toutes les transformations pos- . 
•îUes pour lesquelles les mêmes propriétés subsisteront. Pour cela elle conçoit un 
point s dans l'espace ( hors du plan P) et elle fait passer par le point s et par 
chique ligne droite de la fig. (A) des planât par le point s et par chaque ligne 
courke de la fig. (A) des eânes^ par le point s et par chaque potit^ de la fig. (A) des 
ikQiteSf et elleeoupe tout le système conique et pyramidal par un plan Q, dont la 
direetioa est arbitraire ou déterminée parles conditions du problème à résoudre 
Qt aigslpar Ja^rtiiaitorii^de la tcansfogmatioo que l'on veut obtemr-reiativeiBe&t 
à la fig. (A). 



Nous aidons fait un fréquent emploi de ce procédé dans nos ouvrages sur la 
géométrie descriptive » nous allons en donner encore un exemple ici , car c'est 
vraiment le lieu, puisque nous nous occupons d'une manière &pécîalo de laper- 
npective et de son utilité comme application à la reckerehe de certaiqes u^riMt 
^Qmétriq^e$. 

|IV. 

Dans les Compléments de Géométrie descriptive ^ nous avoAS déodoiitré fe' tbéo^ 
rème suivant (^) : 

Si ton a une parabole P ( fjg* ^ ) ayant son sommet en p et pour axe infini la droite A y 
si ton prend plusieurs ordonnées mn ^ m'n", iB"n'V-« ^^ ^ f<on construit un^mMs' de 
paraboles M , TA', M'\... ayant respectivement pour corde, mn, m^n', m"n'^... et cka'* 
cune tangente en p à la parabole P } toutes ces paraboles M , M', M". . . auront , entre 
elles , une osculation du second ordre au point p. 

Si Aous voulons faire passer cette propriété dont jouissent lelè p&^eibôtei^, £Kl^les 
adirés seettons coniques, et, ainsi «ur les ellipses eî les hyperboles ^ il faiidM CMi^ 
cevoir dans l'espace un point < , et le regarder i^omme le s<$fnmet eotfimub à éf^M 
oé»es ayant respectivement pour base tes paraboles P et M.^ M', Hl^.i. et M\ïpé¥ 
toiii le sj^sléme par un plaa Qy de manière à obtenir poUir secffidns, Aûrts Miëê 
cônes , ou des ellipses, ou des hyperboles. 

Or» si nous considérons le plan des |)araboles comrtie étant le plan borâcMtM 
de projection , le plan R ^ mené par le sommet «parallèkmfedl au plan- bdrtz^MM, 
sera tangent à tous les cônes paraboliques. 

Cela posé : 

Il est évident qu'un plan sécant Q coupera tous ces cônes paraboliques ou seu* 
lement suivant des ellipses , ou seulement suivant des hyperboles. 

En sorte que le système plan , siiué sur le plan Q , ne sera composé que d'e/« 
lipses, ou ne sera composé que d'hyperboles, tout comme le système donné sur le 
plan horizontal n*est composé que de paraboles* 

Ei eùtùïtte totis lès ëônes paraboliques ont uiie ô^ôtrlattioU du âécôiicl ordre sui- 
wn la génératrice dr#ife sp {fiy. A ) , puisque tdUtfes fes ï^ai^abôlés (Jùi léui« servent 
lis M9^ respectives oM UVrè dsculatbn tlxi Hetôtiû r^Vâr^ au |)ôint p, il s'ënsiiît 
^a» les systé0ie6> %6\V d'^attpm-y soH iVhypérmtf^, ^^uks àitii le ^hh sécant Q» 
auront aussi une osculation du second ordre ëù fè ptrint sufvihit l^^tiel la généra'^ 
Irk» 4}[^esp^êe trMMè cèupée par 1(? plan Q. 

Ptou& jpMV(Vn9 donc , <l*^ès e« q^i [ihéeèdte , tfnotaëëfi' \^i tkèÔrêttiêS ^ùlv^tits : 



.^i»<»*«K * ■•# «, 



i-j: 



\*)r i^yAF m càMfUiiaKatmi/mtétr» àiMiptivé , iH ,'p. itfy. 
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I*' THÉORÈME. 

Si Tûn a ane ellipse P, (Jig. A ) rapportée à ses axes , Tellipse M, tangente 1* an 
sommet p de Tellipse P. , tangente 2* en un point à déterminer sur la tangente 9' 
au second sommet q de Tellipse P., et 3"" passant par les extrémités d*une corde 
m^. de Tellipse P., aura un contact du premier ordre en p avec Tellipse P.; et 
toutes les ellipses construites comme M, auront entre elles une osculation du se- 
cond ordre au point p. 

2« THÉORÈME. 

On aura un théorème analogue pour les hyperboles (fig. 6). 

3' THÉORÈME. 

Si Ton a une ellipse P,'^(fig. 7 ) et qu'on lui construise deux tangentes et 0', 
l'une au point p et Tautre au point q (ces deux tangentes se coupant en un point d)i 
si Ton mène la corde pq et du point d une divergente arbitraire, et que l'on con- 
struise une ellipse M, qui soit : 1" tangente à 9' en un point à déterminer, 2"" tangente 
en p à Tellipse P, , et 3* passant par les extrémités m.ft, de la partie de la divergente 
interceptée par la corde pq et l'ellipse P, , cette ellipse M, aura un contact du pre- 
mier ordre en p avec l'ellipse P| ; et toutes les ellipses construites comme M. 
auront entre elles un contact du second ordre au point p. 

m 

4« THÉORÈME. 
On aura on théorème analogue pour les hyperboles. 

§ V. 

Si l'on prend le système composé (fig. 4) de la parabole P et des diverses para- 
boles M,... et qu'on le projette obliquement sur un plan Xau moyen de cylindres 
parallèles entre eux^ on obtiendra un nouveau système dans lequel la parabole 
P\ projection oblique de la parabole P, n'aura plus pour sommet le point p' pro» 
jection du sommet p de la parabole P. 

La tangente 9' en p' à la parabole P', qui sera la projection de la tangente 9 
au sommet p de la parabole P, ne sera plus perpendiculaire sur le diamètre A' de 
la parabole P' projection de Taxe A de la parabole P. 

On aura donc sur le plan X un système {fig. 8 ) analogue à celui de la fig. i i 
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mais ce système sera rapporté à des coordonDées obliques, au lieu d'être rap- 
porté, comme dans la flg. 4, à des coordonnées rectangulaires. 

On pourra dés lors , au moyen d'un système de cônes ayant même sommet dans 
Tespace et ayant pour base les paraboles (fig. 8) tracées sur le plan X, obtenir 
par des sections arbitraires , mais parallèles à la tangente 6' au point p' de la para- 
bole ^'(fig. 8) y le théorème relatif aux ellipses {fig, 9) et aussi celui relatif aux 
hyperboles j Tellipse P/ (ou Thyperbole P/) étant rapportée à un système de dia- 
mètres conjugués, au lieu d'être rapportée à ses axes comme Tellipse P« {fig. ô) 
(ou Thyperbole P. ) {fig. 6). 

§ VI. 

En menant un plan parallèle à la tangente 6' de la fig. 8, on obtiendra la fig. 7 
relative aux ellipses et celles relatives aux hyperboles, et cela, suivant la direc^ 
tion ou Tinclinaison du plan sécant. 

Ainsi Ton voit que les paraboles nous donnent les fig. 4 et 8 , que les ellipses 
nous donnent les fig. 5 , 7 et 9, et que pour les hyperboles nous aurions aussi trois 
figures qui seraient les analogues de celles relatives aux ellipses. 

D'après ce qui précède, Ion doit tout naturellement se demander si Ton ne 
peut pas obtenir, pour les paraboles, une fi^re analogueà la fig. 7, laquelle existe 
pour les ellipses. 

Pour reconnaître si le théorème relatif aux ellipses et représenté par la fig. 7 
peut subsister pour les paraboles, il suffit de prendre la fig. 7 comme étant sur 
le plan horizontal la base d'un système conique ayant pour sommet un point s de 
Tespace situé hors du plan horizontal et de couper ce système de manière à avoir 
des paraboles. 

Or : tous les cônes à base elliptique {sj P|) et («, M.)... auront une génératrice 
droite commune sp. Toutes les cônes («, M.)... auront entre eux un contact du 
second ordre tout le long de cette génératrice sp^ et ils n'auront chacun, et sui- 
vant cette même génératrice sp , qu'un contact du premier ordre avec le Cône 
(ir,P,). Le plan («, 8') sera tangent à tous les cônes (^, P,)et («, M,).... 

Donc, pour couper le système conique suivant des p^aboles, il faudra mener 
un plan sécant Z parallèle au plan (^, 6') ; or, il est bien évident que les courbes 
de sections ne pourront avoir qu'une seule tangente commune donnée par l'inter- 
section du plan Z et du plan tangent («, 6), puisque, pour qu'il y eAt deux 
tangentes communes, il faudrait que le plan Z coupât le second plan tangent 

(*,8')- 

Àinsi la propriété représentée par la fig. 7, et qui existe pour les eUipse$^ etaussi 

pour les hyperboles, ne peut exister pour les paraboles* 



« 

E6l*ftque Tmi ibét e» peP9pectWe unedfoiteB skuéerar le ^aoi jfébfiéiraf ^ M 
faiC passer par rd^o'iiiie droite B' paraUéle à B et (K^rçanl le mUseml es «r poîM 
^ et en Ufii^aiït le point 6^ a«?ec le point è en teqxiel hi droite B pei^ee le uékt» 
T, on a iHie droite indéftnte B. qui est la pêtëpectice de la droite Bi 

La droite B' est divisée en trois parties dittinctes , deux parties infiliies et tffte 
partie finie. 

La partie finie est comprise entre TmÏ a et le point b'. 

Les deux parties infinies sont : Tune, la partie qui part de Vœil o et qui s'éloigne 
indéfiniment dtt tableau; et l'autre , la partie qui part du point b' et q^jUl der- 
rière le tableau . 

La droite B. , considérée comme ligne droite , est divisée aussi en fro^ patties' : 
V^ïa'e finie y comprîse entre les points b et fr', et les deux autres indé^Hies, ht pre- 
lâtére située à partir du point b au-dessous du fded xy du iablean , et la seceifdÉ 
partant du point b'. 

Or, à quelles parties de la droite B correspond chacune de^ trois parties qui 
composent la droite B, ? 

Si par Voeil o je mène une droite qui passe par le point de la ài^Më B <yui eM 
situé à Tinfini derrière le tableatr, la perspective de ce point ser» te point t^. 

Si par Vcèll je mène une di'oite qui passe par le point b de la droite B. ^ la per- 
spe<nive de ce point b ne sera autre que ce point fr lui^^méme ; »nsf to partie infaie 
de la droite B située, à partie du point b , derrière te tableau , a poor f9r$f&6Ê9é 

une droite finie bb\ 

Si par l^œil o je mène une droite parallèle au tableau^ et coupant fa droite ft en 
un point a, qui sera toujours situé en avant du tableau ^ je vois que la portion 

finie a6 de la droite B, aura pour perspective la portion infinie de la droite B, 
située à partir du poinfr6 au-dessous du pied xy du tableau ; et que la partie infinie 
de la droite B , qui fuit à partir du point a en avant du tableau, aura pour perspec- 
(titf< la partie iAfiaiede la droite B, quiyîiît , à partir du pointé', au-dessus de la 
ligQOâPy. 

Si>lM9n«itrtMcâ am* le éiMmbut de^x courbes G et C ayaai un point commun m 
situé sur la ligne d'horizon , et qu'on les regarde comme les bases de deux e^es 
à^X^èS a]MiM«lfeeiUtO'fiiHir aenMoeifr^MMnmu»,* ces deiix cônes sa «euperonl «uiv^nt 
une génératrice om qui sera hMÎmMale;; ÂA^ lorsi le plan gifamétial coupera les 



IJkwft iO^Mft AM A' mvut éfàva <aMirbes B et h\ qwl nmont jm poiat^ituéA IiMp 
fini et qui sera l'intenseetim 4e hk gàniratrifle cm et dv plan géométral. 

JUes 4é^m oowl^ B et B' aufeot eot^e .ellee iiine «anièfe d'être , et l'une par 
rapport à l'autre^ «n ce ^^ainteîlué 4 rkifini , faaqjèM ^d'ôtve t|uiinous46na tévâée 
par la manière d'être , entre elles et au point m y des deux courbes G et C. 

Ainsi : l"" si les deux courbes G et C sfi cenpent au point m , les deux courbes B 
et B' tendront à se couper à l'infini ; 

y Sî 1^9 dww^ courbes G ^ <:' oat un eentact du premier ordre en le point m , 
)e«>dwx çwrbesBet B' auront un contact du premier ordre à l'infiqi.; 

2"* Sji les deux courbes G et G' eut un contact du deuxième ordre en le point mi 
les deux courbes B et B' aiiAroat un conUct du deuxièivie ordre i l'infini , etc^ etc. 

4)1% v^it âoB€^ psMT ce qui pr^oède^ qu'au moym de la perspective., on peMl 
aipeger unpoîut eitué i l'ijDfioi sur le |dan géométral , en un point situé à distance 
fi^ie sur le iablmu , et que ce point sera toujours situé sur 4a Ugpe d'horizon. 

O^ès lors .en conçoit de quelle utilité peut être la perspective ,. pour connaître 
U manière d'èdre entre elles des lignes courbes ^tuées aur un ^ême:plan et qui 
pji^eot pair un w6me point 3itué à ri.nfini. 

Mous allons appliquer ce qui vient d'être dit à la recherche de quelques pii:o>^ 
priétés relatives aux sections coniques. 

§ vni. 

• 

Plaçons la fig. 7 sur le tableau , de manière à ce que le point p soit sur la ligne 
d'Aorizon. 

On pourra donner à la ûg. 7 deux positions : 6u 1* la tangente 9 se confondra 
avec la ligne d'horizon y ou 2"" la tangente 9 sera inclinée par rapport à la ligne 
d*horizon. 

Dans le premier cas, les sections faites par le plan géométral dans les divers 
cônes ayant Vœilo pour sommet commun et pour bases les diverses ellipses P. et 
M, 9 M/y M "y... seront des paraboles. 

Dans le deuxième cas, les sections faites par le plan géométral dans les divers 
cônes seront des hyperboles qui auront une asymptote commune, laquelle sera 
donnée par l'intersection du plan géométral et du plan (o, 9) tangent à tous les 
cônes suivant la génératrice (o , p) qui leur est commune. 

Dans le premier cas y toutes les paraboles intersections du plan géométral et des 
cônes (o, M,), (o, M/), (o, M/') ,... auront un contact du second ordre à l'infini, 
et ce contact aura lieu pour chaque arc infini. 

Dans le deuxième cas y toutes les hyperboles sections faites par le plan géométral 
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dans les cônes (o, M,), (o, M/), (o, M/'),... auront un contact du second ordre à 
rinfini , et seulement entre les arcs qui ont même asymptote. 

Il sera facile de construire Tépure et d'énoncer divers théorèmes. Ainsi ^ pour 
les paraboles» on voit de suite que Ton peut énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. 

Étant donnée une parabole P/ {fig. 10) , une tangente 0' en un point p' de cette 
courbe et son diamètre infini A' passant par le point de contact p' ; menant une 
suite d'ordonnées mV, tnWj... parallèles à la tangente 9' ; prenant les points mi* 
lieux q\ q'\.. de ces ordonnées, et menant par ces points des droites B', B",... 
parallèles entre elles et au diamètre A', ces droites B', B"... couperont la tangente 
9' en les points r\ r"... Gela posé : si Ton cons truit une suite de paraboles N\ N^',... 
respectivement tangentes à la droite 6' en les points r, r'\... et ayant respective- 
ment pour cordes les ordonnées m'n\ m''n'%... toutes ces paraboles auront entre 
elles un contact du second ordre à l'infini , et ce contact aura lieu pour l'un et 
l'autre arc infini, et ainsi pour les arcs situés à droite i comme pour les arcs 
situés à gauche» 



200 



LIVRE m. 

APPLICATION DE LA GÉOMÉTRIE DESOIIPTIVE A LA GNOMONIQUE. 



DE LA GNOMONIQUE. 
( XÉMOIRB méoiT. ) (*) 

t 

SI. 

Le mouvement continuel du soleil autour de la terre ne se fait pas journelle- 
ment dans le même plan ; on voit à l'œil simple que , pendant six mois de Tannée , 
il décrit des arcs diurnes continuellement plus près des points du ciel les plus 
élevés, et que, pendant les six autres mois y il décrit des arcs diurnes qui se rap- 
prochent, au contraire, de l'horizon. Mais on suppose, sans beaucoup d'erreur, 
dans la gnomonique , que les différents cercles dans lesquels le soleil se meut 
sont parallèles entre eux. Celui de ces cercles qui est moyen entre celui qui 
s'éloigne le plus de l'horizon et celui qui s'en éloigne le moins, est nommé 
Yéquateur. La ligne perpendiculaire aux cercles que le soleil semble décrire chaque 
jour se nomme Y axe du monde, parce qu'en effet tous les aslres paraissent faire 
leurs révolutions autour de eette ligne. Les extrémités en sont les paies : on les 
suppose dans la surface de la même sphère dont l'équateur est un des grands 
cercles. 



(*) Ce mémoire fait partie des manuscrits de la bibliothèque de l'École d'application de Metz. 

On pense qu*îl est de l'abbé Bossut, ou tout au moins qu'il en a rédigé une partie. Au reste, il est certain 
que ce mémoire a été écrit pour l'instruction des jeunes officiers , élevés à l'École du génie de Mézières. 

Je m'empresse ici d'adresser mes remerciements à M. le général d'artillerie Pbon , commandant de 
l'École d'application de Metz , qui a eu l'extrême obligeance de me faire faire une copie eoUaiionnéê 
de ce mémoire et des dessins qui l'accompagnent. 

Quant aux deux mémoires de G. Monob et au petit traité des ombres publié dans le Hvre premier 
(ci-dessus) sous le n« 4 » j'en avais pris copie dès 4818 , alors que j'étais attaché à l'École duplication 
de Metz, comme lieutenant d'artillerie à l'état-major. T. 0. 
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La quantité dont le soleil se trouve éloigné de Féquateur se nomme la déclinai^ 
$on du soleil; elle est mesurée dans Tare perpendiculaire à Téquafeur j^ssant par 
le pôle et par le soleil , en sorte que la distance du soleil au pôle le plus voisin 
est le complément de sa déclinaison. 

On suppose que le centre de la terre est au centre de la sphère céleste , et par 
conséquent au centre de réquatem*; la section de la surface de la terre par le 
plan de ce cercle est nommé Féquateur terrestre : on voit aisément que la déclinai- 
son du soleil peut être mesurée par Fangle formé par deux lignes partant du centre 
de la terre et allant Tune au soleil et l'autre au point de Féquateur qui répond 
perpendiculairement à cet astre; de manière que ce point , Fastre et le pôle soient 
dans le même grand cercle de la sphère céleste. 

L'équateur se nomme aussi le cercle équinoxial , parce que Farc diurne est 
évidemment alors égal à Farc nocturne, puisque Fhorizon coupe ce cercle en 
deux parties égales. 

Les cercles extrêmes du mouvement du soleil sont nommés tropiques ; on tes 
nomme aussi solstices , parce que le soleil s'arrête là dans son mouvement pro- 
gressif vers le pôle voisin pour retourner vers le pôle opposé. 

Le soleil ne passe pas tout d'un coup du pkn du oerole qu'il a* déorit uk veitte 
au cercle qu'il décrit dans le jour même ; son mouvement vrai traee ,. au lieu de 
cercles perpendiculaires , une espèce de spirale qui s'élend de Féquateur aux soir-- 
stices et qui recommence des solstices vers Féquateur ; en sorte que , dan» le vrai^ 
Faxe du monde n'est pas perpendiculaire au plaa dans lequel se fak le ttouventent* 
du soleil, puisque le soleil passe continuellement d'un plan danS'Un autre; il 
faut en excepter les cercles des solstices, où le soleil reste deuxou trois jours sans 
que Ton aperçoive aucune variation dans sa déclinaison : les cercles des solstices 
soQt donc les seuls perpendiculaires à Faxe du monde. C'est aussi dans le temps 
que le soleil s'y trouve , que l'on peut faire des observations ^usCes pour la coo» 
struction des cadrans : dans tout autre temps , ces observations sont sujettes à 
quelques corrections dépendantes de la variation de la déclinaison du soleil» 
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Fig. 1. Le plan eiroorlaire du mouvement dit soleil étant perpendiculaire à Taxe du 

monde, et sa révolution s'acconiplissant en vingt-quatre heures : si on imagine 
un cercle Xll, XI, X, IX, dont la circonférence entière soit divisée en vingt-* 
qoatre parties , c'est-à*-dire en parties de 15 degrés chacune , et qtie Fon place 
ce cercle de manière que Faxe du monde lui soit perpendiculaire et passe par son. 
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eaptre, iespoinude division^ ta cfirccmférence de ce cerde répondront aux points 
(dtt^grand omAe qve 4éorii, le jBoitiU 

Si l'on suppose , outre «ela , que Taxe du monde est une ligne ou plutôt une 
•verge oipaq«e, on verra ^oe le sel^l étant aux points iS , 11 , 10 , etc. de la cir- 
coiiféreiioe qu'il parcourt, l'axe R portera son ombre aux points diamétralement 
opposés XII , XI , X ^ etc. ; en sorte *que le cercle Xn , XI , X , divisé et placé 
comme nous l'avons dit^ form^aît un cadran solaire sur lequel une subdivision 
•plus détaiUée feri^it voir toutes les heures et les parties de ces heures. 



§ m. 

C'est sur ces notions qu'est fondée toute la gnomonique, et la grande distance du 
soleil à la terre permettant de prendre pour l'axe du monde une ligne quelconque, 
qui lui est parallèle, à la surface de la terre ^ cette science se réduit à fixer la po- 
sition de cette ligne et à déterminer ensuite les points où se porte son ojnbre dans 
les différentes heures du jour sur des plans ou sur des surface^ situées d'une ma- 
nière quelconque à Tégard de cette ligne. 

§ IV. 

Si l'on imagine un grand cercle de la sphère céleste passant par les pôles du 
monde et .perpendiculaire à l'horizon, ce cercle, que l'on wwfùB\9 Méridien du 
lieuj coupera l'arc diurne du soleil au point le plus élevé de cet .arc ; et si l'on dé- 
termine la section du méridien avec l'horizon , on sera assuré.qpe I!a)^ dujnonde 
sera placé dans le plan élevé verticalement sur elle. Cette secUop du .méridien et 
du plan horizontal se nomme le méridien du lieu. 



Si on élève un gnomcod perpendiovlaireoieart a|ipfern>horizoDlii1, le point dé- 
rterminé par .la plus coiarle ombre portée par oeftomMi ^répondra an fK^int delà 
plus grande .hauteur 4ii soleil «ur l'horizos. On«onteiidf>ar4ailoqgMur 4e l'ombre 
lia dislanoe du pgiînt où 'aei|M)rte Tombre.stir le> pi^n tionuMal aq pied du gtto- 
:mon , c'estTJiHiire.au.point^îçe'pUiii qui répond ivartioÉemMi'fta gBom<m. Or 
Je poim.de .1» plus grande btMlaor idu sQlfiU«C|t6jpoiAiid«igBo«Nn pOTtant^rombre 
sont dans le méridien suivant la définition de ce cercle (§ IV). Ainsi le point 
i'oQftbrp smflWf¥tv jy^l^.fbWEÎattttiliaeia nMaUbuiatlp nbéiiidiaa ; «liiMiitfiie le 
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(»6d du gnomoD est aussi dans le méridien , il s'ensuit que la ligne tirée du pied 
du gnomon au point déterminé par Tautre la plus courte est la section commune 
au méridien et au plan horizontal ou la méridienne du lieu (§ IV )• 

Puisque le méridien est perpendiculaire au cercle que décrit le soleil et qu'il 
divise l'arc diurne en deux parties égales, parce qu'il est en même temps perpen- 
diculaire à l'horizon, il est clair que le -soleil aura des hauteurs égales au-dessus * 
de l'horizon, lorsqu'il se trouvera à des distances égales du méridien ; et, réci-* 
proquement, il sera à des distances égales du méridien , lorsqu'il aura des hau- 
teurs égales au-dessus de l'horizon. Ainsi, en observant dans un même jour deux 
lignes d'ombre égales portées par un gnomon , la ligne qui divisera en deux par- 
ties égales l'angle formé par ces deux lignes d'ombre sera la section du méridien 
et du plan horizontal , ou la méridienne. 

Pour observer deux lignes d'ombre égales, on trace, sur le plan horizontal du 
pied du gnomon pour centre , un arc de cercle passant par un point d'ombre ob- 
servé avant que le soleil soit parvenu au méridien, et l'on marque le point où 
l'ombre recoupe le même arc lorsque le soleil s'éloigne du méridien. 

La portion de l'arc comprise entre les deux points d'ombre ainsi déterminés 
étant divisée en deux parties égales par une ligne menée au pied du gnomon , 
cette ligne sera la méridienne. 



§ VI. 



Ces deux méthodes pour tracer une méridienne ne sont ni l'une ni l'autre par- 
faitement exactes. 

Pour la première, la longueur de l'ombre varie si insensiblement ^au moment 
où le soleil est voisin du méridien, qu'il est très-difficile de marquer le point où 
la plus courte ombre se porte, a moins d'un gnomon fort élevé, ce qui n'est pas 
à la portée de tout le monde et qui demande une attention infinie pour je placer, 
pour en déterminer le pied et pour s'assurer que le grand plan sur lequel se porte 
l'ombre est bien horizontal. 

La deuxième méthode suppose que la déclinaison du soleil est restée la même 
pendant qu'il a été aux deux points de la circonférence qu'il parcourt et desquels 
il a marqué les points d'ombre observés. Mais cette supposition n'est vraie que 
dans le temps des solstices (§ I) : ainsi, si l'on voulait beaucoup d'exactitude 
dans la méridienne tracée suivant cette méthode dans tout autre temps, il faudrait 
y faire entrer une correction dépendante du changement de la déclinaison du 
soleil. 

U est clair, en effet, que si la déclinaison a augmenté dans Tintervalle de la pre- 



— ii9 — 

mière à la deuxième obserration , le soleil arrivera à une hauteur égale à c^He 
qu'il avait au momenl de la première observation , quoiqu'il se soit éloigné du 
méridien vers le couchant d*une plus grande quantité que eelle dont il s'en trou- 
vait éloigné vers l'orient dans le premier instant. Ainsi la ligne méridienne tracée 
par cette méthode relardera l'heure de midi ; elle l'avancera au contraire , par 
une raison semblable , si la déclinaison a diminue dans l'intervalle de la première 
i la deuxième observation. 

§ Vil. 

A^ant ainsi déterminé le plan du méridien dans lequel nous avons vu que doit 
se trouver l'axe du monde , il faut aussi trouver dans ce plan les pôles du monde, 
et la position de l'axe sera fixée. 

Si dans le triangle rectangle GPO , formé par la hauteur GP du gnomon et par n^ ?. 
la plus courte ombre PO (§ V), on calcule l'angle GOP» on aura l'arc SR de la 
surface céleste qui marquera l'élévation du soleil à midi au-dessus de l'horizon. 
Son complément ZS ou l'angle PGO sera la distance du soleil au zénith ou aupoint 
de la surface de la sphère céleste élevé verticalement au-dessus du lieu où se fait 
l'observation. 

La même observation étant faite tous les jours de l'année , on verra que cette 
hauteur RS augmente depuis la fin du mois de décembre jusqu'à la fin du mois 
de juin , et qu'elle diminue ensuite dans les six mois restant dans les contrées 
situées au nord de la terre, le contraire arrive pour'Ies contrées situées au midi. 

La hauteur moyenne entre la plus grande et la moindre, qui sont regardées 
comme constantes, détermine le point où le soleil esta égales distances des deux 
pdiesy c'est, suivant ce que nous avons dit (§ 1), un point de l'équateur. On 
trouve dans les tables des astronomes et même dans |es almanachs , sous le nom 
de déclinaison du soleil , la distance du soleil , pour chaque jour de Tannée , à ce 
point de l'équateur. 

SoilLehorn la section du globe terrestre par le méridien EPRO ; L le point où Kig. z. 
est l'observateur, HIsera l'horizon. Mais, à cause de l'immense éloigoement du 
soleil , nous pouvons supposer le rayon CL de la terre nul et prendre , au lieu de 
l'horizon HI , le diamètre MN qui lui est parallèle , et conrondre le point L avec le 
centre G de la terre. Soit ER le diamètre de l'équateur dans le plan du méridien , 
le diamètre PO perpendiculaire à £R sera l'axe du monde. Ainsi, si par l'obser^ 
vation du soleil , nous parvenons à fixer le point E ou le diamètre ER , il n'y a«ra 
plus qu'à lui mener une perpendiculaire pour fixer la position de Taxe du monde; 
or, si Ton ajoute à la distance LS du soleil au zénith observée comme nous l'avons 



ékt 00 d'QM aulM maniée quelcooqw, la décUnaÎMO fi& ûmêo^ far le jowiftù 
M fiûl l!obaervatîoD , <m aura Ja àiiUMce JEU à» i'éqivitMir .au .a^aitti.; ^'aa^^e 
^'oD nomme la laïUude du Ueu. £Ue 6«t ^ala à la hautwr NP du pôl^,au«iihw- 
«us de llhoruott ; cttr si » de chacun des deux augles driMts £CP« ZCN, <m retaaocbe 
le môme angle ZCP, on aura ECZsPCN ou EZe^PN. Aîusi» refaservation 4|iii 
fera oeunaltre la distance. ZS dû soleil au zénith suffira pour déterminer la km-- 
teur du pôle sur ThoriKon du lieu. 

En disant qu'il faut ajouter à la disUnce ZS du soleil au zénith la déclinaison SE 
on suppose que cette déclinaison est du même côté de l'équateur que le lieu où 
se fait l'observation; car si cet astre était d'un côté opposé, il faudrait retrancher 
, la déalinaison de la distance du zénith au soleil p«ur avoir la distanee du zénith 
à réfualeur. D'ailleurs la latitude ou la hauteur du pôle du lieu où 'l'on est« ^est 
ordinairement connue, au moins par approximation, avec des lieux voisins, ^ L'^o- 
pération dont nous venons de parler comme propre à la déterminer n'est irappor» 
tée ici que pour fiiciliter Tintelligence de ce qui doit suive* 

§ ▼m. 

Nous avons supposé que le plan sur lequel on avait à tracer une mériâtenne, 
et au-dessus duquel il fallait fixer l'élévation du pôle, était horizontal : mais il 
est clair que tout ce qui a été dit (§ IV, Y, VI et YII) pour un plan de cette espèce 
peut s'appliquer à tout autre plan, quelle que soit sa situation. Ce plan aura un 
plan parallèle horizontal pour quelque point de la terre, et les opérations que 
Ton ferait en cet endroit sur ce plan, au moyen de lignes verticales et horizon- 
tales, en suivant ce qui a été dit précédemment, auraient le môme résultat que 
celles que l^on ferait ailleurs sur un plan qui serait parallèle à celuidont nous^- 
nons de parler, au moyen des lignes perpendiculaires à ce plan et des lignes tra- 
cées sur ce plan même. 

On peut donc, par les méthodes que nous avons données , traœr une 'méri- 
dienne sur un plan quelconque , au moyen de la courte ombre portée par un 
gnomon sur ce plan ou par des lignes d'ombre égales ( § IV et V ) , on trouvwa 
aussi l'élévation du pôle sur ce plan par la plus courte ombre. 

Si ron trouvait zéro^Aur la hauteur du pôle sur le plap,, cela prQUYerait,,^ye 
la méridionne.tracée jsur le j[dau ««t.etfe-juénui^iiaraUàle à l'aie dumonde. 
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Dis qtLelti méridlemie sera tracée Mr lé platt* où' doit être tracé tin cadran s(h 
laite ^ an moyen de l^élévation connné du pôle, on placera au^dessns^de cette ligne, 
dims te pUm perpendiculaire au ^plaii du c^ran, une Kgne'oTu rerge qui soit în- 
cVfûèè sur fa méridienne conformément à Télèvation dn pôle ^ c*est-à-dire que sî 
AS ewL la méridienne 9 il faudra placer la ligne AC dans le plan perpendiculaire 
an^plan du cadran , de manière que l'angle BAC soit égal à T élévation du pôle sur fig. ^^^4^ 
ce' dernier plan, et qu^elle seît dirigée vers le pôle. La ligne AC {fig. 4) ou une* 
partie CE de cette ligne (flg. 5)^ on un point G de cette ligne (fig. ff) serviront à 
porter Tombre qui doit marquer 1er heures sur le cadran. . 

5 XL 

La ligne AB étant la méridienne du plan , et AC étant placé au-dessus de cette fig.i^ 
irgne, dans un plan perpendiculaire an plan du cadran, pour tracer les lignes 
hutaires, on mènera CB perpendiculairement à AC, qui rencontrera la méridienne 
en^ un point B ; par ce point B Ton mènera dans le plan du cadran la ligne TZ 
perpendiculaire à la méridienne, puis ayant prolongé AB d^une quantité BEkïCB: 
du point E, comme centre, on décrira la circonférence WBF^ que Ton divisera 
en douze parties égales aux points B, L, K, I, H, etc. , et Ton tirera aux points de 
division les rayons EB, EL, etc., qui cotipefont par leurs prolongements la ligne 
. TZ aux points M, N, 0, etc., par les points ainsi déterminés sur cette ligne, et par 
le point A, on tirera les lignes Altf, AN, AO, etc., qui seront les lignes horaires 
que le style AC marquera par son ombre entre 6 heures du matin et 6 heures du 
soir, et en prolongeant ces lignes au delà du point A, les prolongements marque- 
ront les heures qui précèdent ou qui suivent celles dont nous avons parlé, de ma- 
nière que la ligne de 7 heures du soir, par exemple, sera marquée par le prolon- 
geiAent de la ligne de 7 heures dû matin. La ligna YI^-A-^Vi, menée- par le 
point A perpendiculairement à la méridienne, sera la ligne dt 6 heure» d» maCia'- 
au côté occidental et du^ soir avcètô'orientoL 

Pour entendre cette construction : sur le diamètre WF prolongé des deux côtés 
et du point E comme centre, avec un rayon E— 12, que l'on imaginera infini- 
ment grand , soit décrite la circonférence 6 — 12—6 : les rayons EL, EK, El, etc., 
prolongés, la rencontreront et la diviseront en douze parties égales aux points 
11,10, 9, etc. Cela posé, imagiaoïisJeidandM deux demi-cercles WBF et 6—12—6 
relevé et appliqué perpendiculairement à la ligne AC, aussi relevée sur AB, le 
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point E Bur le point G, et le rayon BE rar BG« Il est cbir qne AC étant, eomme 
nous Tavons dit, parallèle à Taxe du monde, on peut supposer que le point G est 
au centre du mouvement du soleil que Ton imagine se faire dans la circonférence 
6 — 12—6 : à midi le soleil sera au point 12, dans les 6 heures précédentes il 
sera trouvé aux points 6, 7, 8, 9, 10, 11, et dans les 6 heures suivantes il se 
trouvera aux points 1 , 2, 3, 4, 5 et 6, en sorte que si le point G est opaque, il 
portera son ombre à midi au point B du cadran ; à onzç henres , au point M de 
ce plan fixé par les rayons en lignes droites 11 — E et Eli j à dix heures , au point 
N ; ainsi des autres. A midi , il portera également son ombre aux points corres- 
pondants de la ligne BT, et lorsque le soleil sera au point 6, Tombre du point G 
s^ portera à une distance infinie sur la ligne TZ, en sorte que la ligne A. — Yi, 
menée par le point A à ce point d'ombre ^ sera parallèle à TZ. 

Mais l'ombre portée par le point À du style, qui est dans le plan du cadran, 
passera nécessairement à ce point pour toutes les heures. Il s'ensuit donc que 
l'ombre portée par le style AG sera sur les lignes AM , AN , AO , etc. dans les dif- 
férentes heures du jour, depuis six heures du matin jusqu'à six heures du soir. 

Quant aux autres heures, il est clair qu'elles sont marquées par les prolonge-* 
ments des premiers ; car le soleil est placé, par exemple, à huit heures du soir, 
relativement à l'axe , comme il l'est à huit heures du matin , mais du côté opposé. 
On se convaincra encore mieux de cela en achevant les cercles dont 6 — 12 — 
et AVBF sont les moitiés. 

§ XII. 

La construction que Ton vient d'expliquer est difficile à exécuter dans les grands 
cadrans et sujette à de grandes inexactitudes, à cause des intersections obliques 
aux points éloignés de la méridienne. Il est bien plus aisé et plus sûr de-calculer 
les angles BAM, BAN , etc. que les lignes horaires doivent faire avec la méridienne 

et de les rapporter ensuite sur le plan. 

CB yc B 
Or, dans le triangle rectangle BAG, on a : AB=: . *j dans le triangle BEP, 

aussi rectangle , on a : 

„ EB X taogBBP = BG X tangBEP 
PB= ^ 

R X PB 

dans le triangle rectangle BAP, on a : tang BAP g=; ^^ ; ou, en mettant les 

AIS 

valeurs trouvées pour BP et pour AB : 
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C'est-à-dire que la iangeiUe de l'angle qu^une ligne horaire quelconque fail avec la 
méridienne çH égale au produit fini de la tangente de Parc de Céquateur qui répond à 
C heure dont il s^agii par le sinus de la hauteur du pôle sur le plan , divisé par le rayon. 

Si Ton veut trouver par exemple la ligne de trois heures et demie du soir et de 
huit heures et demie du matin, en se servant des logarithmes, on sait que trois 
heures et demie répond à un arc de 52** 30' de Téquateur, à raison de iS^ pour 
une heure , ainsi on ajoutera le logarithme de la tangente 52^ 30' au logarithme 
du sinus de Tangle de hauteur du p61e , et on retranchera de leur somme le loga-' 
rithme du rayon : cette dernière opération se réduit à retrancher 10 de la carac- 
téristique trouvée pour la somme des deux autres logarithmes. 



§ Xlll. 

Locsqu'on aura calculé suivant la manière précédente les angles 12 — A — 1 , ptg. s. 
12 — Â — 2y etc., que les lignes horaires font avec la méridienne, au lieu de 
rapporter ces angles sur le plan du cadran , au moyen d'un rapporteur, il sera 
plus sâr de calculer les distances 12 — i, 12 — 2, etc., prises sur la ligne perpen- 
diculaire à la méridienne. Pour cela, on prendra à volonté la longueur de la ligne 
A — 12 qui fixe la longueur du cadran , ou la ligne A — 6 qui fixe sa largeur. 

Si , au lieu d'un style entier, on ne voulait en employer qu'une partie , comme Rg. 9 et lo. 
dans la fig. 9, ou si Ton voulait seulement se servir du trou d'une plaque pour 
marquer les heures , copme dans la fig. 10, le centre A se trouverait hors du ca- 
dran , mais la méridienne A — 12 du plan étant tracée et la hauteur BAC du pôle 
déterminée, on calculerait également les angles 12— A— 1, 12 — A — 2, etc. 
que les lignes horaires doivent faire avec la méridienne ; puis, abaissant du centre 
de la plaque la perpendiculaire GO que Ton mesurerait, au moyen de cette ligne 
et de l'angle BAC de hauteur de pôle, on calculerait la distance OA du point 
au centre A du cadran, dans le plan supposé prolongé; ensuite, fixant les limites 
du cadran à la longueur prise à volonté MN et à la largeur aussi choisie EF ou 
GH , on mesurerait les deux lignes OU et ON. L'une de ces lignes, ajoutée à OA, 
et Tautre en étant retranchée, déterminerait les lignes AN et Jt^Mavec ces lignes 
et les angles calculés N-A-ll, N-A-10, N-A-9, etc., on trouverait les longueurs des 
lignes N-11, N-10 d'un côté du cadran et des lignes M-11, M-10, etc., du haut du 
cadran. Les lignes telles que A-9, terminées aux côtés du cadran, seraient tracées 
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en délermÎMiit la ligne G*0 av moyen de AG et ée Tangie 6«-A^ complément 
de l'angle ealeulé M- A-^O ; puis, en retranchant de cette Kgne G^^ te leogneur AH, 
en aurait la kmgueor de E-9, ce qui fixerait aur le cadran le peinte. 
Fig. 9. Dans le cas où Ton ne iroudrail employer qu'une partie RG âfe Taxe, on suppo* 

serait OC de longueur convenable et prise à volonté, avec cette ligne et Tangle âe 
bauleur de pôle BAC , on calculerait AO. Puis , prenant OK de grandeur propor*- 
lionnée à la partie RG de style (fixe l'on veut employer, on calculerait, au moyen 
de AK = AO — KO et de Fangle BAC, la ligne KR : cette ligne et la ligne OG 
serviront à placer la partie RG de style dans sa vraie situation au-dessus de la 
méridienne. On trouverait d^ailleurs , comme dans le cas précédent, les lignes 
horaires en partant du point et mesurant les lignes ON et OM de longueur du 
cadran , et sa largeur EF = GH. 

ixv. 

Pig 7. AG étant Taxe du cadran ^ AP une des lignes horaires qui répond à Tare BH 

de Téquateur, en sorte que si AP est, par exemple, la ligne de huit heures. du 
matin ou de quatre heures du soir, Tare BH aoit de AO* à raiaon de iS*" pour une 
heure, il est facile de déterminer Tangleque l'axe fait avec cette ligne, dès que 
Ton connaît l'angle BAC, c'est-à-dire l'élévation du pôle sur le plan. 

Imaginons une ligne menée du point G du style au point P> elle sera , par con- 
struction, égale à EP. Gela posé dans le triangle rectangle BAG : 

AB X oos ëlëv. du |iâèe 
AC ^ 

et 

un »r. -^^^ ^ *»** ^1^^- ^" P^^ 

R 

et dans le triangle EBP rectangle en B, on a : 

vu — cP - ^^X^ ^ AB XmMy.dmfMe 

C08 BEP "" coafi£P 

et dans le triangle AGP rectangle en G : 

^ r^n CP X R 

OU en mettani les valeurs de GP et de AG : 

R X sin âér. dv f<fe 



tangCAP 



cm&Wf X mmSim. énfÊtB 
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Mais le sinus d'un angle divisé par son cosinus est égal à la tangente de cet angle 
divisée par le rayon ; ainsi on aura : 

^^'^'^ SSTbëp ^ 

C'est-à-dire que la tangente de C angle qu'une ligne horaire quelconque fait avec l'axe 
est égale au rayon y multiplié par la tangente delalmuteurdupôleiur le plan et divisé par 
le cosinus de l'arc de Céquateur qui répond à cette ligne horaire. 



î KVf. 

Si le selerl restait eonstaionneiit dans rêquatear, Tombre du point G de Taxe 
se porterait toujours sur le point correspondant P de la Kgne TZ perpendiculaire 
à AB ; mais coimne il s'écarte du phin de ce cercle y tantôt en G^approchant de Tun 
des pôles, tantôt en s'approchant de Tirutret Tombre du point € se portera et 
des pcnnrts P de la ligne AP, tantôt flkn pr6s ^ tantôt pl« loin du pa^int A , suivant 
la déclinaison du soleïl. De manière que si AC représente Taxe , PAG l'angle qu'il 
fiift arvec une des lignes keraires; et que PCQ Mprésente b dédinaison du soleil^ 
il e9t <^lair que l'angle AGQ sera égal à tm droit , plus ou monis la déclinaison ; 
et puisque l'angle PAG est oamiu (§ ITV ) et que l'on peut mesurer on ealeuler 

AC , on pourra déterminer le côté AQ , et Ton aura AQ = — «m W j^^j^ 

sin A CQ = cos PCQ , et l'angle Q étant le supplément de la sonune Êiîte de l'angle 
CAQ et ACQ , ou le supplément de l'angle PAG , plus Tangle droit AGP , plus ou 
moins la déclinaison PCQ , il s'ensuit que la distance du centre du cadran au point 
d'ombre porté par un point connu du style sur une ligne horaire quelconque est égale à 
la longueur de taxe comprise entre le centre et le point portant Cambre y multipliée par 
le cosinus de la ééctinaison du scfkil , divisée par le simis de la somme faite de C angle 
que l'axe fait avec la ligne horaire (§ KV) et de Fungie drak^ plus ou mmni la éécU^ 
mtison du soleil. 

§ XVII. 

C'est par le moyen de ce qui a été dit (g XV et XVI), que l'on peut marquer 
J'ombre portée par un point déterminé du style sur le cadran dans un instant 
pris à volonté, tel que l'entrée du soleil dans les signes du zodiaque, les jours 
caniculaires , etc. ; mais c'est charger les cadrans de lignes inutiles. 
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§ XYHL 

Telle est la manièfe de tracer un cadran sur un plan quelconque, lorsque Ton 
connaît sa méridienne et la hauteur du pôle au-dessus de ce plan. Hais la méri- 
dienne du plan ne sera la même que la méridienne du lieu , que dans le cas 
où le plan sera horizontal , ou lorsque la section de ce plan avec le plan horizon^ 
tal sera perpendiculaire à la méridienne horizontale. Dans tout ftotrecas, la mé* 
ridienne du plan, tracée comme nous l'avons dit (§ V et VI), ne coïncidera pas 
svec la méridienne du lieu ; et le cadran ainsi tracé ne pourrait servir que pour 
les points de la terre où ce plan se trouverait horizontal , ou placé comme nous 
l'avons dit relativement à la méridienne horizontale. Mais, sans rien changer à la 
manière de le construire, on parvient facilement à le tracer de manière qu'il 
indique les heures du lieu même. 

Suivant ce que nous avons dit (§ IV) , le méridien du lieu est un grand cercle 
de la sphère , perpendiculaire à Téquateur et au plan dont il est le méridien ; 
en sorte que la quantité de temps dont ces deux méridiens diffèrent, et qui est 
exprimée par le temps que le soleil , supposé dans Téquateur ou dans des cercles 
parallèles, emploie à passer de l'un à l'autre; cette différence, dis-je, sera égale 
à Tare de Téquateur compris entre les deux méridiens. Nous verrons la manière 
de déterminer cette différence pour les différentes situations des plans, mais nous 
allons voir d'abord comment on peut faire usage de cette différence des méridiens 
pour tracer les heures du lieu sur un plan dont la méridienne, que Ton nomme 
alors sousiylairej est différente de la méridienne du lieu. 



§ XIX. 

soiistyiaire. Si le plan est oriental , c'est-à-dire si la ligne menée perpendiculairement à la 

section de ce plan avec un plan horizontal est dans la partie de Forient, il sera 
midi au plan avant qu'il ne soit midi pour le lieu de toute la quantité marquée 
par la différence des méridiens; et, au contraire, si le plan est occidental , mais 
cette différence étant un arc de l'équateur, il est clair que si dans la formule du 
§ XII on met la différence des méridiens pour Tare de l'équateur qui convient à 
l'heure cherchée , le résultat que Ton trouvera sera la tangente deVangle que la 
ligne de midi du lieu fera avec la soustylaire do plan ; cet angle sera placé vers 
l'orient, relativement à la soustylaire , si le plan est oriental , et vers Foccident 
s'il est occidental. 
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On trouvera avec la même Êicilité les lignes des autres heures sur le plan , en 
combinant la différence des méridiens avec Tare de l'équateur qui convient à 
l'heure cherchée. Nous allons en appliquer la méthode à un exemple : supposons 
un plan tourné vers Forient , de manière que la différence de son méridien avec 
le méridien du lieu soit de deux heures vingt-cinq minutes ou de 30° 15' pris sur 
l'équateur, il sera quatorze heures vingt-cinq minutes au plan ou deux heures 
vingt-cinq minutes du soir lorsqu'il sera midi pour le lieu; ainsi en mettant Tare 
de l'équateur qui convient à deux heures vingt-cinq minutes, nous détermine- 
rons la ligne de midi du lieu. Pour tracer la ligne qui marquera une heure du 
soir pour le lieu , il faudra mettre l'arc de l'équateur qui répond à trois heures 
vingt-cinq minutes des autres heures du soir, en ajoutant toujours la différence des 
méridiens à [heure cherchée. 

Pour les heures du matin remarquons que la ligne d'onze heures du lieu répond 
à un arc de iS" de l'équateur, ou est éloigné de la méridienne du lieu d'une heure ; 
or la soustylaire en est elle-même éloignée de deux heures vingt-cinq minutes, 
ainsi en cherchant la ligne qui convient à l'éloignement de deux heures vingt- 
cinq minutes , de une heure, ou à l'éloignement d'une heure vingt -cinq minutes, 
on aura la ligne de onze heures. 

La ligne de neuf heures du matin est éloignée de trois heures de la ligne de midi 
du lieu, or la soustylaire en est aussi éloignée de deux heures vingt-cinq minutes, 
ainsi la ligne de neuf heures du lieu sera éloignée de la sôustylaire de trois heures 
moins deux heures vingt-cinq minutes , ou de trente-cinq minutes. Ainsi en 
mettant dans la formnle l'arc de l'équateur qui répond à trente-cinq minutes de 
temps^ on aura au résultat l'angle que la ligne de neuf heures du lieu doit faire avec 
la soustjflaire, en sorte que Varcde Féquateur qv^ il faut faire entrer dans la formule 
( § XII ) pour avoir les heures du matin du cadran déclinant U l'orient , est toujours la 
différence qu'il y a entre tare de Véquateur qui répond à l'heure cherchée à raison de 
i5^ par seconde et tare de Céquateur qui exprime la différence des méridiens du lieu 
et du plan. Lorsque le premier de ces arcs est moindre que C autre , la ligne qui dtnt 
marquer [heure sera vers forient relativement à Ha sôustylaire; elle sera au contraire 
vers r occident si le premier de ces deux arcs est le plus grand. 

Supposons maintenant que la déclinaison est occidentale et de deux heures 
vingt-cinq minutes : elle sera éloignée de deux heures vingt-cinq minutes du 
méridien du lieu quand il sera midi pour le plan ; ainsi en faisant entrer dans la 
formule (§ XII) l'arc de l'équateur qui convient à deux heures vingt-cinq mi- 
nutes ou 36"" i5\ c'est-à-dire la différence des méridiens, on aura au résultat 
l'angle que la ligne de midi du lieu doit faire avec la sôustylaire. 

A onze heures du matin le soleil sera éloigné du méridien du lieu de iS"* degrés 
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OU d'une heure , ainsi il sera éloigné du méridien du pTan d'une heure; plus deux 
heures vingt-cinq, minutes , ou de irois Heures vfngfl-cînq minutes^ arnsî en feî- 
sant entrer dans la formule (| Xtf) Tare de féquateur qui convient 3' trois heure9 
vin|[t-cinq minutes , on déterminera Fangle que là ligne de onze heures , pour fe 
lieu ;. doit faire avec la soustylaire du plan. 

Et génénéralement pour les heure» du matin à tracer sur un plan tourné vers Vooci* 
dent^ il faut faire entrer dans la formule {§Xn) Carc de Féquateur qui répond à la 
somme faiie de la différence des méridiens, et de Varc qui répond à t heure cherchée. 

Oa trouvera par un raisonnement semblable que Varc de téquateur quil faut 
fmve entrer dam la formule pour avoir les heures du soir dans un cadran déclinant à 
r occident y est toujours la différence qu'il y a entre tare de Féquateur cm répond à 
Fiusure cheroliée à raison de 15^ pour une heure , et Carc de Véquateur qui exprime la 
dSgérence dee méridiens. Lorsque le premier de ces arcs est moindre que Tautre, 
la ligne qui doit marquer l'heure sera vers Toccident relativement à la soustyiaire; 
elle sera au contraire vers Forient s'il est plus grand. 

§ XX. 

ffous Tenons 4be voir^que la sowrtylaiîre du plan, éianx donnée, il n'entre dans 
te fbrmule de la oonstmction -des^cadcamsi» que la différence des acridiens lors* 
ng. 12. qu'ils sont déclinants., la bautear du pôle 6ur le plan, eA enfin Tai^c de Téquateur 
qui répond à Themre -cherciiée) et qui est donné en oonvertissant l'heure en 
degrés, à raison de iS*pour une heure. Oraous aivons dit oomment on pouvait 
tracer la soustyiaire (§ V et Ylil); nous savons ditaiissi commenion pou^i^it trouver 
réiëvaiion du pôte snr "tQ phm (§ VU), ainm âl noufi resierait seuletfnenl à délciv 
miner fa dîfTérence des méridiens fiour les phnis difiënemiMunt situé» % xxm& novts 
donnerons encore d'autres woyens de<G5niiaitve la jbauteiir du pôle &ur le plan , 
ptirce que tcelui que nous 9V01K indiqué ^eat sujetà ^^âauooAipid'ÎAexdCtitudes. 

Soit AB une méridienne tracée sur un plan horizontal, si ayant mené EF "pc^ 
pendiciilairement à AB, on imagine que cette ligne est !a section d'un pla» -ne»- 
tical ou tVun plan incliné d'une manière quelconque , coupé par le plan horîsoii- 
lai , on concevra sans peine que le méridien du plan horizontal qui est celui éa 
lieu éiant perpenidiculîjiîre à la section EF sera aussi perpendiculaire au plan sup- 
posé, élevé sur EF, soit verlicalenient , soit d'une manière indîtrée, et qu'ainsi le 



méridien du lieu sera en même temps le méridien du .plan ou vertical ou incliné. 
Ainsi les plans dont ia section avec Thoriaon est perpendiculaire à la méridienne 
du lieu ^ c'eftirà-dire les plans non déclinante., ont le même méridien que le lieu 
même. 

§ XXH. 

Maïs si la section MN du plan supposé coupé par le plan hoficontai est inclisnée 
sur la méridienne da lieu AB. Alars la méridienne du' lieu sera oblique sur qe 
plan ^ et ce plan aura son méridien plus ou meinséloigné du méridien du lieu , 
suîitan>t que l'angle MBS oci NBF, qui marque h déclinaison' du ptan^ sera plus 
00 moins grand. 

La dédinanson est orientale on occidentale, suirMit que-la perp^ndieufoire BR, 
menée sur 1» ligne MN , ^ rapproche de l'orient on de rootidenr. 

§ XXIII. 

Plans verticaux déclinants. 

Soit VL un plan horizontal, dont AB soit la méridienne à laquelle on a mené «g. j3. 
la perpendiculaire ZT , KX un plan vertical qui coupe le plan horizontal suivant 
la ligne YX , en sorte que Tangle VBZ ou TBX exprime sa déclinaison. Si Ton fait 
l'angle BAO égal à la latitude du lieu ou à la hauteur du pôle au-dessus du plan 
horizontal , et qu'on imagine le triangle ABO relevé pei^fMMilKcttiiBiti^eiiieite «tir la 
méridienne AB, la ligne AOse Iroavera placé suiwnt l'axe du monde et repré^ 
sentera cet axe ; elle rencontrera le plan vertical en un point G, tel que la verttesHe 
BC se confondra avec la ligne BO. 

Si Ton imagine ensuite^ par Taxe AC, ufl plan perpendiculaire au plan vierti- 
cal KX y ce plan coupera le plan horizontal suivant une fîgne AE partant du point 
A et menée perpendiculairement à YX, puisqu'die sera la section commune de 
deux plans qui sont l'un et l'autre perpendiculaires au plan vertical auquel appar- 
tient la ligne YX^ et le même plan passant parl^u anpposé perpendiculaire au 
plan vertical , le coupera évidemment suivant la ligne ËG , en sorte que cette ligne 
sera la soustylaire du plan vertical. , . i 

La ligne AE étant perpendiculaire au plan vertical, i'aïa^le GAE sera droit, et 
puisque le triangle GEA se trouve dans te méridieii de ce plan , que AG représente 
l'axe du monde, il s'ensuit que l'angle ACE marque l'élévation du pôle sur ce 
plan. 
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Soit mené par le point B la ligne BP perpendiculaire à la souslylaire CE; puis 
imaginons un plan perpendiculaire à Taxe ÂG , mené par le point B : ce plan, qui 
représente Téquateur, coupera le plan horizontal suivant la ligne ZT perpendicu- 
laire à AB , et le plan vertical KX suivant la ligne BP perpendiculaire à la sou- 
stylaire CE ; puisque les lignes A B et CE sont celles que ce plan rencontre dans les 
méridiens y il coupera le méridien du lieu suivant la ligne BR menée du point B 
perpendiculaire sur Taxe, et le méridien du plan suivant la ligne qu^on peut ima- 
giner tirée du point P au point R, et qui est ainsi évidemment perpendiculaire 
à raxe« Il suit de là que le point R étant dans Taxe du monde et les deux lignes 
RB, RP dans Téquateur, l'une dans le méridien du lieu, et Tautre dans le méri* 
dien du plan, l'angle BRP, compris entre ces deux lignes, exprime la différence 
de ces deux méridiens. Cela posé , nous allons cbercber l'expression de la hauteur 
du pôle ACE sur le plan, et celle de la différence des méridiens BRP, l'une et 
l'autre étant nécessaires pour la construction du cadran vertical , où Ton ne 
suppose d'autres données que la soustylaire CE et Tangle BCE qu'elle fait avec la 
verticale BC. 

§ XXIV. 
Dans le triangle ABC , on a : 

AB : BO = BC :: coslat. : sin lat. 

donc : 

_,^ AB X sin lat. 
cos iat. 

Dans le môme triangle : 

AB : AO = AG :: ooslat. : R 
donc : 

AB X R I 



ACsr 

Dans le triangle rectangle BCE : 



cos lat. 



BC : CE :: cosBCE : R 
donc : ^ 

^- BC X R AB X sinlat. X R 
COS BCE cos lat. X coa BCE 

Enfin, dans le triangle rectangle AEC : 

CE : AG :: cos ÂGE : R 
donc : 

^ APP CE X R R X sin Ut. 

AC cosBCE 



C'esl-à-dire que ée corinu$ de t angle fKt exprime la hauteur du pâle sur un pUm ver^ Hauteur du pMe 
tical décUmmt^eei égal au produH du rayon par te sinu$ de la laUtude du lieu » dimé par ^ pia^^rtksai 
le corinus de t angle que la soustglaire faU avec la verticale, déeUnant par la 

•ooatylalre. 

§ XXV. 

La ligne RP, que nous imaginons tirée du point R au point P sera perpendi- 
culaire à la ligne BP; car la ligne BP, qui est perpendiculaire au méridien AGE 
du plan , puisqu'elle est la section commune de deux plans perpendiculaires à ce 
méridien 9 savoir, le plan de Téquateur et le plan vertical , la ligne BP, dis-je, 
sera perpendiculaire à toutes les lignes telles que PR , qu'elle rencontrera dans 
le plan du méridien. Gela posé, dans le triangle rectangle BÇP, on a : 

BC: BP:: R :8inBCP 

donc : 

_ BC X sjdBCP _ ^cj^y. AB X «nlac X BCP 
R ^^ ^ ooslat. XR 

dans le triangle ABR , on a : 

AB :BR :: R:malat. 

donc 

-._ AB X «în lat. 
BR = ^ 

Enfin , dans le triangle rectangle BRP, on a : 

BR:BP ::R:aioBRP 

donc 

. »i»ii BP X R 
„o BRP = — j- 

ou, en prenant les valeurs des lignes qui entrent dans cette double expression, 
on a : 

R X sin BCP 
ooalat. 



An BRP , cV8t-^*dire sin diff. des mërid. ^ 



Le sinus de la différence des mériéUens du lieu et du plan vertical déclinant est donc iNfrérenee 
égal au produit fait du rayon par le atni» de C angle que la soustylmre fint avec la vertir ^^^ 
cale , divisé par le cosinus de la latitude ou de la hauteur de pôle du lieu. un plan Yerticai 

déclinant par 
la loualylaiTe. 

S XXYL 

Dans le triangle GBE rectangle en B, on a : 

BC : BE :: R : lang BEC 



dooa : 



BC X tang BCE ,^ «^,w ^ X ^^^' X ^»8 ^E 
A coslat. X R 



Mais dans le triangle rectangle BE\ , on a : 

AB:BE ::K:ÂABàE = 
ou , en mettant pour BE sa valeur : 



BE xR 

AB 



008 lat. 



OU parce que : 

sinlat. tang lat. . _.^ tang lat. x taag BCE 

" ' ■ . ■ «=* ■ ^ ' ■ > Otta* iUtBAKate ■■■ y ' ■ "^ ** 

coslat. R R 



Dédinaifion C'est-à-dire que le sinus de l'angle de déclinmson du plan vertical est égal au produit 
^f^trUdre^^ ^ ^ tot^efile de la hauteur du pôle du lieu par la tangente de C angle que la soustyUnr^ 
du plan Terticai fait ovec la verikok , dimé par le rayon. 

dédlnant 

§ XXVII. 

Nous avons supposé , dans les trois problèmes précédents ; que Von connaissait 
la soustylaire du plan vertical , et nous avons avec cela trouvé la hauteur du pôle 
sur le plan et la différence des méridiens. Mais si la soustylaire n^était pas don- 
née, et que l'on connût la déclinaison du plan vertical, soit par te moyen de la 
boussole, soit par un autre moyen quelconque ( § XXYIII) , on pourrait égale- 
ment calculer d'après cela les choses nécessaires à connaître pour construire le 
cadran sur le plan vertical déclinant* 

§ XXVIIL 



Fig. 14. 
Connaître 

ia déclinaison 

par 

l'obaerration. 



Soit P le pied d'un gnomon placé sur un mur vertical, déclinant de manière 
que la distance perpendiculaire de ce poûu au trou àe la plaque, ou au point 
qui porte l'ombre soit représentée par PG. Si au moyen d'une bonne montre ou 
d'un cadran voisin.^ on marque le points où l'ombre -du gnomon se porte à midi, 
et qu'ayant loené far ce point une ligne verticale SO ^ on aliène aussi par le point 
P une ligne horiaontale PO qui ao^pela vertioale a« poiat 0« ei qu'on fomeavee 
les deux côtés PG et PO le triangle rectangle G PO, on aura l'angle P60 égal à la 
déclinaison du plan , car ce triangle existe dans un plan horizontal , et est sem- 
blable au triangle ABE {fig. 18), parce que les cotés de l'un sont parallèles aux 
côtés de l'autre; ainsi, Tangle PO0 4e rim scm léfgsA à TmfjkBAX^e l-fflltre, 
c'est-à-dire égal à la déclinaison duj[>laii. 



^sir. 



XWL 



l/aogle BàG exprimant la latitude ou la hauteur du pôle du lien, on aura : oomminut 

«.... «-*..Ait»i»n_ ABxtaDglat d«pluiwUoil 

K.MPgl»I...AM.JK<^ ^ tMWWr 

Mai« ** ■'*'*■ *•*" 

AB:BE::R:8lodécl.; donc, BE = ^^^^^^ "***'!!!?*?'' 

Enfin dans le triangle GBE , on a : ^ ^2. 

BC:BE::B.:taagBGE 
d*où Ton tire : 

BEx R 



BG£ 



BC 
ou en mettant les valeurs de BE et de BG : 

. «ni:. B X rin décl. 

tany BCE = , , . 

^^ taig. tait. 

C'est-à-dire que htangemte de l'unie qve la $mstylaire faii avec la ligne vertkab 
e$t égale au produit du rayon par le sinus de la éédvmson du plan supposé vertical , 
divisé par la tangente de la latitude du lieu. 

% XXX. 

Dans le triangle BAO , on a : connaître 

AR X & ^ hanteor dn 

AB : AO :: COslat.:R; donc: AO on AC » > - . pAle sur 

COêlaU le plan yertical 

Dans le triangle recta ngfe ABE où Fangle BÀE exprime la déclinaison du plan^ ^de^^^ 

on a: 

^ » A «. « . ^± w j A T^ ABx eo» déd. 
AB:A£ ::R:oo8décI.; donc: ASs ^ 

H. 

Enfin dans le triangle rectangle AGE oi CE est la sooBlylaire , AC Taxe, et où 
par conséquent l'angle AGE exprime la hauteur du pôle sur le plan , on a : 

AG : AS :: B : ste aGE=^^ 

AG 

OU en mettant pour AE et AC leurs valeurs : 

008 décl. X costal. 



dédinaiton. 



sin ACE 2= 



R 



Cest-à-dire que le sinus de la hauteur du pôle sur un plan vertical déclinant est égal 
au produit du cosinus dé la déclinaison du plan par te cosinus de la latitude du lieu , cff- 
visé par le rayon. 



Fig. 18. 



s XXXL 

En faisant les mêmes suppositions que Ton a faites précédemment (§ XXIII )« 
** ^^rîm***^" Tangle BRP exprimera la difTéreuce des méridiens; or dans le triangle rectangk 

plftii verOeal, GPB on a : 

trooTer * CP : BP :: R : Ung BGE 

Ift dHTénnce d6S . 'nol 

fit de ee plan. B 

Pig. 13. Dans le triangle CPR rectangle en R , on a : 

^ »» » . «o« ^ «^» CPxsînRCP 
CP : PR :: R : sin RCP; donc : PR= = 

Enfin dans le triangle rectangle RPB , on a : 

RP: PB :: R MaogBRP ♦ 
Ainsi : 

* i»i>Ti BPxR CP X «snfîr BCE X R 
tangBRP = -j^— = ^PX^inKCP 

et mettant pour tang BGE sa valeur 

R X sin décl. 



taog lat. 
et pour sin RCP =î sin ACE sa valeur 

cos décl. X eus la(. 



(S XXIX) 



(S 



R 

On aura : 

tang BRP = 



tang lai. X cos décl. x cos lat. 



.^ . ^ sin décl. , tanfdAel. 

OU en mettant pour — ^-r sa valeur — ^ — , et pour 

tanirlat. x cos lat. . R x sin lat. 
— 2 sa valeur 

On aura finalement : 

^ siD lat. 

C'est-à-dire que ta tangente de C angle ^ qui exprime la différence des méridiens du 
lieu et du plan vertical déclinant , est égal au produit du rayon par la tangente de la dé^ 
clinaison du plan , dioisé par le sinus de la latitude du lieu. 



S XXXII. 

Si la déclinaiion était supposée nulle dans la formule qui exprime Tangle de la 

■ 

sousiylaire avec la verticale (§ XXIX }, la valeur de cet angle serait nulle , c'est-à- 
dire que la sousiylaire se confondrait avec la verticale. 

La même supposition étant /aite dans la formule qui (§ XXX) e:q[)rime la hau* 
leur du pôle sur le plan, on trouverait celte hauteur égale au complément delà lati- 
tude du lieu, puisquedansce casle cosinus de la déclinaison devient égalau rayon. 

Enfin la même supposition étant introduite dans la. formule qui exprime la naw 
différence des méridiens (§ XXXI ), cetie différence se réduirait à zéro., mWOioBaox 

Or cette supposition convient aux pinns parfaitement méridionau^c ou septen- teptentriomni. 
trionaux; ainsi dans ces plans la verticale elle-même est la sousiylaire» ils ont le 
même méridien que le lieu où ils sont, et la hauteur du pôle sur ces plans est 
égale au complément de la latitude du lieu. Il faut remarquer seulement que c'est 
le pôle méridional que Ton emploie pour les plans méridionaux, et au contraire 
le pôle septentrional pour les plans septentrionaux, ce qui fait que dans les pre- 
miers la sousiylaire est dirigée du haut au bas du plan, et dans le second elle est 
au contraire dirigée du bas vers le haut du plan. 

Celte remarque s'étend aussi sur tous les points verticaux déclinants. 

§ XXXIII. 

Si dans les mêmes formules (§§ XXIX, XXX, XXXI) dont nous venons de parler 
on suppose la déclinaison de 90% ce qui rend : sin décl. = R et cos décl. = 0. 
On trouvera : 
1*" La tangente de Fangle que la sousiylaire fait avec la verticale 

R X R 



taug lat 



= G0tlat. 



c'est-à-dire que cet angle est alors égal au complément de la latitude du lieu. 

2"* Le sinus de la hauteur du pôle sur le plan sera égal à zéro; ainsi Taxe doit 
être ou dans ce plan , ou parallèle à ce plan. 

3"" L'angle qui exprime la différence des méridiens a une tangente infiniment 
grande, puisque dans celle supposition la tangente de la déclinaison est infini- 
ment grande, ce qui prbuve que la différence des méridiens est de 90*. 

Or celle supposilion convient aux plans orientaux et aux plans septentrionaux; vum 
ainsi dans cette espèce de plans , l'angle que la soustylaire fait avec la verticale ^ oeddcnui»^ 
est égal au complément de la latitude du lieu. L'axe doit être dans un plan parai- 
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télé i ces plans eux-mêmes, et la d\fUtiUùt 4e leurs méridiens a^ec le méridien 
da Ijeo est de 90* ; tout cela est d^ailleurs bien évident. 

En revenant aux fbrmutes qu! servent à tracer le eadran f ) XH), on trouvera 
que la tangente de Tangle qu'une ligne horaire fait avec la soustjf^aire se réduit à 
zéro j parce que dans ce cas-ci la hauteur du pôle sur le pbfi est nulle, en sorte 
qqe les lignes horaires deviennent paralfëtes à la soustylaire, et le traeédu cadran 
soumet alors à marquer sur uue ligne perpendiculaire à la soustylatre les trim- 
gles BM , BN, BO , etc., et des arcs de Téquateur WBF qui répondent aux diSé^» 
rentes heures; et Ton voit sans peine qu'alors h méridienne du lieu ne peut pas 
être marquée sur Fe plan , puisque la tangente de Tangle droit BEP qui lui répond 
e^t infinie. * 

Quant à la situation de Taxe pour ces cadrans, nous avons vu qu^ils sobI pana^ 
lèles à la soustylaire; ainsi on les étabfit dans cette position au mojen de demi 
supports égaux élevés perpendiculairement sur cette soustyhrire. 

g xxxnr. 

De4 pianos inclinée. 

Soit YW la section d^un plan indîné, coupé par un plan horizontal dont AB est 
la méridienne, en sorte qu'en menant ÂE perpendiculairement à YW, l'angle 
Pfg. 16, 19» 3s BAE exprime la déclinaison du plan inolkié supposé. 

^^' Soit imaginé au point B une verticale BX telle que la ligne AX étant menée il 

en résultât l'angle BAX égal à la hauteur du pôle ou à la latitude du lieu , et que 
AX représentât Taxe du monde. 

Soit imaginé prolongé cet axe AX jusqu'à ce qu'il rencontre le plan incliné en 
un point G , et ayant mené par ce point G l'horizontale CX , on la recoupera par 
la verticale BK , c'est-à-dire par une verticale BK perpendiculaire à la section 
commune YW. 

Soient H et Q les projections verticales des points G et R sur le plan horizontal, 
91 soient tirées les lignqs BH : l'angle QBH sera égal à Fangle BAE ou à la décli- 
naison du plan. 

Imaginons encore que GP représente la soustylaire du plan incliné sur laqueMe 
on a mené par le point B la perpendiculaire BP; puis supposant par ce point B un 
plan perpendiculaire à l'axe , ce plan qui représente l'équateur coupera le pfaii 
, tiorizontal suivant la ligne ZBT perpendiculaire à AB , et le plan incliné suivant 
' une ligne BP qui sera per()endiculaire à la soustylaire, puisqu'elle est la section 
commune du plan incliné et de l'équateur, qui sont l'un et l'autre perpendicu- 
laires au méridien du plan dont GP est une ftgne rencontrée par BP. 



Le plan de r4(}«atevr cû«q>6m awsi Je ^néndiea du liev ^uiiiao t la ligne mço^ v\$. u , 20, 2s 
du point B perpendiculairement sur Taxe (voyez les figures indiquées en marge), 
dans lesquelles AH représente la section du plan horizontal, BO la section du 
plan incliné par le méridien du lieu, et AO exprime Taxe du monde, de manière 
liu'^n tMB^p«rta&i œoe figure sur ia ligne ABde la figure corra^<»Hdant6(l^ sur 
i5| 20 Mr 19| â2.6«r 2i et Sd sur 25 ) perpendiculairement $ur cette Ugoe^ les 
points A^ B, H de l'un couvriraient, les points qaioAt la même déngmiaatiim 
dans l'autre, et le point O tomberait sur le point G; le plan de l'équateur coi^^pera 
aussi le méridien du plan suivant la ligne que Ton peut imaginer tirée du point 
R au point P, car ces deux points sont les seuls qui appartiennent à l'un ou à 
Tautre de ces deux plans; il suit de là que l'angle BRP formé par les deux lignes 
BR et RP es^primera la différence des méridiens du lieu et du plan. Nous allons 
en chercher l'expression, en supposant que l'on connaît la soustylaire CS et l'an^^le 
BSP que cette ligne fait avec la verticale. 

§ XXXV. 

Aux suppositions que nous venons de faire, nous ajouterons une ligne menée 
du point X au point S où la verticale coupe la soustylaire, cette ligne se troiivera 
en même temps dans le plan vertical perpendiculaire au plan incliné et dans le 
méridien, de façon qu'elle sera leur section commune, et<par conséquent perpendi- 
culaire au plan incliné et aux deux lignes CP et BK qu'elle rencontre dans ce.plan. 

Gela posé, la ligne BK étant perpendiculaire à Thorizontale VW, qui est la Trouver 
section du plan incliné coupé par le plan horizotnal , <)n aurti t ladifférj^ce de* 

BK : BQ : : le rayon : sin incl. , .P" i« ™oy«« 

. , . , _ ., ticlagouatylaire. 

Mais le triangle BXS est évidemment setuMabie an tri(angl64KBQ. Ainsi : 

Flg. 16 et IG 

iX:BS::lervon:8iDdécl.;. etdèslocsoaa: BS«?^^|p52L ^«^J 

Or, dans le triangle rectangle rectangle BSP, on a : 

BS:BP:: R; sioBSP 
Ainsi I 

„- BSxdnBSP fiXx«iniflel.KsinBSP 

Ur = " ^ = " ' _ ^ ■ 

R RxR 

On a d'ailleurs dans le triangle BXR : 

-BX : BR :; R ; Qo»lat^ d'où : SR^^^^^^^' 
et dans le triangle BRP ausm TCctaii9le><Hi*a^ 

BR : BP :: R : sinËRP =î-^ 



25 et 2tf 



•*4- 
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Donc en mettant les râleurs trouvées pour fiP et pour BR » on aura enfin: 

sinincl.XsînBSP 



8in BRP » 



eus iat. 



C'est-à^^ire que le $inu9 de (angle , qtn exprime la différence des méridienê du 
Heu et du plan incliné, esi égal au prodmi du sinuê de F inclination du plan par le einuê 
de r angle que la soustylaire fait avec la verticale , divisé par le cosinus de ta latitude 
du tieu. 

§ XXXVL 

L'angle do la soustylaire avec la verticale étant connu, Ton peut trouver la dé- 
clinaison du plan^ mais il faut beaucoup d'exactitude en relevant cet angle , car 
une petite erreur de ce côlé-là en produit une plus sensible dans la déclinaison. 
Nous verrons néanmoins comment on peut trouver la déclinaison par ce moyen 
(§ XL.1II). Voyons auparavant comment on peut la trouver directement. 

S XXXVII. 

Si Ton marque à midi sur un plan incliné Tombre d'un ù\ à plomb , cette 
ligne représentera la ligne 6G des figures dont nous nous sommes servi; ainsi , 
l'observation supposée fera connatlre l'angle KBC que'cette ligne fait avec la ver- 
ticale, mais dans le triangle KBC, on a : 

BK:CK::R:tangKBC; d'où : CK « 552i!^Li5? 
On a d'ailleurs : 

BK:BQ::R:oo8iacl.! d'oùrBQss — ^ 

et dans, le triangle BQH où Tangle QBH exprime la déclinaison et où QHs=sCK, 

on a : 

BQ : CK ::R: tangdécL 
Ainsi : 

RXCK RXIan^KBG 



tangdéd. s=. 



B{^ cos iuci. 



C'est-.. -dire que la tangente de la déclinaison du plan esi égale au produit du rayon 
par la tangente de l'angle que la méridiens du Heu fait sur ce plan mec la ligne ver^ 
ticale , divisé par le cosinus de Cinctinaison de ce plan. 

Mais cette méthode a l'inconvénient dont il a été parlé dans le paragraphe 
précédent. 
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S XXXVUh, 



On tire de la formule précédente : Oemiaîtïe 

la poittion de la 

4 vo/^ tangdécl.xcosind. méridieniie 

toiigKBC= g ^^ji^ 

sarleplaniMrU 

C'est-à-dire que la tangente de t angle que la méridienne du lieu fait mr le plan in-- *^^*'"**«^"- 
cliné avec la verticale est égale au produit fait de la tangente de la déclinaisan par le 
connus de C inclinaison du plan , divisé par le rayon* 

§ XXXIX. 

On pçut aussi trouver la déclinaison du plan par une méthode semblable à GonnaiiTe 
celle qui a été donnée pour les cadrans verticaux (8 XXYIII ). ^ dédinaiwn 

Pour cela^ ayant suspendu un fil GF à plomb au trou G du gnomon, on en ng. i8. 
marquera Tombre BG à Tinstant de midi au moyen d'une montre ou d'un cadran 
voisin, puis par le pied P du gnomon, on mènera la verticale BK ; on marquera 
sur cette ligne le point K qui répoad horizontalement au trou G du gnomon , 
ensuite on tirera par ce point K jusqu'à la ligne BG une ligne horizontale KG* Il 
est clair que cette ligne KG et la distance GK du trou du gnomon au point K 
formant l'angle droit d'un triangle qui, étant achevé en menant l'hypoténuse GG, 
l'angle KGG compris entre cette hypoténuse et le deuxième côté KG exprimera 
la déclinaison que l'on prendra au rapporteur, et que l'on calculera pour p|^ 
d'exactitude d'après les côtés connus GK et KG. 

§ XL. 

En se rappelant l'explication ( § XXXIV et XXXV ) donnée pour l'intelligence connaifisant 
des figures 15 , 19 , 22 et 25. 

Nommons : KQ ouCH a 

— Sinus inclinaison • • I la position de u 

— Cosmus mchnaiSOn t relativement 

— Sinus déclinaison. D à la verticale. 

— Cosinus déclinaison d 

— Sinus latitude L 

— Cosinus latitude • • • l 

— Le rayon R 

On aura : 

l.t::a:BQ = j; et, I:R::a:BKsY 



la déclinaison 

d'un 

plan incliné, 

trouver 



mais 
Aioii 



Or 



— 2U — 



a la 

BHsXO el XD:DO::/:L 
DO «s — ^— — ou DO ss . 

= OHqp:DO; doncs BX= ^db-^^ » ■- ■ ,« r— *- 

BX : BS :: R : I ; d'où : 



A Rld/ 

et puisque SK=3rBIL— BS« on aura : 

„ aR «tr^oiTRL ^^ allflrfr«^tflUy^«MRt* 
Slk= -T- = OU SK = ■ 

otpMn ft eMM que : RR — 11=0, on aura: 



Rldi 



cTMc 



BQ : QH :: d : D; donc : QH=CK= 2^^ ou CK=a^ 

Enfio, Ton a: 

SK:CK::R: (angCSK 



l.ngCSK = -^jp.; ou: tangCSK^-^ x ,,,^,^^,1^ - -57^151 



n8.22,2aet24 C*C8t-à-dire que /a tangente de C angle que la soustylaire du plan fait avec ta 
ifi^ i»flt II ^^^^^^^^ ^*^ exprimée par une fraction qui a pour numérateur le produit du carré 
I9»a0tet2i du rayon par le sinus de la déclinaison et par le cosinus de la latitude du lieUf et 
pour dénominateur la différence ou la somme de deux termes , dont le premier est le 
produit du cosinus de Vindinaison par le cosinus de la déclinaison du plan et par le 
cosinus de la latitude du lieu ; le deuxième est le produit du rafjan par le sinus de Tm- 
clinaison du plan et par te sinus de la latitude du lieu. Ces deux termes sont ajoutés 
ensemble lorsque F inclinaison du pbn est dans le même sens que t inclinaison de taxe. 
On prend leur différence quandces inclijMisons sont en sens contraire, 

Rkmarquc. Duns la lig. 20 y où le plan csl plus incliné quo Taxe, mais dans le 
même sens, on a : 

«V ^^ «4^ ^^^^* aiï{L—a\dl 
BS 5= DO — IIO s= ai = — 

lut k4l 



«8s 



41 .M est , pir «oMéqacai » égale é 



oilBL — alU/ 



^N*** 



lUd/ 



i«a*i 



,elP«M«i«aeBE4-«i 



OU 



SK =5 -j- -j -^-Y^j qnt se rcduit à — 



Rldl 



HiM 



comme dans le cas de Finclinaison du môme sens avec l'axe. Ainsi oe eu ne ùàl 
pas d'exception; seulement, etc., etc. 



Nous avons trouvé ( § XL ) : 



§ XLI. 



BHsXD 



afll 



«t l'on iroit aisément que XD : XO :: / ; R. Ain«i 



On a aussi trouvé : 



^- XN X R 

XC ou XO = ?[î'i 



et il est clair que BX : XS :: R : t, cl conséquemmeot : 



xs = 5^^» 



ou 



xs = 



U 



midi ± aORL 



t 



GoDiiattre par la 
déclinaison 

da plan 4MUné 
khaiilaiir 

4«pAte 
aur fiaoiaiL. 



Mais, dans le triangle XCS, Ton a : sin XCS ss ^.^rS 
donc, sinXCS, c'esl-à-dire sinus de la liauieur du pôle sur le plan, igtlh r 



aildl ± ai'tïîL Idl 
— X 



lat 



idl 



aiiiH KR 



R 



c est-à-dirc que le rimis de la Imuiettr du pôle sur le plan est exprimé par la $onme 
on par la différence de deux termes dont Vm est le produit du sinus de tinelùmêtm 
du plan multiplié par le cosinus de sa déclinaison et par te cosinus de la koiimde dm lieu. 



émé par le carré du raym; tauire est le predmi du coiUmg de FmcImaUm du pim 
parleriam de la Uuilude du lieu dimé par te rayon; ta somme , quand tinclinmem 
du plan et celle de Caxe sont en sens contraire; ta différence , lorsque ces incUnmsons 
sont du même côté. 

Rem AEQUK. Dans la figure on trouvera : 

8ia XCS = -ss 



R RR 
ainsi cela est conforme à l'énoncé général ci-avant. 

§ XLII. 

Trottrer Suivant ce que nous avons établi ci-dessus ( §§ XXXIY et suivants) , Tangle 

la différence des compris entre les deux lignes RB et RP, qui sont, Tune dans le méridien du lieu, 
iMiriemo^de l'autre dans le méridien du plan, et qui d'ailleurs sont toutes deux dans le sens 
la déeiiDaison. perpendiculaire à Taxe du monde, cet angle , dis-je, exprime la différence des mé- 
Y\%. 15, 16 et 17 rîdiens du lieu et du plan , et ce plan perpendiculaire à Taxe du monde coupe le 
33, 23 et 24 plan horizontal suivant TZ. Maintenant, si l'on prolonge la ligne HQ parallèle à 
?&, 26et27 YW jusqu'à sa rencontre Z avec la ligne TZ, et que l'on imagine par ce point Z 
et par la ligne ZL parallèle à BH , un plan parallèle au méridien du lieu, la sec- 
tion de ce plan et de l'équateur sera évidemment représentée par une ligne égale 
à la ligne H! (fig. 16) menée du point H perpendiculairement à l'axe. Ainsi, si 
l'on foit {jig. 17) 6z = BZ, et qu'à une des extrémités z de cette ligne , on élève 
la perpendiculaire %t égale à la partie HG de la ligne HI comprise entre le plao 
horizontal et le plan incliné; qu'on tire la ligne bt, cette ligne représentera la 
section BP, etc. du plan incliné par le plan de l'équateur. En sorte que, faisant 
^r = BR et perpendiculairement à 6z, et que l'on mène la ligne rp perpendicu- 
laire à 6l, les deux lignes rb et rp seront placées dans cette figure comme elles le 
sont dans le plan qui représente ici l'équateur, et l'angle 6rp exprimera les diffë- 
renées des méridiens : or l'angle brp est égal à l'angle %bt. Ainsi ce dernier angle 
pourra aussi représenter la différence des méridiens dont nous cherchons 
l'expression. 

Gela posé, nous avons comme ci-dessus (§ XL) : 

„ aW, ± otRL 
"^"^ MÛ 

XO«^{SXU) 



1IX:KX::R:L aion BXa 



BX : BR :: E : I ùui BK « 



9S7 — 

BX X L mtdndoaiKLL 



Donc 



BX X < _ rii» ± afllL 
B Blit 



OErfOr^BX-^S^zp-'"*-- *^ 



OH:OI::R:L; ainsi 01 



B 



ou, en réduisant an même dénominateur» et observant que : otR'— ^RLLssoiRtf, 

-j_ otRL qr àlld 

RU 
Nous avons d'ailleurs : 

■ R 

on trouvera de même : HI = -^ 

Et puisque 

OR : BR :: 01 : Gl 
on aura 

OIxBR 

OR 

ou en mettant les valeurs trouTées pour CI , BR et CR. 

gmf±:g«RLL 
~ BRt< qp RILd 

et 

B6=HI±GI = ??± 2M±f^ 

R RRtlq:RlU 
qui se réduit à : 

BG = — ?!55— 

R«7 q= ILd 
mais à cause des triangles rectangles semblables BQH et ZBH , on a : 

BZ:BH ::BQ:QHctBQ:QH::<{:DetBU=^($XL} 
donc : 

CJR ^D 

VZ : -rj- :: d : h et par conséqœot BZ = ^ 
M ' DI 

Enfin nous avons vu que BZ sssb» et que si =s HG ; et dans le triangle rectangle 
bUf on a : 

donc: 

I_,^_BXBG_ ««f DI 

^ ■" Bï ""BaTIU^SiR 






c'est Texpression ée la tangente de la difTcrence des méridiens. 

eek éooneé Ainsi : la tangente de h différence des méridi^m du iîori el itn plan est donc exprimée 

ftsTexcepUon P^^ unejraclion dont le numérateur est formé par le produit du carrée du rayon ^ par le 

pour le cas Mmê4e la décl'maism et par le sinus de (mclinaison du plan , et dont te dénominateur 

^ttmki^^^* €«l la différence ou la somme de Aiu; termes ; le premier est le produit du rayon par 

MBS. te cosinus de C inclinaison du plan et par le cosinus de la latitude du lieu , le second est 

^u grande que '^ produit du sinus de la tat'tude du lieu par le cosinus de ta déclinaison et par te sinus 

dUede rase, de C inclinaison du plan. LasUfférence de ces deux tenws entre dans t expression quand 

Cinclinaison du plan nest pas dans le même sens que l inclinaison de Caxe; cest la 

* somme de ces deux termes qui y entre dans te cas contraire. 

§ XLIII. 

Détfnniner Les mélhodes que nous atons données (jg XXXVII et XXXIX) , pour trouver la 
in plan par la déclinaison d*uo plan incUnc ,• supposent «pie Ton s'est assuré d'avance de Pîn- 

iottityiaire. stant OÙ il cst midi pour le lieu ; au dcfaul de celle connaissance on peut dans 
tous les cas trouver la déclinaison par la sousij^Iaire que Ton est toujours i 
même de placer sur le plan (§ V ); en mcsunuu on en calculant Tangle qu'ette 
fait avec la verticale, c'est-à-dire avec une ligne prise dans ce plan perpendicu- 
lairement à r horizontale, on a : 

et 

(SXLI)XC = -j^^ et XS=— ^^ — 

ainsi : 

oTR< a'i-R* 



XC» = 



Ai* 



Vd i' K'V4'l 



Tôî ^=r:t :^., ._ «'iWL* 



es' =5(7-. xs' =«rtm*>- o'» r<rr t aa-t^mu/ — 



On aura aussi : 

__, «'i'rfr— aa^-ïtRWf + a'tTR'L* 



% ' • 



Mais dans le triangle CSK , on a : 

CM c3k' : R* :: bS* : S* 

Ainsi en nomgaant « le cosinus de Pangle CSK, on aura : 



c'est-à-dire : 



SkLée 






Ou , en supprimant le diviseur qui esl le même pour les deux termes de cette 
égalité, et en les divisant Tun et Tautre par la facteur aV qui leur est commun , 
on aura : 

RViff :f:2tIR^U/+EB*L' =11V— P^Wr^^aORUV— «•LV 
OU en rassemblant les facteurs de d', et db d\ 

■a BMMKWt m le fiietettf de d% 

« ke bctenr de d, 
)» la somiBe' des termes du deimômeniGmbrer dô PS^patioir, enr 

asuta: 

£m^du.ss.f. 

d*où Ton tire par la méthode ordinaire : 






n 



c'est-A-diro : 

On peut trouver, par la soustyliinr, la cosinus de la déclinaison du plan. Il 
seraii trop long de détailler les termes qui entrent dans^cette expression ; il sera 
très-aisé de substituer aux lettres (|ui y entrent la valeur que nous leur avons 
assignée (§ XL), lorsque Ton voudra faire usage de cette formule ; il suffira de 
remarquer ici que le signe + duisecomi ternie a lieu lorsque l'inclinaison du plan 
est en sens conti*aire de rincl.naison de Taxe ; le signe — a lieu dans le cas 
contraire. 



% XUY. 

AéTtttoB Si , dans la formule trouvée ( % XLI) pour délerminef rélémtion da pôle sur 

dn p^ rar ^ le plan , on suppose l'indïnaison de 90* ou le plan vertical , on aiita : I =; R el 

déeiiDant. j--^^ ^^îngî le sinus d'élévation du pôle sera '=^'fr9 comme au § XXX. 

Sur les plans Si dans cette même formule on supposait, outre cela, la déclinaison nulle ou 
toëridiominx' oa ^^ P'^^ méridional ou septentrional , en sorte que «(-devint égal à R , Ton trou- 
septentrionaux, verait : sinus élévation du pôle s= / = cosinus latitude (§ XXXII ) ; ce qui est 

d'ailleurs évident. 

S XLV. 

Sur des plans Si dans la même formule : 

inclinés m jL 

méridionaux ou tlnélév. dupôle s= « qr-g- 

septentrionaux. 

on suppose la déclinaison nulle , on aura : 

il SB R et sinélév. du pôle » — . rp r^ 

ce qui est l'expression du sinus de l'angle ^1 à la différence ou à la somme des 
deux angles I et L ; et effectivement cette supposition convient aux plans méri- 
(lionaux et septentrionaux, pour lesquels l'élévation du pôle est évidemment égale 
à la somme ou à la différence de l'angle de latitude du lieu et de l'inclinaison du 
plan : la somme , pour le côté du plan qui regarde le pôle élevé , et la différence 
pour l'autre. 

§ XLVI. 

Sur des plans Si , dans la même formule, outre la déclinaison de 90% on supposait l'inclinai- 
yeriicaux , ^^ ^„gg; ^^ 9Q0 Q^ j^ p||^ vertical oriental ou occidental , la formule se réduirait 

orientaux ou * 

occidentaux, à zéro ; ce qui prouve que Taxe est parallèle au plan (§ XXXID). 

§ XLYIL 

ÉiévatiMi du Si dans la même formule : 

pAlesermplan *l élév. du pôle = ^ =F Y" 



incliné oriental 
ou «ocidental. 



on suppose la déclinaison de 00* ou le plan oriental ou occidental , on aura d :=0, 
et elle deviendra : 

rinélév. du pôle b rp •«- 
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e*est-à-dir6 que tétévaiion du pâle sur tes ptuns inclinés orientaux otc occidentaux a 
son sinus égal au produit du cosinus de C inclinaison du plan par le sinus de ta latitude 
du lieuj divisé par le rayon. Le signe =p annonce seulement que, dans ces deux 
espèces de plan , Taxe n'est pas semblablement dirigé ; pour les plans orientaux 
il est dirigé vers le pôle élevé , et pour les plans occidentaux vers le pôle abaissé. 



. •» 



§ XLVIII. 

Si la déclinaison était dans la même forLiule supposée nulle, et Tinclinaison 
du plan en sens contraire de Tinclinaison de Taxe et égale au complément de la 
latitude, on aurait : d = R, 1 = / et t=L, et la formule deviendrait : 

• i« r % A« •' "T~ *^'-' RR. _» 

sm élév. du pôle = — 5 = -^— = R , 

H R 

c*est-à-dire que Taxe serait perpendiculaire au plan. Cette supposition détermine 
en effet le cas du plan équinoxial ou perpendiculaire à Taxe du monde. 



Sot on plan 
équinoxial. 



§ XLIX. 

Si , dans la formule ( § XLII ) qui exprime la tangente de la différence des mé- 
ridiens, on suppose la déclinaison nulle ou D égal à zéro, la formule entière se 
réduira à zéro, ce qui prouve que la différence des méridiens est alors nulle, ce 
qui d*ailleurs est évident. 

Si y dans cette même formule, on suppose la déclinaison de 90* ou le plan orien- 
tal ou occidental, on aura : D=:R et d=o. Ainsi elle deviendra : 



DiiTérence 
des mëridienf 
poar les plans 
méridionam 

on 

leptentrionaux 

iadinés. 



Pour les plans 

orientaux 
on oecidentaux. 



tang diff. des méridiens » 



RRI 



^« < I . tanirincl. 

ou, en mettant pour -r sa valeur — ^ — , on aura : 

R X tang iocl. 



tang diff. des méridiens == 



coslat. 



c'est-à-dire que la tangente de la différence des méridiens , pour les plans orientaux ou 
oecidentauXf est égale au produit du rayon par la tangente de Finclinaison du plan , ifi- 
visé par le cosinus de la latitude du lieu. 



Pig. 10. 



^?*JJ^JJ^ 8S , Aaiis cette même formule , on suppose rinclinaison du plati de ÔO* ou le 
pour les plans plMteftical, Ce qui rend I:=:î:R et is=^0^ on aura : 

Teitleatix 

4édiiiaots. RRD 

lang diff. des méridiens = — ^7- 

ail 

D , taotf décl. 

ou , en mettant pour — sa valeur —2- — , on aura : 

iang dut (te méridiens ^ ^ X /^"g^^^- (^ xXXi^ 



sin 



lat 



S LU, 



de^ ton^ti^ Les calculs à foire suivant quelques-unes de ces formules seraient fort longs , 

ta eaicoi si Ton u'avait pas le Mcoairs des logarithmes ; mais •conmio tas tadiles 4es logt- 

^^f^^S^h ritb™^^ ^^^ nombres ne sont pas fort étenéuesi^ m qvtt les sîmb ^ oonnas , 'Otc»^ 

sont exprimés par de très-grands nombres , on pourrait se trouver embarrassé sî 
on ignorait les propriétés des logarithmes ; mais avec cette connaissance » les cal- 
culs deviennent fort simples. Nous allons en foire l'application sur la formule du 
§ XLUI, qui est la plus composée ^ où Ton a : 

que nous avons représenté par : 

Suppo^os donc un plan dont î inclinaison soit en sens contraire de Tinclinai* 
son de Taxe : 

La première , de 22"" SO' ; 

La deuxième, ou la latitude , de 59'' BO' ; 

L'angle que la soustylaire foit avec ià verticale , de Gi"" 25';; 

On aura, en prenant les logarithmes : 

log R« 60,000000 
legs' 19,270612 



trs^odits t=: T&,«soôoo ^or Ti^xmm^ eM tea«%4e 10^ 

4- M70&12 ^ 4^27O61â«0ttefa)gde4Si47 
Ainsi R^ X s' = 18647 + 10" 00 ^ IflMMX H^^ 



l4Dg R* 20,000000 

ftog» L1 19»,77«e8«' ' 

Log «• 19,270612 

Log l'R'LV 78,978524 

PR'LV 95175X10'* 

R<I"L" 87570 

rR*LV+R*I»L* 182745X10'* 

Log RV 39,931230 

Log r 19^4256 

Log RVP 59,535486 

RVr 3431510^^ 

Log r 19,105680 

Log r 19,604256 

Log 8* 19,270612 

Log rrs'= 58,040548 

IT«' = 109786X10** 

RVr = 3431500X105» 

m=RVP+KV = 3541286X10^3 

= 3541ixi05« 

Log m = 59,549160 

2log— oulogf— ) . . . = 19,200272 

(^\ = 15859X10" 

= 158590X10** 

— = 10519X10'* 

191 

^x(j^] = 169109X10'* 

^[mX^gyi • • • = "'228166 
l^aX/ ~ X (^\ . . .= 9»61*083 

^ 41120X105 
—'•1 

^ ..,,,. 5K 398^X10* 

fil 

V ^+ (ë) +f • • = «•*«><*«* 



Log i* • . 19,165689 

Log E* 19,776682 

Log R*rL* 78,942362 

R^I'L* 87570X10'* 

186470X10'* 
182745 

p =R V - t-R-LV- tL*VV= 3725X10'* 

Log de cette quantité = 3,571 126-{-74,00Q000 
ou logp. . ^ . . s3fc 77,571 12« 
Log m ■ 59,5491 60 

Lpg-^ ....... 18,021966 

tn 

= 14,000000+4,02«6a 
— = 10519X10^4 

Log ♦ ... 9,965615 

Log R»I 39,582840 

Lcg' h 9^888341 

Log f 9,802128 

Log tR^IU. . ; = 69,238924 . 

iB?lU = 17335X10'^ 

on= 173350X10** 

Log 1 9,965615 

Log L 9,888341 

Log IR. .... 19^582840 

Log f. 9,802128 

Log «• tft^SBMAa 

Log îLRitf . » ea^ste^K 

t'LRLf*. = 32325X10**... 32325 XIO** 

|n = tR^ILi — iLRI«"= 141025 X 10'* 

= 1410 i X 10* 

Log ^1». .... = 3^i49â96i+4S6>O0OtM 

Log i n = 69^140296 

Log m = 59,54^160 

. I ' ■' > ■ » m i - Il U 

JLfÊt 

Log ^— = 9,600136 

— = 39822X10» 

m 
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dont le logarithme est 9,908173 qui est le logarithme de é, c'est-dire le Joga- 
rithme du oosinas de la déclinaisou du plan , or ce nombre est le cosinus de 
85* 58'. Ce qu'il fallait trouver. 



S LUI. 

r 

'^"S'i^ Nous avons vu (§ XL) que BH = —^ lorsque HO est représenté para, mais 
** ^ST^ ^*"* '® triangle HBO rectangle en H , on a : 

felatiTement 

i l'au . HB : HO :: R : (ang HBO 

^ le moyen Ainsi : 
de l'angle que te R X HO «RTd M 

"^^ — BÏÏ-=-55S: = T 



méridienne 

du lieu 

«or le plan fait 

avec 



I , tan^r încl. 



te m'rwîenne «" «•» "»«*"»»» P^»'' î «» ^a'*"'' \ » ^^ *"•* • 

horixontale. 

tanir Incl. X ros ^éc\. 



UogHBO=: 



a 



G'est-i-dire que la tangente de l'angle que la méridienne du Ueu sur le plan fait avec 
la méridienne horizontale j est égale au produit de la tangente de C inclinaison par le 
cosinus de ta déclinaison , divisé par le rayon. 

Lorsque cet angle sera plus grand que la latitude du lieu , le point de rencontre 
de l'axe avec le plan ou lecenire du cadran sera vers le haut du plan : si au con- 
traire cet angle est plus petit que la latitude HAO du lieu^ le point de rencontre 
qui détermine le centre du cadran sera vers le bas du plan. 

Si cet angle était plus grand qu'un droit, Tinclinaison du plan serait en sens 
contraire de Tinclinaison de Taxe. 

§ LIV. 

Nous n*avons parlé des cadrans qu'en les considérant sur le côté du plan 
tourné vers le plan vertical élevé sur la section commune au plan incliné et au 
plan horizontal , parce qu'il est clair que le cadran tracé sur Tautre face sera 
parfaitement égal au premier^ avec cette différence que le centre du cadran sera 
placé différemment y c'est-à-dire que, si dans le premier le centre du cadran est 
vers le haut du plan, il sera vers le bas sur l'autre côté du plan* 
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S LV. 

Jusqu'ici nous avons supposé que le soleil Taisait conslamnient sa révolution 
journalière autour de la terre en vingt-quatre heures, mais on a reconnu par 
observation qu'il emploie quelquefois plus et quelquefois moins de vingt-quatre 
heures à faire cette révolution, en sorte que le calcul du temps , à raison de 
vingt-quatre heures par jour, ne cadre pas exactement tous les jours avec le temps 
vrai , cependant, au bout d'une année, il se trouve que le soleil a fait le même 
nombre de révolutions que s'il avait employé vingt-quatre heures exactement à 
faire chacune d'elles. L'année, partagée en jours égaux de vingt-quatre heures, 
c'est ce que l'on appelle le temps moyen. C'est celui d'après lequel sont réglées Ten^tmoi». 
les horloges, parce qu'il n'est pas possible de les assujettir aux difTérentes varia- 
tions que rinégalité du mouvement du soleil fait subir à la longueur des jours. 
Il suit de là qu'une horloge bien réglée marquera ordinairement midi lorsqw 
le cadran solaire marquera une heure différente; et que les cadrans faits comme 
nous Tavons dit ne donnent que le temps vrai, et ne peuvent pas servir à régler 
les horloges. 

Mais comme oti sait par les tables faites d'après l'observation , la différence 
du temps vrai au temps moyen pour tous les jours de Tannée, qui est ce que l'on 
nomme l'équation du temps; et que l'on sait par conséquent, dans quelque jour 
que ce soit, à quelle distance du méridien du lieu ou à quel point de Téquaieur 
le soleil se trouve lorsqu'il est midi au temps moyen, on peut, par les règles que 
nous avons données, déterminer pour un jour quelconque le point où le soleil 
marquera son ombre lorsqu'il sera midi au temps moyen. La courbe tracée par 
les points d'ombres ainsi déterminés pour tous les jours de Tannée, forme ce 
qu'on appelle la méridienne du temps moyen , parce qu en effet il sera midi au temps HdridiMme 
moyen toutes les fois que Tombre se portera sur celte courbe. 

On voit, par exemple : dans les tables de Téquation du temps que le 2 novembre 
il est 11^ 43' &6" au temps moyen lorsqu'il est déjà midi au temps vrai , il faudra 
donc chercher sur la ligne de 11^ 43' 46" le point où se porte Tombre du soleil le 
2 novembre (§$ XV , XVI et XVII), ce point appartiendra nécessairement à la 
méridienne du temps moyen : on trouvera les autres par la même méthode. 

La courbe ainsi tracée, à commencer du 24 décembre où le temps moyen 
s'accorde avec le 4emps vrai, partfta de la ligne qui marque sur le cadran le 
midi du lieu, elle s'en écartera ensuite progressivement pendant un certain temps 
et viendra la recouper le 15 avril , puis elle s'écartera de nouveau du côté opposé, 
et s'en rapprochera de manière à y arriver le i5 juin; de là la courbe repassera au 



àm 
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premier c6té de la méridienne^ et après s'en être éloigné d'une certaine quantité, 
elle viendra la recouper le i*' septembre*; enfin après s*ètre écartée de l'autr 
côté pour la deuxième fois, elle viendra se refermer au point du 24 décembre. 
En sorie que celte courbe doit avoir à peu près la forme du ckiffreS traversé à peu 
près daus soo milieu par la mérîdieoxie àm lieu. 

S LVI. 

Nous n'avons, dans le § LY, considéré qu'une seule des faces des plans pour y 
tracer des cadrans» U est évident que ceux que Ton tracerait -sur la fiice opposée , 
sont parfaitement égaux aux premiers, avec cette différence seulement, que si 
le centre du cadran occupait dans le premier cas la partie haute du cadran, il 
s^ra placé dans le second vers la partie basse, et réciproquement : parce quiJ 
alors lace à des pOLes opposés. 



Bérelop ycMont de qoehiiies proMdnefl de gnomoniqne 

par la trigonométrie sphériqne. 

( Extrait da Mémoire de M. Picart en 1699 ). 

3* PROBLÈME. 

• * 

Planche IV. DeiLX points d'ombre étant donnés par observation , trouver la hauteur du pôle sur le 
plan j et la ligne soustylaire , supposé comme la déclinaison du soleiL 

On mesurera la hauteur A.C du style, et les distances AB, AD du pied du style 
aux points d'ombre B et D : avec cette hauteur et chacune de ces distances, on 
formera deux triangles rectangles ; l'angle ACB de l'un et l'angle AGD de l'autre, 
exprimeront les distances du zénith au soleil dans les instants oà les points oor* 
respondants B et D ont été observés. On mesurera ou Ton calculera aussi l'angle 
ftAJD que font entre elles les deux lignes d'ombre AB et AD. 
^ ^ Gela posé , si Ton représente pac AGBK le méridiea du plan ; que P soit le pôle 

du monde, G le zénith. du plan, et le soleil supposé aux points E et F dans les 
moments où Ton a observé les deux points d'ombre : l'arc CE sera exprimé pw 
L'angle ACB » et l'anc CE pas l'angle ACB. Avec eeft deux eôtés j et L*angle ECF qui 
est €^Jui.des deux Ugfàe& d'ombce^ on cailculera dans le triangle ÈCF la disianM 
SE entre les dsusi posiiions da soleil dans Ina instants où les obserirationa oui 
ét4£3uj^;. oa calculera aussillangle.EFG^^. 

Si lion imagjUiâ.enfiuilie tes aros P£ et KF maméê dUipiUe.aia,p«i0tA4^p<mtà)i^ 



du soleil I ces divcs étani teft^eoya^^lémantoilefa déclMMi0M««raat cmivus, mais 
nous venons de calculer £F« ainsi lesir^îscâtés du triangle PFE seront cottiits; oi 
pourra donc calculer l'angle PFE* La différence entre 4»t angle et l'angle oalcidé 
EFC fera connaître l'angle PFG du triangle PFG , dans lequel on connaît d'ait 
leurs les deux côtés PF et CF. On pourra donc cakcsler le càté PC qui est la £s- 
tance du pôle au zénitk du plan, et par conséquent le complément de la hauteur 
du pôle sur le plan ., première chose cherchée. On calculera aussi l'angle PCF 
gui est celui que la soustylaire fait avec la ligne d'ombre AD, ainsi k soustylaire 
sera aussi trouvée j c'est la deuxième partie du problème. 

*• PROBLÈME. 

Xa mmsiytam et un pêim d ombre étant donnés , tramer h hccuteur du pôle sur le 
pfan, mppwé qntofn sache As dédinmson -en s&feit cm moment où te point Nombre a été 
observé. 

Au nmyen de ta longueur de l'ombre observée et de la hauteur du style, on pig. b. 
connaîtra comme au problème précédent la distance CF du zénith C du plan au 
soleil , au moment de l'observation ; et la soustylaîre étant donnée on prendra 
l'angle qu'elle fait avec la iîgne d'ombre , t^e sera l'angle PCF du triangle PCF , 
dans lequel, outre cet angle et le côté GF, on connaîtra encore le côté PF complé- 
ment de la déclinaison du soleil ; ainsi l'on aura assez de données pour calculer le 
troisième côté PC qui est le complément de la hauteur du pôle cherchée. 

& PROftLÈME. 

La hauteur du pâle sur le plan y un point d ombre et la déclinaison du soleil étant 
êannés , trouver f angle que fait ta sottstylaire avec la ligne dombre. 

L'arc GP est le complément de la hauteur du pôle donnée, on calculera, au i%* ^' 
moyen du point d'ombre et de la hauteur du style , l'arc CF qui est la distance du 
zénith du plan au soleil , enfin le côté PF est le complément de la déclinaison 
donnée du soleil dans le triangle GPF; les trois côtés seront connus, et l'on pourra 
par conséquent trouver l'angle PCF qui est l'angle que la ligne d'ombre fait avec 
la souetykmre, on son supplément. 

6' PHO&LÈME. 

V angle de la soustylaire avec ta verticale j la hauteur du pâte du lieu et C inclinaison 
du plan , s^il yena^ étant donnés^ trouver la hauteur du pâle sur le plan ^ la d^érence 
des méridiens^ et la déclinaison du plan. 
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pig. #. Soit représeihé le méridien da lieu par le cercle PGBR ; soit P le pôle le pTus 

voisin du zéniih G du lieu ; PCB le méridien du plan , en sorte que G soit son 
zénith; CGR sera le vertical commun et GG la distance du zénith du plan au 
zénith du lieu. 

Or dans le triangle GPG , GP est donnée c'est le complément de la hauteur du 
pôle du lieu; GG est aussi donné par Hnclinaison du plan, et l'angle PCG est 
également connu , puisqu'il représente celui que la sonslylaire Tait avec la verti- 
cale. On pourra donc calculer les autres parties de ce triangle, savoir : le côté 
GP, complément de la hauteur du pôle, sur le plan; Tangle GPG, qui est la 
différence des méridiens du lieu et du plan; et, enfin, l'arc GP, qui exprime la 
déclinaison du plan , ou son supplément. 

Remarque. Dans le triangle CPG, on a : sin : GG : sin PG :: sin GPG : sin PCG, 
ainsi sin GPG = sin PCG multiplié par sin : GG, divisé par sin PG, c'est-à-dire 
que le sinus de la différence des méridiens est égal au produit de C angle de la sou- 
stylaire avec la verticale par le sinus de C inclinaison du plan^ divisé par le cosinus de la 
hauteur du pôle du lieu. 

Dans le même triangle , on a : 

sin P : sin G :: sînCG : sin PG 
Ainsi : 

. -^rn sin GG X sin G sin incY. X sin décl. 

8mPC= r-5 = r— 5 

sm P 8111 P 

mettant pour sinus P sa valeur trouvée ci-dessus, on a : 

sin décl. X cos lat. 



Fig. c. 



Sin PG = 



sin PCG 



C'est-à-dire que le cosinus de [élévation du pôle sur le plan est égal au sinus de la 
déclinaison du plan multiplié pur le cosinus de la latitude du lieu y divisé par le sinus de 
l'angle que la soustylairefuit avec la verticale. 

T PROBLÈME. 

La plus courte ombre ou la hauteur du pôle sur le plan , ta hauteur du pôle du lieu 
et l'inclinaison étant données , trouver la soustylaire , la différence des mérùUens et la 
déclinaison du plan. 

On connaît par les données du problème les trois côtés du triangle GPG, car 
PG est le complément de la latitude du lieu ou de la hauteur du pôle du lieu^ 
PG est le complément de la hauteur du pôle sur le plan , et CG, la dislance du 
zénith du plan au zéniihdu lieu , est donné par l'inclinaison donnée; on pourra 
donc calculer les trois angles, qui sont les inconnues cherchées dans ce problème 
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Il faut remarquer que la déterminaliou précédente par l'angle de la soustylaire 
avec la verticale i est préférable à celle-ci lorsque le plan décline peu, parce 
qu'alors pour beaucoup de changement à Fangle de la soustylaire avec la verti- 
cale, il en arrive peu à la hauteur du pôle sur le plan; mais quand il y a beaucoup 
de déclinaison du plan, c'est tout le contraire. 

Ce problème et le précédent sont , dans la pratique , toujours préférables au 

4* et au 5% 

8* PROBLÈME. 

Un point (f ombre , la déclmahon du soleil ^ la hauteur du pôle , du lieu y et Cincli-- 
naison du plan étant donnés ^ trouver la hauteur du pôle sur le plan. 

P étant supposé au pôle , G. au zénith du lieu , et G au zénith du plan , et le 
soleil placé en S au moment de Tobservation , le point d'ombre donné fera con- ^* ^' 
naître la longueur de l'ombre, et par la hauteur du style la distance du soleil au 
zénith du plan : c'est l'arc GS ; la distance GG entre les deux zéniths est donnée 
par l'inclinaison du plan; enfin l'angle GGS compris entre ces deux côtés est égal 
à l'angle qu'une verticale du plan fait avec la ligne d'ombre; ainsi dans ce triangle 
on pourra calculer SG , qui est la distance du soleil au zénith du lieu, ainsi que 
l'angle GSG. 

Mais dans le triangle PSG nous venons de trouver SG ; PS est le complément 
de la déclinaison du soleil , PG le complément de la hauteur du pôle du lieu ; on 
pourra donc, dans ce triangle, calculer TangleGSP; la différence de cet angle et 
de l'angle CSG trouvé dans le premier triangle donnera l'angle CSP, en sorte que 
dans le triangle PGS, outre cet angle, on connaît les côtés PS et GS entre lesquels 
il est compris, on trouvera donc CP, qui est le complément de la hauteur du 
pôle sur le plan. Ce qu'il fallait trouver. 

Si le point d^ombre était pris sur la verticale du plan , le problème aurait une 
solution plus prompte et plus simple ; en effet le soleil se trouverait alors en un 
point S du vertical commun , et l'on connaît GS par la longueur de l'ombre et y\% ^ 
par la hauteur du style, GG est connu par l'inclinaison du plan; ainsi on con- 
naîtra GS par une*simple soustraction , de manière que les trois côtés du triangle 
GSP seront connus; ainsi on pourra calculer l'angle PSG, son supplément sera 
l'angle PSG du triangle PSG , dans lequel on connaît d'ailleurs les côtés PS et 
GS ; on trouvera donc GP, complément de la hauteur cherchée. 

9* PROBLÈME. 

Le mêmes choses que dans le 8* problème étant données , trouver la déclinaison 
du plan. 

On connaîtra GS et l'angle GGS comme dans le problème précédent , on cher* ng. a 

3S 



dMra dbns 4e triangle SPG ^ où les côtés sont connus , Tatigle PGS ; la différence 
de cet angle avec Tangle GGS dannera l'angle PGC , qui est la déclinaison da plan 
i#u son supplément, 

lœ PROBLÈME. 

Par C observation du soleil qui est faite lorsquHl rase le plan j trouver la décéinaison 
du plan , supposé que Fan sache la déclitmsan du soleil , la hauteur du pôle du lieu et 
îinclinaison du plan^ 

Pour connaître par obaer Talion quand le soleil rase le plan , c'est-à-dire quand 
jl «st dans le plan du cadran j il faut avoir une grande règle sur le plat de laquelle 
il y ait deux pinnules dressées aux deux bouts, dont l'une soit percée au centre 
(lour laisser passer les rayons du soleil , et l'autre disposée de manière à les rece- 
voir sur un cercle dont le centre soit correspondant au trou de la première 
{Mnule; cette règle, ainsi préparée, «era appliquée de plat contre le plan, et 
pointée continuellement vers le soleil , jusqu'à ce que Timage du soleil tombe 
justement dans le cercle de la deuxième pinnule ; alors sans déplacer la règle on 
tracera une ligne qui représentera le rayon du soleil au moment où il aura rasé 
le lUan , «iJ4[^sé que le .côté de la règle soit bien parallèle à la ligne des centres 
fdes pinnules. 

On mesurera ensuite l'angle que la ligne ainsi tracée fera avec la verticale. 
Fis^ A ir et A. Soit AD Je grand cercle de la sphère parallèle au plan du cadran ; G son zénith ; 

P le pôle élevé sur le plan ; G le zénith du lieu qui sera dans le plan du cadran 
4'il n'y a point d'inclinaison {fig»f)\ 6 le centre du soleil placé dans le plan du 
cadran au moment de l'observation ; H le point d'intersection du même plan avec 
la verticale commune CG. L'arc SH sera mesuré par l'angle formé par la verticale 
du plan et par le rayon mené du pied du style au soleil au moment où il rase le 
plan. 

Ainsi dans le triangle SPG {fig. f ), lorsque le point G se conrond avec le poitt 
H à cause de l'inclinaison nulle, qsl connaîtra SH et SG par l'angle de la verti- 
4)ale avec la ligne tracée dans l'observation , PS complément de la déclinaison du 
soleil, et PG , complément de la hauteur du pôle du lieu ; on pourra donc cal- 
culer l'angle SGP dont le oompiéinent CGP sera la déclinaison du plan. 

Si le plan est incliné, le zénith G du lieu se trouvera hors du plan*. Mais le 
triangle GSH sera rectangle et l'on y «eonnattra SH comme au cas précédent, et 
GH par l'inclinaisop du plan : on trouvera donc SG et l'angle SGH ; en sorte ique 
dans le triangle SGP, où PS et PG sont donnés par la déclinaison du soleîliet par 
la latitude du lieu , on cQ^nattra 1^ frftis .ct4i» i^^ec lesquels on calculera l'angle 
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SlSFf ^^^ etfprenant h somme ou fa di'ffëreiK» de cet angfe et de llangle SGH » 
Gif auira fanglb ^GrCquî détermine I^ déclinaison. 

!!• PROBLÈME. 

La déclinaism du plan étant donnée , trouver la hauteur chi» ^ôle sur le plan y, la ligne 
soustyknre et la différence des méridiens , supposé la hauteur du pôle du lieu et CincU" 
naison du plan. 

Par les données on connaît dans le triangle PCG , CG distance da zénith du ^^ ^ 
plan au zénith du lieu , connue par l'inclinaison du plan» PG complément de la 
hauteur du pôle du lieu , et l'angle PGG coanu par la déclinaison ; on pourra donc 
calculer toutes les autres parties de ce triangle; le côté PC sera le complément 
de la hauteur du pôle sur le «plan ; l'angle PCG , <|ui est celui que la soustylaire 
fait avec la verticale, et enfin l'angle CPG, qui est la différence des méridiens du 
lieu et du plan* 

12* PROBLÈME. 

La décUnaison du pUm et son mcUnaiswif étant donnée » trouver têbtiquHé de ht ligné 
méridienne^ 

Datts les ftg. f^gethy h ligne méridienne du lieu sera dirigée du pied du 
style au point où le méridien du lieu PG est coupé par le plan du cadran ; or 
dans la fig./, où rinclinaison est supposée nulle, le méridien du lieu ne ren- 
contre le plan du cadran qu'au zénith G ; ainsi dans ce Cas la méridienne du lieu 
est verticale dans le plan âa cadran. 

Dans les fig. ^ et A, la méridienne du lieu va du pied du style au point où le 
méridien du lieu PG est coupé par le plan du cadran ; or dans la fig. /, où l'in- 
clinaison est supposée nulle , le méridien du lieu ne rencontre le plan dû cadran 
qu'au zénith G; ainsi, dans ce cas, la méridienne du lieu est verticale dans le 
plan du cadran. 

Dans les fig'^ et h la méridienne du lieu va du pied du style au point I , et la 
verticale du plan va au point H , où ce point coupe la circonférence CG du ver- 
tical commun ; aiiisi Fare Ht sera 1» mesure de robliquté de la^ ligne méridienne ; 
mais dans le triangle GHI , GH est connu par rinclinaison ; l'angle IHG est droit, 
et l'angle IGH est la déclinaison donnée du plan ; on pourra àc^nc calculer l'angle 
ou l'arc cherché GI. 

Remarque, Dans le ti^iangje rectajc^le GHI on a : 

tang HGI x sîn GH 



tang HI = 



R 
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c'est-à-dire que la tangente de Cangle que la méridienne du lieu fini avec la 
duptan^ est égale à la tangente de la déclinaison du plan multiplié par le cosinus de son 
inclinaison , divisée ensuite par le ragon. 

13* PROBLÈME. 

La différence des méridiens étant donnée , trouver C heure de la soustylaire. 

On réduira cette difTérence en temps à raison de 15* pour une heure, et le 
produit en sera compté depuis midi si le plan est vers l'occident; si au contraire 
' ' le plan tourne à Torient, coproduit sera retranché de 12 heures, le reste sera 
l'heure de la soustylaire. 

44* PROBLÈME. 

Fi8. 1. £^ hauteur du pôle étant donnée , trouver la moitié du plus grand jour. 

Soit HL l'horizon parallèle au plan du cadran , 4Q Téquateur, P le pôle , S le 
point de l'écliptique où le soleil a la plus grande déclinaison. Si Ton imagine 
l'arc PS mené par le pôle au soleil prolongé jusqu'à l'équateur qu'il rencontre en 
D, l'angle D sera droit et l'arc OD marquera l'excès de la moitié de l'arc diurne 
du plus grand jour sur la moitié AO de l'arc diurne équinoxial , c'est-à-dire son 
excès sur six heures. Or dans le triangle rectangle OSD on connaît DS , qui est 
égal à la plus grande déclinaison du soleil ou à l'obliquité de l'écliptique; on 
connaît aussi l'angle O, qui est l'élévation de l'équateur, et par conséquent le 
complément de la hauteur du pôle du lieu ; on connaîtra donc l'arc OD, que l'on 
réduira en temps pour l'ajouter à six heures et avoir pour leur somme la moitié 
du plus grand jour. 

Or : sin 0D= ^ — ^ °^ — , ainsi le sinus de lare quHlfaut ajouter à 90* pour la 

moitié du plus grand jour ^ est égal au produit de la tangente de la hauteur du pôle du 
lieu par la hauteur de l'obliquilé de Cécliptique, divisée par le rayon. 

15* PROBLÈME. 

Déterminer les heures qui doivent être marquées sur un plan donné. 

Si le plan est horizontal , le problème se trouvera résolu en déterminant les 
heures du plus long jour. 

Si le plan regarde le même pôle que le plan horizontal , il faudra chercher 
l'heure de la soustylaire , en retrancher la moitié du plus grand jour du plan pour 
avoir l'heure du lever relativement au plan, et ajouter à celte heure de la sou- 
stylaire la moitié du plus grand jour du plan pour avoir l'heure du coucher pour 
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ce plan : mais il faut savoir si le soleil , aux heures trouvées ^ sera sur rhoricon 
du lieu ; ce qui est facile , en employant l'heure du Jever ou cell^ du coucher au • 
plus grand jour du lieu. 

Pour les plans méridionaux dans un lieu septentrional y au contraire il foui trouver 
tlieure à laquelle le soleil se couche oii se lève à F égard du plan proposé ; ce qui suppose 
la hauteur du pôle du lieu et la déclinaison du plan : on fera donc (la proportion), comme 
le rayon est au sinus de la hauteur du pôle du lieu , ainsi la tangente de la déclinaison 
du plan est à la tangente dun arc, qu il faudra ôter de W ou de six heures si le plan 
est oriental, ou bien qu^ il faudra ajouter à six heures si le plan est occidental . U heure 
ainsi trouvée sera la première ou la dernière quHl faudra marquer sur le plan. 

Cette partie soulignée de la solution du problème est copiée littéralement sur 
le mémoire de M. Picart ; mais il parait que la proportion qui fait connaître la 
quantité qu'il faut combiner avec six heures est fausse , car dans le cas dont il est 
ici question » le plan du cadran et le plan horizontal font face à des pôles opposés. 
Ainsi, quand les arcs diurnes croissent pour l'un, ils décroissent pour l'autre, et le 
plus grand jour pour l'un et pour l'autre, en supposant qu'ils puissent se porter 
empêchement respectivement par leurs horizons , sera celui où le soleil se lèvera 
ou se couchera au point d'intersection de ces horizons ; et ce plus grand jour qui 
a lieu pour le plan , parce qu'en effet il reçoit empêchement par l'horizon du lieu , 
ne sera jamais de plus de douze heures, parce que les deux horizons se coupent 
en des points communs avec l'équateur et le partagent en deux parties égales : ce 
plus grand jour sera donc au temps de Téquinoxe. Or, le soleil étant dans l'équa- 
teur, la différence entre les origines des arcs diurnes pour le plan horizontal et 
pour un plan vertical déclinant est évidemment égale à la différence de leurs mé- 
ridiens; et quelle que soit l'inclinaison du plan supposé, son horizon coupe 
l'horizon du lieu aux mêmes points où celui-ci est coupé par l'horizon du plan 
vertical , de même déclinaison que le plan supposé. Ainsi , quelle que soit la situa- 
tion du plan supposé , la différence de l'origine de son arc diurne avec l'origine 
de l'arc diurne du lieu sera égale à la différence des méridiens du plan horizon* 
tal et dp plan vertical de même déclinaison que le plan supposé : c'est-4-dire que, 
s'il est oriental , le lever pour le plan devancera six heures d'une quantité égale à 
cette différence des méridiens , et s'il est occidental il retardera au contraire de 
cette quantité. L'inverse aura lieu pour le coucher. 

Mais ( § XXXI) la différence des méridiens du plan horizontal et d'un plan ver- 
tical déclinant est égale au produit de la tangente de la déclinaison multipliée 
par le rayon, divisé par le sinus de la hauteur du pôle du lieu. Ainsi, la propor- 
tion ci-dessus est fausse; car elle donnerait celte différence égale au produit de 
la tangente de la déclinaison multipliée par le sinus de la hauteur du pôle divisé 
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!.. Uneplaqjua opaque», pareée d^uiir titoa è^iàé potir LaîtiEieit pÉiBser IHire m rt D » 
uja rajOQ de lumière jetant SMrteoue auniesau» d'mi pbbn air no^f^ea^ A'm ou ptu-»^ 
sîeuvs* suppof48r^. fiMtiBB u«t gBottiOA.' Lô p^Nxii qtii vépowk duM" le ph» p«rpmdf^ 
culaÎMiDeMatt Ipou de la^ plaq^ve eal» le pied du« gjBtomum. Sî du pted' du' gmiiiKW 
on trace mb^ aM de eepele su9 le pISM^^ et qm Toio' marque sur* eer aw tes- deiHF 
peiMitfr eu' li^ lliinièrd du soleil M portera eu passant ao irafert èa gnomon , et 
qpjfe l'ea àiyke to partie de cet arc comprise entre les deux points d[>serTés» pai' 
une ligne Jlieiiie du pied du gnomon y ettte figue sera ht soustylaiife div pliemi 

d. Siron imagine un plan quelconque coupé par un plian horfrontal sur lecfoet 
(M a tracé, comme nous venons de te- dite , n<ne sousffhire ou rnie méridienne^ 
Tangteque la méridienfne fera avec la seciion* de ces dieur plans marquera la dé^ 
cMnutsotf^ d^ pian qui n'est pas horvÉonVAh 

3. La^ soostylatre se c^onfond ou» pour mieux dire, devient eltMnème la mé** 
ridîenfie du liev où> l'on est , lorsque Iti déclinaison^ dhi pfen sur lequel ellie esV 
simée est nulle. 

4. 11 suffit de connaitf^ la sousty taire d'un plan our sa- déclinaison pour y pou^ 
voir tracer un cadran » pourvu que Ton connaisse aussi la latitude du lieu et la^ 
situatio» du plan relativement à Thorizon du lieu. 

5i Soit tirée b* ligne ab (fig. i) po«T représenter une méridienne el aiyant Mt 
l'angle bac égaV à la latitude du lieu , soit menée par un point quelconque de h 
ligne ae la perpendiculaire c6 (*) : le point b ainsi déterminé fixera la position db 
la Ivgne équinoxiale j^, que l'on mènera par ce point b perpendiculatrement à b^ 
méridienne* 

Si l'on» f»it chacun des angles bce f bcdr de 23^ 38^, les points e^eté ainsi détie^ 
minés seiroM les limites de Vombre du point c du style «h? sur la méridienne ; 
ainsi l-onAffedn s«yie entier occupera la longueur ad. Mais si , au lieu d'un styfe^ 
om n'emploie qu'itn' seul point Cy comme le trou d'une plaque^ alors il suffira èe 
dooner au cadran la longueur eé^ pour que l'ombre soit toujours à midi sur lepluO'. 

6^. Lorsque l'on' emploie un style, il n'îtnportc guère que l'ombre soit termi- 
née BùP le pten : ttïûis c'est d'après ce que nous venons de rfire que Pon peut tour- 
jours juger de la grandeur qiïe doit avoir uiir cadran , lorsque Ib style en donne feh 
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(*)'<?i esC p^pendiculaire à ac. T. 0. 



grandeur j ou de la hauteur ,qae .doit avoir le pnint ,c aur^les^w -du i^ten., si «c'est la 
fraudeur du cadrau qui e^t donnée^ 

7. La QiéridiQune A3 ^'w ,pl<g» Jt)QrîpEO<itAl»éta0t 4olllM^9 Iraner teioadraa <de ng. n. 
umniièi^e gue .1^ heures soient marquées par jm sty^* 

Ou déitarminera réçuînojLiale GF (n^ 1) ; puis, ayant fMt^issur AB, à coMMiMneer 
du point B d'un cOité ou de l'autre , la ligne Blit^^ {fig. I) , an déerÎKatdu^iit 
Bf comme centre, la demi-^cir conférence IHK à laquelle GF acBra iajQgejnte ; en- 
suite ou divUera catte deml^circonfiërence eu dçu^e parties ég^eA .aux poiitts 
1,2,3,4, etc. ; on mènera , par ces poiuils de divisiojQ , 4es rayoAs prolonfgés 
jusqu'à l'équinoxiale GF^ et du point A on mènera aux points où cette ligne aura 
été coupée des lignes qui marqueront les heures comprises entre six heuircks du 
matin et six heures du soir. La ligne VI— A — YI , menée par le poinX A peppcai- 
diculairement à la méridienne^ sera la ligne de six heures taot ,du matin queidu 
soir. Les lignes qui doivent marquer les heures, avant ou après, sout déterminées 
par le prolongement de leurs correspondantes déjà tracées ; en sorte iqu'en pro- 
longeant , par exemple, la ligne de cinq heures du soir, .on aura , de l'aiilre oâlé 
du point A , la Ligne de cinq heures du matin ; ainsi des autres. Les Ugues ho:raiitBS 
étant tracées, il ne reste plus qu'à placer le style loc (fig. I) dans le plao vertî oal 
élevé sur la méridienne , le point a sur le point A /et de manière qu'il fasse â>vac 
AB un angle égal à Tangle bac {fig. |). 

Si l'on voulait avoir des lignes pour les .demi ou les .quarts d%eures, atc.^^I 
n'y aurait qu'à subdiviser proportionnellement les arcs l$t-l, 1^2^ 2<;â,€tc., ^ui 
ont servi pour trouver les lignes des heures entières, :et achever la oonstriiioliof) 
comme pour les heures. 

8. Si au lieu d'un style on voulait employer un gnomon., il faudrait faire Fig. iietiii. 
AO c=: ao {fig. I) , et placer le gnomon de manière que le trou de sa plaque fèt 

élevé perpendiculairement au-dessus du point O et éloigné de oe point d'une 
quantité qgale i co (fy. J). 

Si le gnomon était placé d'avance sur le plan, le,poinjt serait donné etlepoint A p>s- "I- 
indéterminé. On porterait alors la hauteur connue oc du gnomon sur uja côié m 
d'un angle droit monj et parle point c ainsi déterminé, on méoierait laligne ca qui, 
faisant avec co Pangle aco égal au complément de la latitude du lieu , fixerait sw 
l'autre côté de l'angle droit la longueur ao, que l'on itMKrleraJA 4e O en A (fig. H) 
le point A ainsi irouvé , on construirait le cadran comAie il a été dit ci^diessM. 

9. Pour marquar le point où doit se .porter l'ombre d'uii point déterminé c d^ Fixer le point où 
style {fig. I)^ où la lumière passant par le trou fi d'we plaque dans ua inaïauft ^^^03 ^q ^ 
donné, dans leq.u^l ^on connaît la dénlijuaisAU du saUil » «i faudrait jr^venir aw notant donni^. 
lignes qui ont servi à la construction. 
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Fig.Iletiy. 



MéridieDne 
dtttempsmoyen. 



Cadran vertical 

déclinant, 
la flonstylaire 
étant dcnnée. 

Klg. V et VI. 



Ayant fait drt=isà la partie ÀR de la ligne horaire qui répond à l'instant donné, 
comprise entre le point A et Féquinoxialy on décrira sur cette ligne une demi- 
cireonférence sur laquelle on marquera le point c, en faisant acs^ à la partie du 
style comprise entre le point donné c et Torigine A du style , ou égale à la dis- 
tance du trou de la plaque au point A, et Ton tirera la ligne cr; on fera ensuite 
Tangle rcz égal à la déclinaison du soleil , ce qui déterminera le point % en dehors 
de Tangle ocr, depuis Téquinoxe du printemps jusqu'à Téquinoxe d'automne, et 
en dedans le reste de Tannée ; on portera ensuite tt sur AR , de R en S, et Ton 
aura ainsi le point S que l'on cherche. 

iO. On tracera par celte méthode une méridienne du temps moyen , en mar- 
quant Fombre du point cpour tous les jours de Tannée, ou au moins de cinq en 
cinq jours , à l'instant où il est midi au temps moyen , ce que Ton connaît par les 
tables que Ton trouve dans certains almanachs. Si Ton sait, par exemple, que le 
2 novembre il est midi au cadran tandis qu'il n'est encore que onze heures qua- 
rante-quatre minutes au temps moyen , c'est-à-dire que Téquation du temps est 
de seize minutes, on cherchera Tombre du point c sur la ligne de onze heures 
quarante-quatre minutes, en employant Tangle tch pris en dedans de W 48', 
qui est la déclinaison du soleil le 2 novembre. On trouverait de même les autres 
points de la courbe que Ton nomme la méridienne du temps moyen. 

il. Pour tracer un cadran vertical déclinant dont on a la soustylaire , on choi- 
sira un point c de cette ligne pour être le centre du cadran ; de ce point on abais- 
sera la verticale indéfinie CM , sur laquelle on prendra GB à volonté , puis ayant 
élevé sur une ligne indéfinie ab (fig.W) la perpendiculaire 6c=GB, on fera 
Tangle bca égal au complément de la latitude, ce qui terminera la ligne afr;'on 
tirera par le point B une ligne horizontale qui coupera la soustylaire au point £, 
et à ce dernier point on mènera une verticale indéfinie que Ton recoupera en un 
point A , en décrivant un arc du point B comme centre , et avec ab pour rayon. 

On fera ensuite EF perpendiculaire à la soustylaire et égale à EA , et Ton tirera 
la ligne GF sur laquelle on mènera, par le point F, la perpendiculaire FK qui 
déterminera sur la soustylaire le point K de Téquinoxiale GH qui doit être per- 
pendiculaire à la soustylaire. On prendra sur la soustylaire, à commencer du point 
K, KL=: KF ; ce sera le rayon du cercle qui doit servir à trouver les lignes ho- 
raires dans ce cadran, comme dans un cadran horizontal (n* 7). Mais, au lieu 
de commencer la division de la circonférence au point tangent K, il faudra la 
commencer au point N de cette circonférence déterminé par la droite menée du 
point central L au point M, où la verticale GB, abaissée du centre du cadran, 
coupe Téquinoxiale GH , parce que cette ligne verticale est celle qui doit marquer 
midi pour le lieu. 
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On placera le style dans le plan élevé sur la soustylaire CE perpendicnlairement 
au plan vertical, de manière que Torigine du style soit au point c, et qu'il fasse 
avec la soustylaire un angle égal à l'angle ECF. 

i2. Si Ton voulait, au lieu d'un style , employer un gnomon , on porterait dans 
l'angle ECF, perpendiculairement à CE, la hauteur SQ que l'on voudrait donner 
à ce gnomon , et on le placerait perpendiculairement au plan au-<dessus du point 
Q ainsi déterminé. 

43. Si le gnomon était placé d'avance sur le plan ; si, par exemple , on voulait 
employer à marquer les heures celui qui aurait déjà servi à trouver la soustylaire 
(n"" 1 ) , son pied Q serait donné sur la soustylaire , et sa hauteur SQ serait déter- 
minée. Pour achever le cadran , on mènera par un point quelconque G de la sou- 
stylaire une verticale CB, et l'on déterminera, comme ci-dessus (n* il ), la posi- 
tion de la ligne AB , au moyen de l'horizontale BE prise à volonté ; puis ayant 
mené par le point Q une ligne horizontale QT indéfinie et une ligne verticale QR 
égale à QS, on mènera par le point R la ligne QT parallèle à AB, qui, par son 
intersection avec l'horizontale QT, fixera le point T par lequel on mènera une 
ligne verticale TX , qui coupera la soustylaire en un point X qui sera le centre du 
cadran. On tirera la ligne SX en se servant de cette ligne et de la ligne SQ perpen- 
diculaire à la soustylaire, comme on a fait ( n* li ) des lignes CF, FE (n* 5). 

iA. L'angle BAE, déterminé comme nous l'avons dit (n* ii), exprime la 
déclinaison du plan. 

15. L'angle KLM est la différence des méridiens du lieu et du plan du cadran. 
Quand l'angle se portera sur CM, il sera midi pour le lieu , et quand elle se por- 
tera sur la soustylaire CE , il sera midi pour le plan ou pour l'horizon de la terre 
qui est parallèle à ce plan. 

16. Ce que nous avons dit (n^ 1 et 2)^ pour ce qui concerne la grandeur des 
cadrans relativement à la hauteur du gnomon , peut s'appliquer ici, en raison- 
nant sur le triangle CSQ (fig. Y), comme nous l'avons fait sur le triangle aeo 
(fig. I). Il en est de même pour tout ce qui a été dit concernant la méridienne 
du temps moyen (n^^O et 10). 

17. Pour faire un cadran sur un plan vertical déclinant par le moyen de la 
déclinaison connue de ce plan , on fera l'angle mon égal à cette déclinaison , puis, 
ayant mené dans le plan une verticale indéfinie CZ pour servir de ligne de midi 
du lieu , et pris à volonté le point C de cette ligne pour être le centre du cadran , 
on mènera par un autre point B de cette ligne, pris à volonté, l'horizontale 
indéfinie BK , dont on déterminera la longueur en faisant l'angle BGK égal au 
complément de la latitude du lieu. On portera la ligne BK sur un des côtés de 
l'angle mm {fig. VIII) en çr^ et par le point r ainsi déterminé, on mènera rp per- 
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pendiciiilwttoiâat wr ilautre cAlé du mèine.aBgte, ctfCfm doMiBrAilaiHfoe rp que 
J'ûn portera de fi«eB E s«urJ 'horizon taie JU£^, laligaeCË, iMrée i«ki ^int C «i 
point B, sera la soustylaire du plan avec iaqueHe on Hmeera le aadiMi ^eomine U 
aélédk^ii'di). 

i8. Les ûadraAfidôai «n Solide perler «oiBi «oppotésitCMâsflurialattdes 
plans vierlicaux qui esi touraée Mnsieaùaidi^ mak ie cadran tnacé rar Vautre 
face est parfaitemeni égal à celui dont nous avons parlé» avec Ja aeiri^ diflérance 
qu'iil ^e&t daos «une .pofiitioiii râBV6rfl^.:>Ie 4den4re.qiui., cUna iea cadram dont nous 
^voDSiiârlé, éiakjplaaé «i^eisleiiaMtdu cadran^ seca pJaoé poiirrlesiiMflrBB/datts la 
partie «féciattre.; et tû«t ce que am6>aiiaiiaidk|)iNir ia aemtmctistt dBS:preniierjs 
ûon^âeat pariaUemeat aiuL ^secends» 

.iA. SA ie plan veiiîcâl a'^iVaH ipoûii iiii toiit»da>déoiinaiaoii, >cai Je HOiBislTMÎpak 
tfOion^e >un -cadran horâaiMital mmum^^k^êMy aai Uen 4e da.laiâladt idai lîeu^ is 
ooiB|>léB»ejQt oie ^cotte lalilude. 

!2jO. Si le plan verlkal déclinait^le 00% ciecèîÎNdiK s'cil ^aii fttriSiitenient opien^ 
.tal ou oocidemaL, Ja soufitjhipeNClË fûi'AÎl;, anecJa ^veriieeleCZ, un^aogle^gâl 
AU con^pléneat de la lat'ctudedu JjaH.Le cadran a amaîA pmnl^ oentne^ ie Obflc 
.n'aurait pas de haufteuir ; MN ou.lIQ, ha»teur .prise à iralanAë^ae ^laeecsk a^foc 
des sirpporls dans. le .plaa élevé perpeMboulairement ssr k/aaualjbiire., et'dans 
une iposkjon paraUèle a câtle Ugoe. TouM^rles Ug»M:luicairefi aéraient parallèles 
à la soustylaire; et pour les placer on ferait PF perpendiculaâre.à la aaiiatylaire, 
i9t ayant pris^uria sottfiXylâire^à'Qdaraiafiiser^dy pointa on elle^stoaupée par la 
perpendirmlaire RF, u4ei v^qb iiB:=MP ^on =:& j>(â^ «om liécnirMt »iiae ideni- 
cinconfér^ence que l'i^nidiûsepak, 'en H)enMeq£Mit ^uipDnt>4t„À caiaan 4e iS" 
pour chaque heure ; les rayons' menés par les points daiéidÎMn pralon^às jtiafa'à 
la i^ngoitfejPf détefffBÎaeraAtAU'ndettedtgBe «n'|»oial:(MHvdiai|tte iif;Bie*d'heures. 
àÀsm^ en menant {par ces poiats des lUfaea ipan^àlee à la sovetyèaiMLyon aurait 
iasJignes horaires du cadran ; la aaua^|daÀre oiarqiMinaU'aiK Saunas «du «tin ou 
mu heatûs du «oir, suivant que la plf^ .aetak erîeBtal ou 'oaoidaBtaL Les heotaB 
du matin ne seraient que dans le premier, en alianlichi harot en ^lNK*d« icadran , 
•et les ibeuMs eu -aeîr, éiâmB ie «eauod ,/seiiksmait»0Uei7 «eraisot fihcées en allant 
du bqs.aH'hatltidH «cfidcan: 

21^ UA^imple^eeecle., dÂvisé fiartdea rajiwnatde iSr en 43* pevr ke 4ieuTC6 et 
prepMtMHMieUeinenit ip^nr des .fiEwttÂeas dlheure, léiant tlAMVsé perpendioutefre- 
vinent cpair fon ane, inarvaraàLide .oadran^ en le >pl&çBiit de>«iaBièpe ifne «oet anro Iftt 
idatiele^iten iiantîcal lilevéïsur uineiméridkintte»àQn«ofilale^ etvqu'il Atnwec elle 
lUaan^e^ai Al kiilaliludedA lâeu. 

Âttl. l«efilân{peuli<ftreiiaaliQétdft«utoieicâléiq«^'aœ^ 
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d'îiie1iirA»Moii q«e^eet axe, (/es<? te' premier oa& ( jf^ XP, XII^, XW e^ XIV); 
ou ôlre plus incliné que Taxe, c'est le deuxième cas (yîgr. XV, XVI, XWT et 
XVIK]). 

Les .ctewiî anrtres' e»9 supposenf^VineRMisefi'enr sens eaiHraipet(ffr i^'axe. 

Bfaiè, e«' comparant amsFFmcKmmoD (fe l'tecà celle du pfan , off suppose les ' ^ xiT^xiii 
ongles d'inclinaison yus dans* fe' même plfan^ Ëa eonstfuclioii^esY Ikmékne pour' etxiV; 
tous ees^cas r nousp allbas fer détaiffbr de nranfSre crrfon puisse la^ sttîvro dans ^^v^J?' ^^" 
les figures q>CB onlf rsppertà chacun d'èfvx. Ifbussupposerens'seuteixreni là décli»- xix, xx, xxi 
naisondtrpltan connue*. vyIii^^Viv 

Soit fait 1* un Irranglë rectangle (ufe,, (i&ns lequel Tangle etuf marque la lati- ^^^ **■ ^^^'^' 
tude du lieu (/j. XI*, XY, XIX, XXIIl). 

2* Un triante neclangle g/b, dans lequ/tU'angle/^limarciiiiek l'inoIiiMi60niduipl«k 
prise dans un pluApi^cpendiculaire aux.ligpesihorisontalea da ee.plan, e!d94ià-diM 
l'angle que ce pls^faitayec un. plan borizoatal (j^».XIJ,.X.Vl,,XX.,,XXiyO< 

3*" Un toiangle inégalement PMtmigle-, dms leqml F àiigfe«tft/' marque Ib'Mbfi^ 
naisM du plan {fiff. XIHv XVUi, TBXl, XXV )v 

Cela* posé^ on mènera sur fepten une ligne vçrlicale MN , ou pour mieux dire 
une Kgne perpendîcufeîre aux Hgnes telles que op horizontales dans cepltiu,' 
puis ayant pris sur le côté ad du premier triangle, la grandeur aâ à voFônté, i 
commencerdti point a, et menêbc paralfèTement à dk , orr portera cette longueur 
a# SUR riiypolBréhuse^/i/iFu lYorsiême trîangfë db * en ç, et Ton mènera qr paraf- 
lèlement à i/, ou perpendiculairement à ki. Ayant ainsi déterminé' fo Ibngueur &r, 
OTr lap portera sur Ib côté gf du deuxième triaugre de ^ en « , dh côté opposé à celtiî 
vers- ^uel' penche* il9 plàndi^us les dfeur premiers cas, et du même côté' vers 
lequel' il (penche^d&ns lès dbux autres, en sorte que pour Tes d'eux premiers cas, 
il- faudra *pral6ngerg/l Vm\9 cemê^me trîimglb ou élèvera au point'^ surgela per- 
pendioufeiîte grt égale à *fcdu premier triàngfe ; on tirera ensuite «r, quî^ étant 
prolongédbns lies dbux ptetniers cas, renconlrera Ife profil' ^A du pitm i'ncliné'au 
poi'n^v^en abaijsseradfe ce point t; sur g/> la perpentHcullAii^e va: ; cela dëtermihera 
la- longueur gar que l- on- porterar sur Te côté Ui dk trofsième It^ianglè de *• en &, 
et l'on méfmra' &x paraflâte à : ». 

Ota prendra dkn» le dfeimèmenrrànglfe gv, et on la transporttere sur là verricalb 
MN du plan , au-dessus et au-dessous du point B pris à volonlé'pour représenter 
sur le pl^nr lé point ^db? triàngfè , suivant que le point» se tt^ouvera lùî-raêtae 
au-dessus ou au-dessous du point g. Ayant ainsi déterminé Ih position du point 
K sur te-plan, on mèhera par ce point une ligne* horizontale KC* égaie a Iti ligne 
&» du troisième triangle, à droite* ou è gauclie du point *, survant que le plkn 
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V 

aura sa déclinaison occidentale ou orientale. On aura par ce moyen le centre C du 
cadran. 

Du point I du deuxième triangle on mènera im perpendiculairement au profil 
gv du plan incliné, et Ton portera la longueur gm sur la verticale du plan , de B 
en S , du côté du point K ; par le point S ainsi déterminé on mènera du centre C 
la ligne indéfinie GS, qui sera la soustjlaire du plan. 

Du point S on élèvera sur cette soustylaire la perpendiculaire SQ , égale à la 
ligne tm prise dans le deuxième triangle , et l'on mènera la ligne CQ, sur 
laquelle ayant pris à volonté CD, pour la longueur du style que Ton veut em<- 
ployer, on mènera par le point D la ligne DE perpendiculairement à CD*, et par 
le point E, ainsi déterminé sur la soustylaire, on mènera, perpendiculairement 
à cette ligne, la ligne équinoxiale du plan, qui coupera en un point F la ligne 
menée du point C par le point B, laquelle doit marquer Theure de midi pour le 
lieu ; ensuite en prenant DE pour rayon , on décrira le cercle qui doit servir au 
tracé des lignes horaires comme dans les cadrans horizontaux ou verticaux , en 
observant de commencer la division de sa circonférence au point L, déterminé 
sur sa circonférence par le rayon mené du centre au point F de la ligne de midi« 

On placera enfin le style dans le plan perpendiculaire sur la soustylaire, de 
manière que son origine soit au point C et qu'il fasse avec la soustylaire un angle 
égal àf angle EGD. 

Si c'est un gnomon dont on veut se servir, on observera dans le triangle CDF 
ce que nous avons dit qu'il fallait observer dans le triangle acb {fig. I) des 
cadrans horizontaux. 

23. La consiruciion des cadrans sur des plans inclinés , telle qu'on vient de 

la voir, suppose la déclinaison du plan connue ; mais il est plus aisé de fixer la 

position de la soustylaire sur le plan, que de déterminer la déclinaison; ainsi il 

est nécessaire de savoir connaître la déclinaison d'après la soustylaire, afin de 

pouvoir ensuite tracer le cadran suivant la méthode que nous avons donnée. 

Figam : Soit donc SR la soustylaire tracée sur un plan incliné par un point quelconque 

**^"yyi?^™ s de cette ligne; soit menée une ligne SB perpendiculaire aux lignes horizontales 

XXX, XXXI du plan , et par le point B prisa volonté une horizontale BR; ensuite soit menée 

«vvti!P^4iir d^ point B la ligne BD perpendiculairement à la soustylaire, et du point D où 

XXXuIi XXXIV i»i» 

et XXXV; elle la rencontre, soit menée sur BR la verticale ou perpendiculaire DE, pour 

^^xxxvTO^^ déterminer le point E. 

Soit abc un triangle rectangle en 6, dans lequel ab représente une ligne hori- 
zontale, et l'angle bac la latitude du lieu. 

Soit aussi gfh un second triangle rectangle dans lequel j/ représente une ligne 
horizontale, el l'angle ^A l'inclinaison du plan. 
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Gela posé, on portera DE sur le côté gh du deuxième triangle, de g en m, ei Ton 
mènera mn parallèle à/fi, qui rencontrera g/* au point n, et l'on transportera la 
ligne gn sur £D, de E en 0; puis ayant pris aussi dans le deuxième triangle la 
ligne mn , on la transportera sur la ligne horizontale ba du premier triangle , de 
b en p, et Ton mènera par ce point p la ligne pq parallèle à oc, ce qui déterminera 
la grandeur bq. 

Du point comme centre , et avec la ligne bq^ dont nous venons de parler, 
prise dans le premier tl^iangle pour rayon, on décrira une circonférence de 
cercle ; et ayant tiré la ligne OB, on décrira sur cette ligne, comme diamètre, un 
second cercle dont la circonférence coupera celle du premier cercle en deux 
points; enfin par le point B et par celui K des deux points d'intersection des 
deux cercles, choisis de manière qu'ayant tiré la ligne OK, elle se dirige dans le 
même sens que la méridienne horizontale du lieu, que l'on connaît au moins à 
peu près ; par ce point K , dis-je, et par le point B , on mènera la ligne BK , qui 
fera avec BR un angle RBK égal à Tangle de déclinaison que l'on cherche. 

On remarque que la ligne OK étant projetée sur le plan horizontal serait paral- 
lèle à la méridienne de ce plan horizontal. 

24. Nous n'avons considéré qu'une seule des faces des plans inclinés, celle 
qui regarde le midi quand l'inclinaison du plan est dans le même sens que l'in* 
clinaison de l'axe, et à celle des faces du plan qui, dans la situation contraire, 
regarde le nord, parce que les autres faces des plans ont très-peu d'heures le 
soleil dégagé sur leur horizon , et que d'ailleurs les cadrans à tracer sur ces faces 
sont parfaitement égaux à ceux dont nous avons donné la construction , avec la 
seule différence dans la position , qui est renversée : ce qui était vers le haut 
du plan dans les premiers, se trouvera vers le bas dan$ les autres, et récipro- 
quement. 
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LIVRE IV. 

iWLIC&TlOIV B» DA «ÉOMÉTB» OESCmPBVB' Jtm BNGWai AOBS: 



Bw» so» IVaité' de» rmwKm», H\«aavm » eensseré- mt «hapilfeiawt eiif;r^ 

cloïde pb»^«tde»«iigneiiig»e«Mi,u«8 *<l|»i«joloWOT spMriqiMS, wmgremges 
éten* iuéfiMUMiMi esiéviegrai II a^ Mvi* 4oimé- lé «Ii«otm As- «glwngeff c^- 
driqueset coniques à hwternes. Iladéveltipp»lii.tbéerNt dfey cwjM«iJlfcw»dN)kw^ 
dans. lesqueUes Iw aQu»b«s mm (fa» (tépvotoppMiep «»dl» oyelAiitosi 

Mbkik a'» pmit» pwlé' As- Mlm. eiigramge», oâr ii-n» dU qs'un ni«t;sarlli 
w»s»Bs Rn, et » cite sealeoMvt fati mgMMga» d«< Wiihe^ dum» H igoMM» 1» 
théetiew 

ie soupesé ^e l'en: «emwiMe , «vhi« d»Kr»ce «pnlnèm» tivw, kMitepiM«r 
éem par I»A€iw7rT« sur liss engfemge», «uje coatkiue hwineolfcwotsoM gè^m^ 
txiquea so» ce sti^et iInpertaiM; 

•iNCMura des mémoire» ooiMimm d«NW ee qvMriômet H«P»eirii éijk^émpMàHét^ 
les uns dans le Journal de F École polytechnique, d'autres dans le Journal rfoiiwlÉtf 
tnatf^ue* parc» ef appliquées^ rédigé par H. lÀoumlle ; plusieurs sont inédits et sont 
déjà anciens, car ce que je dis : i" sur les engrenages cléipaydres, a été écrit 
lorsque j'étais élève de l'École polytechnique en 1815; et 2* sur les engrenages 
à frottement de roulement et à vitesse variable, a été écrit à l'École d'application 
de Metz en 1817 , dans mon mémoire sur Te projet de machines , projet que je 
devais rédiger comme sous-lieutenant élève d'artillerie. 

i ai classé par ordre de matière les divers mémoires dont se compose ce qua- 
trième livre, sans m'inquiéter des dates de leur publication antérieure. 

Après avoir lu ce quatrième livre , on devra lire l'ouvrage que j'ai publié en 
1842 , et qui a pour titre : Théorie géométrique des engrenages destinés à inmf 
mettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes situés ou non situés dans «n 
mime plan. Cette théorie est le complément nécessaire de ce quatrième cha{Htre, 



car ce sont les diverses recherches coHigviém dam ice qmtrièrM chapi 
a'oftt 4mMUyit.à la ilèéorîe ^géiiéraile Rpeaée dans 4' owway putifré -en i8< 
JM. jBadialMC, qm a kim tv#ttl««i Atie ie ifllyraire^dîtirar M f imprimenr. 



MDfEAu sififtaiE »BunBrrAT«T «e «niMsvemic xm vevtfimEirr vNTroBirc ertre 

DBVK ÂMSm «tm us MWT I^AB «VUES t>AtrS rrf VËME TLAFf (^). 

W. l«feb^re, neulenanl-colone! d'artillerie a publié^ dans le deuxième numéro 
dn IRêmoriîn «d^rtillerle, une noie sur les engrenages, et dans laquelle il décrit 
les procédés qu'Tl a suivis pour la construction des roues dentées emplojées à la 
poudrerie du Bouchet et à celle d'AngouIème. 

flti donne »ux dents la Terme conique, la directrice de chacun des cônes étaiH 
une développante spbérique; -et il démontre que cette courbe (la développante 
sptoérique) est préférable à Pèpicyclolde spTiérîque. 

ïlarmi 'les avantages que présente le système à déxélqppantes planes : l'' dé* 
Teloppantes [ilanes pour les engrenages cylindriques dans le cas des axes 
parallefles; et 2"* développantes spliérlques pour les engrenages coniques dans le 
cas Aes axes qui se coupent , on doit remarquer celui de pouvoir à volonté chan- 
ger de pignon, et par là de pouvoir rapprocher ou éloigner les deux axes de 
Tiengrenage, en augmentant ou diminuant la vilesse.de Taxe du pignon. 

La transmission du mouvement uniforme entre deux axes, et au mojen des 
développantes, était connu depuis longtemps, mais personne , jusqu'à présent, 
n'avait < M)mpl6tomon i ^léerk 4e8 p rop riét és dont jouit cet engrenage, et n'avait 
surtout fait remarquer qu'il permettait de rapprocher ou d'éloiigQer les axes en 
iaisant varier ie.diaoHàtre des pignons (^^)« 



(*) Extrait du Bulletin de la iociété d'encouragement pour VinduêUrie natûmmie (année 4S29). 

[**) On peut éloigner ou rapprocher ie& axes , soit dans i^engreaage cylindrique, aoii dans T^engreMi^c 
conique , sans avoir besoin de changer le diamètre du pignon. Seulement dens le^ve où Ton oooserve les 
mêmes roues de l'engrenage, on diminue le jeu entre les dents quand on rapproche lesAzes^eC Ton 
augmente le jeu entre les dents quand on éloigne les axes. Geteagren«\geXpar dévAlOf^aoles), qu*4lioit 
cylindrique ou qu*il soit conique, a donc un grand avantage , c'esi <ie pcrmeiti)e«d# «lainteMr le jeu 
constant entre les dents à mwire«^tte iairoUemeat usani les deaia tend è att^naaMT \e^fe%. 



— 264 — 

A ce sujet M. Lefebvre s^exprime ainsi : 

« Il peut arriver que l*on ait à transmettre le mouvement d'une roue à une 
,« autre, en se réservant de faire varier la distance de leurs axes; alors les don- 
» nées primitives étant changées , la forme des dents ne satisfait plus aux condi- 
» tiens exigées et ne convient plus dans beaucoup de machines , surtout dans 
» celles qui doivent fonctionner avec une grande précision , telles^ par exemple, 
» que les machines à tailler les vis. 

f On j fait varier les vitesses angulaires en employant des pignons de diamè- 
» très diiïérents qui engrènent avec la même roue ; or un seul de ces pignons 
» engrène exactement, les autres ne peuvent être tracés rigoureusement, puis- 
» qu'en construisant ce premier pignon on a arrêté la forme des dents de la roue, 
» et que cette forme dépend de son diamètre ; d'ailleurs le seul effet du frotte- 
» ment suffît pour changer cette forme. 

» Ces inconvénients indiquent déjà suffisamment que la forme épicycloidale 
» n'est pas la plus convenable; la développante du cercle, exempte de ces dé- 
» fauts, est donc préférable; cette courbe jouit encore d'autres avantages que 
> nous ferons connalure, etc., etc. (^). » 

J'ai reinarqué que les engrenages cylindriques (les axes étant parallèles) dont 
les dents sont terminées par des développantes planes, jouissent encore d'une 
propriété remarquable , et dont les mécaniciens pourront , je crois , tirer un parti 
avantageux dans diverses circonstances. Au moyen d'un engrenage cylindrique à 
développantes de cercle il est possible (lorsque cet engrenage est extérieur) de 
transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes non situés dans 
un même plan , et comprenant entre eux un angle quelconque, depuis l'angle nul 
jusqu'à l'angle droit. 

Ce problème mécanique n'a jamais été résolu jusqu'à présent, en employant 
seulement deux roues dentées ; on ne connaît encore que le mécanisme nommé 
vis sans fin, qui résolve en partie ce problème. 



(*) On doit remarquer que Ton peut cependant , avec la forme épicycloïd^le, faire varier les diamètres 
dos pignons sans nuire à la précision du mouvement; mais, alors, au Heu de prendre pour le /lanc^de la dent 
du pignon , le rayon de ce pignon , on doit prendre répicycloïde intérieure engendrée par le cercle qui a 
servi à décrire l'épicycloïde extérieure qui termine la dent de la roue. 

Ainsi , quant à la facilité du changement de pignon , M« Lefebvre est dans l'erreur, ce changement peut 
s'opérer dans les engrenages tracés avec des épicycloïdes , tout aussi bien que dans ceux qui sont tracés 
avec des développantes, et cela , que l'engrenage soit cylindrique ou conique. 

Mais ce qui doit faire donner la préférence à la développante, c'est que dans les engrenages ainsi tracés 
on peut rapprocher les axeé , ce qui n*est pas possible dans les engrenages épicycloïdaux , et de plus c'est 
que, dans les engrenages à développantes, le pignon peut indifféremment conduire ou être conduit, ce qui 
ne peut avoir lieu sans arcqueboutement dans les engrenages épicycloïdaux. 
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* 

Cette propriété remarquable, dont jouit un engrenage cylindrique à dévelop- 
pa«iteet extérieur, peut permettre de construire un engrenage oscillant; ainsi 
pendant que Taxe de Tune des roues restera immuable en sa position , on pourra 
faire varier suivant une loi arbitraire la position du second axe par rapport au 
premier, en ce sens que si Ton prend la plus courte distance entre les deux axes, 
on pourra faire mouvoir le second axe autour de la plus courte distance et 
d'une manière variable , pendant que les deux roues dentées se conduiront uni- 
formément. 

Et en effet on sait : 

V Que si l'on trace sur un plan deux cercles G et G' (fig. 1), et qu'on leur 
mène une tangente commune aa\ on peut prendre un point arbitrafre m sur cette 
tangente; et que, considérant ma comme un fil, en Tenroulant sur le cercle G, 
le point m décrira la développante plane d; que, de même, considérant tna' 
comme un fil et l'enroulant sur le cercle G', le point m décrira une développante 
plane (t^ 

2"" Que lorsque le cercle G tournera uniformément autour de son centre o , la 
développante d conduira la développante cT, de telle manière que le cercle G' tour- 
nera aussi uniformément autour de son centre o', le point de contact des deux 
développantes ( qui est primitivement en m) parcourant la tangente aa\ et que 

les deux développantes auront en leur contact m une tangente mt perpendiculaire 
i la droite aa, et que cela aura lieu en les divers points de contact m, m', m\,. 

Tels sont les éléments du tracé de l'engrenage cylindrique et extérieur, dont 
les dents sont terminées par des surfaces cylindriques (d) et (d') ayant pour sec- 
tion droite, pour Tune des roues (G), la développante (/, et pour l'autre roue (G^, 
la développante d'. 

Dans l'engrenage ainsi construit deux dents sont en contact par une portion de 
la génératrice droite de contact des deux cylindres (d) et (cT), et le plan tangent 
commun à ces deux cylindres est perpendiculaire au plan (aa') , qui est tangent 
à la fois aux deux cylindres (G) et (G'). 

Ainsi, ayant un engrenage cylindrique et extérieur dont les deux axes (o) et 
(o') sont parallèles, si on le coupe par un plan perpendiculaire aux deux axes, et 
partageant Tépaisseur des deux roues en deux parties égales, on obtiendra pour 
section la fig. 4. (Je nomme ce plan , plan milieu.) 

Cela posé, on voit sur-le-champ que si, supposant que la roue (G) reste ho-> 
rizontale, on fait tourner la roue (G') autour de la ligne aa\ il arrivera ce qui 
suit : 

V Le centre o' du cercle G' (fig. 2) décrira un cercle y, dont le plan sera per- 
pendiculaire à la droite aa'y dont le centre sera le point a' contact du cercle C 

34 



«t de b droitt oi/; €f deM le r^f^ff «era égali eelof 4k c0ff«i» 

dra uoe peeîiioa (#''); te déf«lopfimffe éf pranchv ^ 
(C) prendra «o^fmitîon (C^). 

^ L'aie (é/') de )a rw^ (C') ne sera pim eontemi dai» «• isftaM plan ame 
Kaxe (a) de la roae deatée (€). 

tr Les dem e^XreAreêid) et (éf'> m seront pim en oMCact par «ne poition de 
généracriee droite, mata aeiileaMHH par «a point m, «pii aéra eriiri d« eaolael a»- 
gulaire des deux développantes det cf tracées dans le 'plan milieu. 

4*" Les deux développantes det d'' n*auront plus au point decMitactntBièBaes 
langeiitef , maia dea tangeaiea distineiea mt ef mil', ^ui rompfendraDf eMre elles 
fiD angle égnl à eeîui que font aetoeKement (après le inmifeiBeflrl de rotalion aiH 
leur de la firofte «m^ lea deux axes (0^) et (&"}, et qtri déteraimera»! «n pteii per* 
pendicofarre i la draile atf*^ et ce plan sera un plaa tangent eonmim ain deai cy- 
Imdres (rf) et (d*'). 

Et S" la roue (C) transmettra toujours son mouvement de rotation uniforme i 
la roue (C"), qfsc\ que soif l'angle compris entre les denx axes (o) et (o") ; ei même 
pendant que Taxe (o") s^rncUnerart sitceessf rement par rapport à Taxe (a), et 
quelle que tAi d'aiReors la loi de son mouvement de rotatien aalour delà droite 
fltt', et cela pendant que la rooe (C") toornera antonr de son axe (o*^ , conduite 
qu'elle est par la roue (C). 

Aussitôt que ieadeax axea (0) el (cf) ne seront plus parallèles , les dénia ne se- 
ront plus en contaol que par un point, aa lien de l'être par nne portion de ci^ite ; 
dès lors toute la pression s'exercera sur ee point : le ftotiemeatt aern angulaire et 
non direct , et il sera, par conséquent, plus grand que k CrotteoKni diract. 

Le nouveau mécanisme proposé semble pouvoir être employé avec avanlage 
dina les machines où Ton ne conaidérera pas la force dépensée, ai où Voa n'em- 
(rfoiera que des forées qui ne seront pas trèa-grandes^ 

La %* 3 représente Tengrenage dans le cas on lea deux ronea danlàsa & ttR' 
sont horizontales, leurs axes étant parallèles. 

Les développantes qm terarioent les dents ont pour eerde génératenr « saïKMr : 
V celles des dents de la raoe tk\ le ocrde (m') (déaigaanl te œrele par aan rayon} 
et 2* celtes des dents de te rooe R , leoeroie (en). 

La ligne droite aa\ tangente comnraneà ces deux oerdes, est la ligne parcon- 
rne par les coniacta saceessils dcn denU, paidanl te meaiwment de rotalion 
nniforme* 

La roue R' est portée par une manivelle coudée M, tellement disposée que Taae 
de la poignée est dans le prolongement de la droite mc^ des eontacas; en sorte 
que si Ton fiiii tourner danason logement la poignée de te maniaelfer leayatènK 



de la mue R' pmwàNk «» aaiftveweat ik Mlalioa autour de la iîgfte 4iaite aa'; 
4àa lors les 4êuz aze^ des roues & et fi' «e fieront plus fiiUiéfi daAS un luême 
plao« 

La fig. 4 re|M*i«eAle l'ei^eodge à^os le eas où, ajaia imprûné 4an «ouvenent 
(le rotaiioD à Ja manivelle ^aiulée qui porte la roue B\ le pba 4e oeue roue &' 
serait àeveam obli^pe par rapporl k celui 4e la roue R, lequel est j'este hori-- 
Motal. 

D'après ks^. 3 et 4 , on voit que J'en peut doiuier^ au looyeo delà xuaiûvelle M 
età Taxe de Ja joue B!^ toutes ies Jodinaisons possil)}es4 etque, par 4)oaséqucfit» 
les 4eux axe6.4es roues de re^gremge pe«i«ot coupreedre eaUe eux uo angle 
quelconque, depuis Tangle nul jusqu'à Taugle droit. 

iVuMbsu Ou dsit iairejremarqœr que le iraoé tel q4i'il est rejii^seaté par la %. 3 
n'a élè adopté que pour mieux concevoir le système. lies deuts y sont trop 
longues et le a>niact ae £siit trop avant et hrop après la ligne des ceturs» , ce qui 
«st défecUieftx. 

Le mouvement de rotation de l'axe (o') de la roue R' autour 4e ia ligne aa des 
nantaeis peut s'obtenir par d'autres mécanismes que la manivelle Ui l'on 4e\ra 
doâe 4àiet€bet le nsécaniame Je plus eonvenable» suivant le travail 4e la aiaclii ne i 
Jafuelie on ferait J'jypflîcstjon du système nouveau et décrit succinctement dans 
oettenotcu 

Il me jMwble que ce nouveau sjstàme d'en^ens^ peut Mcevoir le nom d'en- 
gr^nÊÈ/e extépkwr ^QÊciUtmL 



▲Ptuc4TMH im hà. tbIU>bjub usa imitons ns couRBimE des épicvoloîiveb 

SPHÉRIQUES A LA CONSTRUCTION DES ENGRENAi;&S CONU^ES (*)» 

\ 

Lorsque l'on vent transmettre i un axe la force appliquée à un autre axe^ on 
emploie des roues dentées, et Ton donne au système le nom d'engrenage^ 
Les axes peuvent afiecter l'un par rapport à l'autre trois positions : 
1* Ils peuvent être parallèles ; Sf ik peuvent ^e couper ; 3"" ils peuvent faire un 
angle entre eux sans se rencontrer. 



(*) Extrait du mémoire publié dans le 23« cahier du Journal de l'École polytechnique. Cestla seconde 
partie de ce mémoire que je publie de nouveau ici. 
¥#yeE4es Cwm^HmvtU ée fféoméMi éewi^éf^kfê , idliep. tt, (Al h oiénttM r» SaialîsoSlB 4»|surtie» 
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On donne le nom A^ engrenage cylindrique au système de deux roues dentées qui 
servent à transmettre le mouvement de rotation , entre deux axes parallèles, parce 
que ordinairement on emploie des surfaces cylindriques pour terminer les dents. 

On donne le nom Ôl engrenage conique au système de deux roues deptées qui 
servent à transmettre le mouvement de rotation entre deux axes qui se coupent^ 
parce que ordinairement on emploie des surfaces coniques pour terminer les dents. 

La base des surfaces cylindriques ou coniques qui termînenent les dents peut 
être arbitraire, en ce sens que celle de la dent qui conduit étant déterminée , on 
conclut celle de la dent qui est conduite , de manière à ce que la condition sui- 
vante soit satisfaite, savoir : que les vitesses des deux axes soient dans un rapport 
donné , constant on variable suivant une loi donnée. 

Dans les machines il est presque toujours indispensable que le rapport des 
vitesses des axes soit constant ; et il serait à désirer que l'on pût, par le tracé 
seul, introduire une nouvelle condition , celle de l'uniformité de mouvement; 
mais les frottements s'y opposent , et cette condition ne peut s'obtenir qu'au 
moyen d'un volant. 

Les mécaniciens emploient deux formes de dents pour les engrenages; dans les 
uns les dents sont terminées par des épicycloïdes ^ dans les autres par des dévelop- 
pantes , parce que avec Tune et l'autre forme le rapport entre la puissance et la 
résistance est constant; mais avec Tune et l'autre forme, le travail du frottement 
est variable; en sorte que, pour que l'uniformité de mouvement subsiste, il faut 
nécessairement employer des votants pour régulariser le mouvement de rotation. 

Dans les engrenages à épicycbides la pression entre les dents est variable, 
tandis que la pression est constante dans les engrenages à développantes. 
. En sorte que les dents se déforment par le travail, suivant des développantes 
dans le second engrenage^ et non suivant des épicyclaides dans le premier engre- 
nage. 

Cette propriété des engrenages à développantes doit les faire préférer avec 
raison par les mécaniciens. 

Cependant une légère variation dans le frottement ou dans le rapport entre la 
résistance et la puissance pendant le temps employé par une dent pour conduire 
son homologue, ne peut être nuisible dans les grandes machines, et cette con- 
sidération permet de simplifier le tracé des engrenages cylindriques et coniques 
en substituant aux arcs d'épicycloides ou de développantes, qui doivent servir de 
basesaux surfaces cylindriques ou coniques qui terminent les dents, leurs cercles 
osculaleurs (sauf à établir des volants pour régulariser le mouvement de la 
machine). 

Jusqu'à présent, les mécaniciens ont employé des arcs de cercles pour terminer 
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les dents des engrenages ; mais le centre de ces cercles, ainsi que leurs rayons 
étaient mal choisis, car ces cercles n'étaient point les cercles osculaieurs des arcs 
de courbes qu'ils devaient remplacer. Aussi est-on obligé de donner un grand 
jeu entre les dents de l'engrenage. Aussi remarque-t-on que lorsque deux ou 
trois dents sont en prise , elles ne fonctionnent pas toutes en même temps , mais 
alternativement; ce qui produit des chocs et des intermittences qui sont nui- 
sibles à la durée de l'engrenage , et de plus donnent naissance à des vibrations 
qui, à la longue, déboîtent et déchaussent les assemblages des diverses parties 
de la machine; et de plus encore, les vibrations dues à ce iic^tac perpétuel con- 
somment une partie de la force motrice. 

11 n'est donc pas sans quelque importance de connaître une méthode géomé- 
trique simple au moyen de laquelle on puisse construire promptement le centre 
de courbure d'un arc d'épicycloîde plane ou sphérique, puisque Ton pourra en 
faire des applications utiles aux tracés des engrenages cylindriques et coniques. 

J'ai dit plus haut que l'invariabilité de la pression entre les dents devait faire 
préférer les développantes planes et sphériques pour le tracé des engrenages 
cylindriques et coniques; mais il existe encore une autre raison non moins im- 
portante et qui est évidente, c'est que l'on est forcé de placer rigoureusement 
les axes dans la position déterminée en vertu du tracé , lorsque Ton emploie 
des épicycloîdes (et cela a lieu pour les engrenages intérieurs et extérieurs) , 
tandis que l'on peut, pour l'engrenage extérieur seulement (mais dans les ma- 
chines on se sert plus d'engrenages extérieurs que d'engrenages intérieurs), 
éloigner ou rapprocher les axes, en les laissant parallèles dans les engrenages 
cylindriques, ou en les faisant se couper et toujours au même point, dans les 
engrenages coniques , lorsque l'on emploie des développantes^ 

De sorte que Temploi des développantes facilite la pose de l'engrenage exté- 
rieur ; et de plus^ lorsque les dents s'usent, on peut rapprocher les axes, pour 
diminuer le jeu entre les dents; et ce rapprochement des axes s'effectue sans 
troubler le rapport existant entre leurs vitesses, ce que l'on ne peut faire lorsque 
Ton emploie des épicyclotdes. 

Ajoutons encore que le tracé de Tengrenage conique est très-difficile lorsque 
l'on veut le construire rigoureusement avec des épicycloîdes , et que c'est ce 
motif qui engagea M. Poncelet à chercher une méthode approximative suffisante 
pour ta pratique f tandis que le tracé rigoureux de l'engrenage conique avec des 
développantes sphériques est presque aussi simple que le tracé de l'engrenage 
cylindrique avec des développantes planes. 

Et à ce sujet je vais entrer dans quelques détails ; mais avant je terminerai ces 
considérations générales, en disant quelques mots touchant la troisième position 
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que ks mm pdaveoiaffâcter, celle oà Us ae sont|^ 8iuiés4jaa$ un Aiàgie plaoï. 

Oa A'avatt aaooire pu , au oejfeo d'a«i «agreaage cMaipûfié seulanent de deut 
Tones y trMttiiieitrie le jBOuwmeat de roUlioa attire lieux ânes aiosî âiiué», 
•eaic^ié dans Le cas où ils éuieat perpeadîculairtâs eatne eux« car alers oa coa- 
aaksaii la tiîf Momfin.^ mécanisHie qui ne pouvait cependant Aire eo^^jé que 
lorsque T-axe portant la roue dentée devaii se mouvoir irèsJenteiaeaL 

£a A83ip j'ai f a jit exécuta un modale fanclioaaaai, qu^slxtaos le cabinet de 
J' École poJyiechûiqtte (et^ avant, la &ddélé d'encouragemeat en avait £silt a&^ 
euler un, i ses fra«, du taôine geape) , qui iBoatr.e que Je i^roblèoiey iasoluhfe 
jusque alors , peut être résolu irès-facileiaenL L'uae des roues est à deals c^jrlin- 
4rM)ii^s ayanl pour base des développantes de ceroles ; TsAitiie row a «ses dants 
èemûnœs par des surfaces bélioôié^ê démhffmbUâ (^). 

Deê engrenages cylindriques à âévetappantes planes. 

I/engrenage cylindrique peut être extérieur ou Intérieur. 

De l'engrenage extérieur. Dans une note publiée dans le Bulletin de la Soaéié 
(f encouragement pour Cindustrie nationale lociohre 1«829)^ j'ai montré les diverses 
propriétés dont jouiasaii Teogren^ge extérieur.^ savoir {**) : 

V De permettre de rapprocher ou d'éloi^er les axes ; 2"" de permettre de /aire 
touraei* Tune des roues déniées aujbour de la droite parcourue par le point de 
contact de deux dents^et d'obtenir ainsi le moyen de transmettre le jnouvemfiit 
de rotaition entre deux axes non. situés dans un jn£me jilan. 

Je fis alors remarquer que l'engrenage qui pouvait ôtre employé £omme engre- 
nage de ibrce^ lors du parallélisme des .axes (puisque les dents étaient en cooiact 
fpar une droite dont la loD^gueur variait suivant la hauteur du cjimdce qui ks 
terminait, et que , dès lors, l'effort était réparti ^ur les divers points de .cette 
droite de contact ), ne pouvait plus être considéré que comme engreni{j|[e de 
précision, lorsque les axes faisaient entre eux un certain angle , parce que aJocs 
les dents y jiendant le mouvement de rotation , n'étaient plus en contact que par 
un point* 

Je fis remarquer aussi que, pendant le mouvement de ^rotatiou^ Tan^ des 
axes pouvait varier à volonté, soit d'une manière intermittente j soit d'une ma- 

(*) Voyez dans Touvrage que j'ai publié ( en 4SJ^2 xhez M. BiUsbfiLiar^ dibraue éditeur),, sous Je litre : 
Théorie géométrique des engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotation unifoi-me entre 
deux axes situés ou non situés dans un même fflmn , le cbap.1I, p.'ît cl smvaiflcs. 
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niérc tMfSwm^ eC enfin je fis ehsentr que , forscpie les 9St9 n^éUnent fiios pa- 
rafféles, Feigrensrges ne pcavait être â reSour, e'est-à-cKpe , q&'om ne pouvait 
méistrncfemenf faire loa mer ir d mite fm à gaudie la ro«e qiR comkiisait oo ifR 
était cmidorfe. 

Je ne m'occupais point dans cette note de l'engrenage intérieur, dont le» pnv 
pf Télés dilRrentett pIffSTeufs pornf^de celles 4c Ten^eonge etléHevr. 

De r engrenage mtértear. Scûnk C eC (f(.fig. 5} àeax cerdes tangeolv ev m (ie 
cercle C etif^deppaure he cercfe C) ; scnf T T' la fangenfc emniMm^* k eea deuil 
cercles , regardéa comme les eei!ele9 prÎYnitrfe , et a^ran^ dès lors kvrs ra^ns 
dans le rapport inverse des vitesses que d^rveflC avoti* tes axes A eî Bp»rallèlea 
entre ctnt et passant par lears centres. 

Si Trm trace les deux dérveloppanle^ mr et mr dn cercle € er )es^4eux éérel^p- 
pantes m/ et mt' (ht cercle C, on voit que si Tengrenage l^imie de gonKhe i 
droite, la développante mv conduira la dévefoppaafe mv\ les eonCMls* par mwia t 
la tangente connntrae mT. 

Et que si, an contraire, Pengrenage tonme de dreife k gaiicke, ee aem I» dé^ 
veloppante mr qui conduira la développante mr\ le contact parcourant la tan* 
génie cemmune mT'. 

On voit anssi snr-le«-chanip : V Que f engronage eel à retour, mots que te oott- 
tact des dents parcoiHi: teajcFors la même étoiîe Tt\ qm l'e&gwuige loiif ne 
dans un sens ou dans un autre, tandis que dans Tengrenoge extérievrle cMilacH 
partcetrrart une des tangentes airx cereles priflnitffs, Kirsqnela. relallîoii> avait Keu 
dans nn sens, et pareenrait la seconds tangente a«x mèioes cereles, torsfse b 
roiatrofi avait Irev en sene inverse; 

2"" Que la position des axes dort être hrvaniable ; em ne pent les éfoigner ni le» 
rapprocher comme d^ns l'engrenage extérienr ; ce qut rend la pose de œa engre- 
nages> intérienrs plus délicate que celle des engrenages extérieurs ; 

3" Que le tracé est très-srmpfe et trés-feeile, et beanceop pins simiUe et plus 
facile que pour l'engrenage extérieur, pour leqae) il feot séeessaireiiieM que les 
deux tangenfes anx oeretes primitifs se coupent sens on angte obtns-f et, de ptus, 
peur leqnef nn tâfonnemenf est nécessaire lersqn'on rient àdétermioarb course 
de la dent et le Jeu â conserver entre les dents. (On peut voir à oe sujet le m^ 
moire public par M. Lefebvre, colonel d'artillerie, dans fee deuxième poissa do 
Mémerial d^anitlerie. Dans ee mémoire M. Lefelwre ne s'est ooenpèipse de l'engre- 
nage cylindrique et coinqae exfértenr.) 

4* Enfin que la puissance doit toujours être appliquée h Vase de t» roue kité- 
rietrre, sî^Pon reni qne les dents se conduisent à partir de la ligne des centres, 
et non avtmt cette Kgire. 
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Je donne deux Iracés. Dans la fig. 5 , les dents ne sont point séparées par un 
creux ou intervalle. Aussi ce tracé ne serait applicable que pour de petites roues 
employées dans des machines de précision, la pointe aiguë des dents pouvait 
être promptement émoussée ou brisée, si Ton employait ces roues dans des ma- 
chines de force. 

De plus y comme il n'y a pas de jeu entre les dents, l'engrenage tournera dans 
un sens ou dans un autre sans perle de temps; mais il iaut alors que la dilata- 
tion des dents soit pour ainsi dire nulle avec les variations de température. 

Dans la ûg. 6 , les dents ont une certaine épaisseur à leur extrémité, et sont 
dès lors séparées les unes des autres ^ sur chaque roue, par un creux ou inter- 
valle. On peut de plus ménager un jeu avec la plus grande facilité, et rendre ce 
jeu aussi grand ou aussi petit que Ton voudra. Il suffit pour cela de rogner cha- 
que dent de Tune des roues, au moyen de la développante KK', distante de la dé- 
veloppante primitive Ad', de la quantité voulue pour le jeu. Ce tracé doit être 
appliqué aux engrenages de force, et le jeu permettra aux dents de se dilater par 
les changements de température, sans que la marche de Fengrenage se trouve 
entravée. 

Si je suppose que Taxe B {fig. 5 et 6) restant fixe, la roue C tourne autour de 
la tangente commune TT', comme charnière^ alors Taxe A viendra couper Taxe B, 
et sous des angles différents, suivant la quantité angulaire dont la roue G aura 
tourné autour de la charnière TT'. 

Mais on conçoit que si les dents sont terminées pour l'une et l'autre roue par 
des surfaces cylindriques, parallèles à l'axe B avant le mouvement de rotation 
autour de TT', ce mouvement de rotation ne pourra s'exécuter, puisque Tune des 
surfaces cylindriques est concave et l'autre convexe. 

Il faudra donc terminer la dent convexe de la roue intérieure par une surface 
canale, et la dent concave de la roue extérieure par une surface cylindrique-, mais 
alors les dents ne seront en contact que par un point, quelle que soit l'inclinai- 
son de Taxe A par rapport à l'axe B. 

Cette construction permettrait de construire des engrenages de précision, mais 
non de force, et tels que Tun des axes pourrait prendre, d'une manière intermit- 
tente ou continue^ toutes les inclinaisons possibles avec l'autre axe, depuis le 
parallélisme jusqu à Tangle droit. 

Les deux axes pourraient aussi , tout en tournant sur eux-mêmes, prendre en- 
semble un mouvement d'oscillation dans le plan qui les contient. 

Remarquons que pour Fengrenage intérieur, le retour sera toujours possible, 
c'e8t«à*dire que les deux roues pourront à volonté tourner dans un sens ou dans 
un autre, quel que soit Fangle sous lequel les deux axes A et B se coupent, en 
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supposant que, pendant le mouvenieot des roues autour de leurs axes y les plans- 
milieux de ces roues tournent aussi eux-mêmes autour de la tangente commune 
TT' : propriété remarquable dont ne jouît pas Tengrenage extérieur. 

Des engrenages coniques à développantes sphériques* 

L'engrenage conique peut être extérieur ou intérieur. 

* Engrenage extérieur. Concevons deux cônes de révolution (Jig. 7), ayant même 
sommet en S, et pour base, Fun le cercle C^ l'autre le cercle C\ les apothèmes 
Sm et Sm' de l'un et l'autre étant égaux. 

On pourra toujours construire deux plans tangents communs à ces deux cônet, 
et dans chaque plan tangent tracer un cercle ayant son centre au sommet S^ et 
pour rayon l'apothème Sm ou Sm'de l'un ou l'autre des cônes. 

Ainsi , l'on aura deux cercles ayant pour centre commun le point S , dont les 
plans se couperont suivant la droite SP, et tels que le cercle D sera tangent en m 
à la base G, et en m' à la base C, et tels encore que le cercle D' sera tangent en n 
h la base G , et en n' à la base G^ 

Gela posé : 

Supposons que le cercle D roule sur le cercle G et ensuite sur le cercle G'. Un 
point du cercle D décrira, par ce double mouvement, d'abord une développante 
sphérique i pour le cône (S, G) et ensuite une développante sphérique 3^ pour 
le cône (S, G'). 

De sorte que si l'on suppose que les cônes tournent autour de leurs axes, les 
développantes d et d' se conduiront l'une Tautre, leur point de contact parcourant 
le cercle D et les vitesses angulaires des axes étant dans on rapport constant. 

Il en sera de même en considérant le cercle D'. 

On pourra doQC placer sur le cône (S, G) une dent conique, ayant pour base, 
savoir : pour la face droite^ un arc de développante décrit par un point du cercle D, 
et pour Idiface gauche , un arc de développante décrit par un point du cercle D", 
et ayant pour sommet le point S. 

On pourra faire la même construqtion pour le cône (S, G'), et l'on voit çur-le- 
champ que la construction de cet engrenage conique offrira des difGcultés analo- 
gues à celles signalées pour la construction de l'engrenage cylindrique, lorsqu'il 
s'agira de calculer le jeu entre les dents et la course d'une dent. 

Dans son mémoire, M. Lefebvre propose de construire l'engrenage conique, à 
développante sphérique, de la manière suivante : 

(Extrait du deuxième numéro du Mémorial (f artillerie, page 342. ) 

« Ayant des roues coniques à construire, on les tracera sur une sphère d'un 
» diamètre médiocre et exactement déterminé; on se servira avec avantage d'une 

35 
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B équcrre sphcrique du môme diamètre pour iracer des arcs de gi^nds cercle^ 
» tangents à des circonférences, etc. ; les développantes sphcriques seront Ira- 
V cécs a\ec le compas par la métiiode indiquée; on peut même les décrire aussi 
» avec un fit, car s'il est conslamment tendu sur une surface sphérique iisse, il 
> sera toujours dans le plan d'un grand cercle. Conoaissdot la tracé des dents 
» sur cette sphère, on en rapportera toutes les dimensions au rayon que l'on 
» veut avoir, au moyen d'une échelle de lignes proportionnelles; on aura ainsi le 
» tracé extérieur; on aclièvera la dent en menant par les points de ce tracé des 

* lignes au point du centre, ce qui formera un cône dont on prendra une portion 
» égale à la longueur que l'on veut donner à la dent. » 

* Il m'a semblé que Ton pourrait avec avantage remplacer la méthode proposée 
par M. Lcfchvre par la suivante : 

Ayant déterminé d'abord {Jîfj. 8) l'épaisseur ob à la racine de la dent sur le 
cercle inférieur D du tronc conique nofjau ou prîwurî/ qui doit porter les dents co- 
niques,- et ensuite le creux ou înlervallc ba qui doit séparer deux dents sur ce 
même cercle; en un mol, ayant opéré la division de la roue dentée, on tracera 
les courbes ag, bg intersection du cône ayant son sommet au sommet du tronc 
coniciuc noyau , et pour base les arcs de développantes sphériques, avec le plan 
même du cercle D, et l'on emploiera à cet effet la construction géométrique in- 
diquée dans le mémoire sur les développantes sphériques (*) ; et l'on se rappelle 
que ces courbes ag et bg se tracent avec la plus grande facilité sans avoir besoin 
de connaître les développantes sphériques. 

On remarquera ensuite que si Ton coupe la dent conique par le plan du cercle 
supérieur D' du tronc conique noyau, on obtiendra deux courbes AG et BG, 
semblables aux courbes ag et bg par rapport au centre o qui sera le pôle ou cen- 
tre do similitude des courbes; de sorte que , connaissant la courbe ag^ il sera fa- 
cile de construire par points la courbe semblable AG. En eff( t, on mènera les 
rayons oa, om, og, etc., et Ton prendra les distances «A, mM, ^G, etc., égales 
entre elles et à la différence des rayons des deux cercles D et D' bases du tronc 
conique noyau, on obtiendra ainsi autant de points A, M, G, etc., que l'on voudra 
de la courbe AG. 

Ce tracé exécuté, et il est presque aussi simple que celui exigé pour la con- 
struction de l'engrenage cylindrique, on le rapportera sur un tronc cylindrique 
capable de contenir et le tronc conique noyau et les dents qui doivent être distri- 
buées sur sa isurface convexe. 

Pour cela faire^ on appliquera {fig. 10) le tracé fait poui' le cercle D sur le 



(*) Voyez Aans les Développements de géaméirie descriptive^ le chap« II, mémoire a* S. 
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pîîïTï P de la base inférieure du tronc cyUndriquc, et le trncé fait pour le cercle D' 
sur te plan P' de la base supérieure du tronc cylindrique, ayant soin que les 
rayons homologues o'Q' et oQ aient leurs extrémités Q' et Q sur une généralrîcc 
QO' du tronc cylindrique. 

Il suffira ensuite d'avoir numéroté des points i\ 2', 3', 4'', etc., et 4, 2, 3, 4, etc., 
respectivement homologues, sur les courbes AG et ag, et au moyen d'un rabot 
(ou de tout autre oulil), d'exécuter les génératrice 1'. 1— 2'.2— 3'.3— V.4- etc. 
de la dent conique. 

Aynnt ainsi exécuté séparément les deux roues dentées, il arrivera, lorsqu'on 
les mettra en présence, que, du côté des grandes bases, les dents feront une 
saillie en dehors. Il sera bien d'enlever cette saillie, qui donnerait mauvaise 
grâce à Tengrenage; pour cela (fg. 9) on placera choque roue sur le tour et 
Ton enlèvera l'excédant rga en la partie inférieure de la dent, en dirigeant 
l'outil normalement à la génératrice a\ du tronc conifjuc noyau. On pourrait en 
faire autant pour la partie supérieure de la dent et enlever aussi l'excédant rfr'A. 

Les engrenages coniques extérieurs à développantes* sphériques jouissent des 
propriétés suivantes, savoir : 

1* Les pressions sont constantes en chaque point de la môme développante 
sphérique, ce qui n'établit pas que le travail du frottement soit constant , mais 
ce qui démontre que Vusure des dents sera uniforme. Ainsi les dents se défor- 
meront sans cesse , mais toujours sui\'ant des cônes ayant pour base des dévelop- 
pantes sphériques; 

2* On peut éloigner ou rapprocher les axeis, pourvu qu'ils se coupent toujours 
ati même point; mais on ne peut pas faire varier la position des axes, en ce sens 
qu*îls cessent de se couper, ainsi que cela a pu se faire pour les engrenages cylin- 
driques, puisque l'on peut ne pas les rendre parallèles. 

On doit remarquer que, de môme que pour les engrenages cylindriques exté- 
rieurs, il fallait que les deux plans tangents aux cylindres noyaux ou primitifs se 
coupassent sous un angle obtus ^ et que, plus cet angle était grand , plus le tracé 
devenait facile; de 'même aussi il faut pour les engrenages coniques extérieurs 
que les deux plans tangents aux cônes noyaux ou primilifs se coupent sous un 
angle obtus. 

On pourrait cependant ne pas s'astreindre à cette condition; mais alors îl fau- 
drait supprimer les dents adjacentes de celle qui est en prise, lesquelles arrive- 
raient à se rencontrer sans se mettre en contact. En un mot, il faudrait suppri- 
mer toutes les dt nts qui, en vertu du tracé, ne permettraient pas à fongrenage 
de subsister, fes dents tendant dans le mouvement de rotation à s'intercepter le 
passage. De sorte que deux dents se mettant en prise, deux nouvelles dents ne 



— 276 — 

viendraient pas se mettre en contact aussitôt que les deux premières cesseraient 
de se conduire ; et alors il faudrait , pour que le mouvement de rotation se conti- 
nuât , placer sur le même axe pl^isieurs étages de roues dentées juxtaposées, et 
tellement disposées que, lorsque deux dents cesseraient d'être en contact pour le 
premier étage, deux dents de l'étage supérieur arriveraient au contact, et ainsi 
de suite. Ce mode de construction permettrait de faire des dents très-longues 
ou très-courtes, à volonté, et simplifierait le tracé, puisque Ton n'aurait plus 
à combiner le nombre des dents, de manière à ce que deux dents soient tou- 
jours en prise. 

Ce fut en 1816 que je vis pour la première fois une machine dont l'engrenage 
cylindrique était construit diaprés ce principe. Cette machine était disposée pour 
étirer les tuyaux de lunettes et avait été exécutée par Savart père, dans les ateliers 
de construction de l'École d'application de Metz. Ce fut en l'examinant que je 
fus alors conduit à la démonstration géométrique des engrenages de Withe, de ces 
engrenages qui jouissent en même temps des deux propriétés suivantes, savoir : 
l"" vitesse angulaire constante; 2"* frottement de roulement : propriétés qui avaient 
toujours été regardées, depuis Euler, comme incompatibles; et ce ne fut qu'en 
1825, lorsque je présentai les mémoires que j'avais écrit sur ce sujet à l'Institut 
de France, que cette incompatibilité cessa d'être une vérité en mécanique. 

Engrenage inlérieur. Dans le cas des engrenages intérieurs (Jî^. 11), les deux 
cônes noyaux ou primitifs sont en contact par une génératrice , et n'ont qu'un 
seul plan tangent commun. 

La construction est la même que celle employée pour les engrenages extérieurs. 
Les propriétés dont jouissent les engrenages intérieurs sont aussi les mêmes que 
celles dont jouissent les engrenages extérieurs, excepté toutefois que l'on ne peut 
éloigner ou rapprocher les axes à volonté; leurs positions sont invariablement 
déterminées en vertu du tracé. 

Construction approximative des engrenages coniques. 

Je ne parlerai ici que de la construction approximative des engrenages coniques 
à développantes sphériques , M. Poncelet ayant donné un tracé approximatif pour 
les engrenages coniques à épicycloîdes sphériques. 

Le tracé rigoureux de l'engrenage conique à développantes sphériques est asses 
simple par le procédé que j'ai indiqué, pour que l'on puisse se dispenser d'avoir 
recours à un tracé approximatif. Cependant on pourrait substituer aux dents rigou- 
reuses, des dents approximatives qui seraient terminées par des cônes de révolution 
osculateurs aux surfaces coniques ayant pour bases les développantes sphériques. 
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Ija consu^iiction des dénis approximatives est facile , soit dans le tracé gra- 
phique , soit dans la construction en relief des modèles propres au moulage , 
lorsque les roues dentées doivent être coulées en fonte ou en cuivre. 

Rappelons-nous ce qui a été dit {*) au sujet de la construction géométrique du 
centre de. courbure pour un point d'une développante sphérique. 

Je suppose que le cercle D {fig. i2) est la base du cône noyau ou primitif de 
l'une des roues dentées, et que l'on ait tracé sur son plan les courbes ag et bgj 
intersection du cône à développantes sphériques qui termine une dent rigoureuse. 

Sur ag et bg je prendrai les points milieux m et n. Je mènerai par m et n deux 
tangentes mq et np au cercle D. 

Les droites mq et np seront les rayons de courbure des développantes sphéri- 
ques engendrées par les points m et n; et si par mq et np je mène des plans per- 
pendiculaires aux génératrices du cône noyau dont les projections , sur le plan 
du cercle D, sont oq et poj on aura les plans des cercles osculaleurs des dévelop- 
pantes sphériques engendrées par les points m et n. 

Il sera dès lors facile de construire en relief ()î^. 13) la dent conique approxi- 
mative^ ayant son sommet au sommet du cône noyau, et ayant pour base, des 
arcs de ces deux cercles osculateurs. 

Car, si l'on suppose un cylindre AB capable de contenir la roue dentée, ce 
solide étant terminé par deux faces parallèles AR et BT, on tracera sur la face 
supérieure le cercle D', et sur la face inférieure le cercle D, leurs centres o' et o 
étant sur une perpendiculaire aux plans parallèles AR, BT (ainsi qu'on a opéré 
dans hfig. iO). 

Sur le cercle D on fixe les points p et 9 tels qu'ils sont placés dans la fig. 12. On 
trace les tangentes pr, qr se coupant au point r« 

On exécute deux plans passant par ces tangentes et perpendiculairement aux 
génératrices G et G' du noyau ; ces deux plans se couperont suivant une droite ry 
qui tendra à aller couper l'axe du cône noyau en un point x. Dans chacun de ces 
plans on tracera des points pelq comme centre et avec le même rayon que ceux em- 
ployés (fig. 12), des cercles qui se couperont en un même point y de la droite ry. 

Chacun des plans normaux aux génératrices G et G' coupera le cône noyau 
suivant une section conique; chacun des cercles osculateurs tracés dans les plans 
normaux viendra couper la section conique en un point v. Dès lors la dent 
approximative sera composée de deux cônes de révolution ayant pour sommet 
commun le sommet du cône noyau, et pour base, l'un l'arc de cercle G, l'autre 
l'arc de cercle G'; ces deux cônes se couperont suivant une arête K, et le premier 



(*) Voyez dans les DépeloppemenU de géométrie éieeeriptwe , le chap. II , mémoire n* 2. 
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coupera le cdne noyau eoivfmt la génératrice H, et le second coupera ce même 
c6ne noyau suivant la génératrice H'. 

Dans la pratiqne il sera préférable d'employer la méthode suivante Iorsqu*oh 
toudra construire un modèle en bois pour couler une roue dentée. 

On construira d'abord le tronc conique noyau (fig. 14), on le divisera suivant 
le nombre de dents qui devront être appliquées sur la surface convexe; les géné- 
ratrices G, G', G", etc., passant par les points de division seront les milieux des 
dents. Ainsi la génératrice G [fifj. ii) passera par le point / (fig. 12). 

Remarquant que le tronc conique noyau {Jig. 45) a pour demi-angle au 
sommet l'angle a que Ton peut calculer, puisque Ton connaît la hauteur du tronc 
et la différence des rayons des deux bases: remarquant que le plan du cercle 
osculateur base du cône de révolution dont une partie doit former la demi-dent 
approximative, doit être perpendiculaire à une génératrice du cône, on voit que 
le plan X du cercle base inférieure du tronc fait , avec le plan C du cercle base 
de la dent, un angle a; de plus, le demi-angle y au sommet du cône osculateur 
pourra facilement être calcule, puisque Ton pourra calculer la longueur totale de 
ia génératrice G du noyau , et que Ton connaît le rayon du cercle osculateur. 

On pourra donc (Jig. 16) construire un tronc conique MN, ayant pour base le 
cercle C tracé avec le rayon qm {fig. 12), et" ayant pour demi-angle au sommet un 
angle y. 

On prendra un (winl arbitraire k sur le cercle C; on tracera kr passant par le 
centre <f ; el^r étant pris égal à qr de la lîg. 12 , on mènera ro perpendiculaire à ftr ; 
par la droite Ar on (ora passer un plan X faisant avec le plan C un angle égal au sup- 
plément de Tangle a; ce plan coupera le cône suivant un arc d& de section conique; 
dans ce plan X on tracera oq perpendiculaire à /;r, et l'on prendra le point o sur 
la droite oq suffisamment prolongée, de telle sorte que oq soit égal au rayon de la 
base inférieure du tronc conique noyau ; on tracera sur le plan X le cercle D du 
point comme centre et avec 07 pour rayon, ce cercle coupera Tarcdfeau point rf; 
on tracera la génératrice Scf du tronc de la dent, puis on joindra et r par une 
droite qui coupera le cercle D en /; on exécutera la portion de surface conique 
concave (SD), laquelle s'appliquera sur la surface convexe du tronc noyau; la 
droite S/ s'appliquera sur la droite G (fig. 14); on exécutera le plan SfrU, qui, 
lorsque la demi-dent sera placée, SI étant sur G (fig. 14), passera par Taxe du 
tronc noyau et par la ligne milieu G; on exécutera la demi-dent symétrique de 
ta même manière , et l*on pourra ainsi exécuter et rapporter sur le noyau les 
dents qui doivent être distribuées sur son pourtour. 

Il est inutile d entrer dans plus de détails a ce sujet , car ce que j'ai dît doit 
suffire à ceux qui savent ia Géométrie descriptive et qui sont hafoittiés à s* en 
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servir el à appliquer le trait sur le bois, pour concevoir de suite la marche à 
suivre dans rexécution en relief des modèles qui devront servir au moulage. U 
leur sera facile de suppléer à ce qu'il y a d'incomplet dans ce qui précède; je 
n*ai point voulu entrer dans tous les détails d'exéculion , car j'aurais dépassé les 
bornes imposées à un mémoire dans lequel j'avais plus en vue d'exposer la théorie 
et ses applications à h pratique^ que d'entrer dans tous les détails de la praïUiue. 



N" 3. 

RECHERCHES GÉOMÉTRIQUES SUR LES ENGRENAGES DE WITUE (*). 

§1- 

Le mécanicien Wiihc, lors du concours potir les prix décennaux, en 1810 , 
soumit à 1 examen de l'Institut des engrenages cylindriques et coniques d'une 
construction nouvelle, et dit en les présentant qu'ils jouissaient des deux pro- 
priétés regardées jusque alors comme incompatibles, savoir : i" vitesses angu- 
laires dans un rapport constant , est 2"" frottement de roulement; et qu'ainsi : 
1* le pignon décrivant des arcs égaux faisait parcourir à la roue dentée des 
espaces angulaires aussi égaux , et 2"" les courbes par lesquelles les dents étaient 
en contact se roulaient à la manière de deux cercles tracés sur un même plan. 

Wiihe n'était pas géomcire, aussi ne put-il démontrer rigoureusement l'exis- 
tence des propriétés qu'il annoaçait appartenir à sa» engrenâge3. On voyait bien 
qu'en eOet les vitesses angulaires étaient dans un rapport constant, on sentait 
bien que le froltcment était très-doi», mais cependant le frottement pouvait 
être de glissemement. Jusqu'à présent la question est restée indécise. 

En examinant les procédés pratiques que Wiihe employait pour la construc- 
tion de ses engrenages, procédés qu'il a déa^its dans une petite brochure que 
je n'ai pu me procurer qu'à la bibliothèque deTËcoIe royale de l'artillerie et du 
génie à Metz , on voit qu'on peut traduire géométrkfuemeul les procédés de méca- 
nique pratique, par une construction géométrique qui consiste: i^'à laire passer un 
plan M ifigAl) [taries deux aj^s parallèles entre eux, savoir : Pde la roue dentée et 
Q du pignon ; 2'' à u aoer dans ce plan une droite R paraUèle aux axes, et dont les 



(*) Ce niémoipe qni fui ppésenlô i Tli^lut de Frooea { Acidéinie royalo des scieoces ) Ja & décembre 
4825, a élé public piiM tara, dans le Jmmal âê mathématiques pures et aj^pliquées de If . LiouvaLE. 
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distances pkP eiqàQ seront dans le rapport inverse des vitesses des axes, puis 
3* construire deux triangles abc et a'b'c'y le premier coupant la ligne R par son 
côté xib au point m , et le second ayant son sommet a' placé en ce point m , les 
deux triangles n'ayant d'ailleurs aucun autre point commun ; 4* faire mouvoir 
le triangle oAc autour de Taxe P, tous les pojnls du côté ab décrivant des hélices 
de même pas, que j'appellerai H, nommant S l'hélice décrite parle point m; 

5*" faire mouvoir le triangle ab'c' autour de l'axe Q\ le point a' décrivant une hé- 

, . H p 

lice «dont le pas sera fc, et Ton devra avoir l'équation r = -, c'est-à-dire que 

les pas des hélices S et « seront dans le même rapport que les rayons des deux 
cylindres sur lesquels elles sont tracées. Ainsi les dents sont formées par des 
filets de vis, et ne se mettent successivement en contact que par les courbes 
S eis. 

Si les axes P et Q se coupent, la droite R passe alors par leur point d'inter- 
section et elle divise l'angle compris entre P et Q en deux, dont les sinus sont 
dans le rapport inverse des vitesses des axes , et les courbes S et « sont des spi- 
rales coniques d'Archimède dont les pas sont aussi dans le rapport direct des 
rayons des roues coniques sur lesquelles elles sont tracées. 

Les dents ainsi construites se conduisent-elles en effet par un frottement de 
roulement , et le rapport des vitesses angulaires est-il constant? 

Telle est la première question que je me propose de résoudre dans ce mé- 
moire. 

Examinons d'abord les engrenages cylindriques. 

Par la droite R {fig. 18), je mène un plan M' perpendiculaire au plan M qui 
contient les axes. Je trace sur ce plan M' une droite g passant par le point m 
situé sur la droite R. (Au lieu d'une droite, Ton pourrait tracer une courl)e ar- 
bitraire, mais dans les arts l'on doit préférer la droite parce qu'elle donne sur 
le cylindre une hélice, courbe que Ton peut tracer facilement par un mouve- 
ment continu , ce mouvement continu étant procuré par un mécanisme simple.) 
Puis j*enroule ce plan M' sur le cylindre dont R est une génératrice, p le rayon 
de la base et P l'axe; la droite g se déformera suivant une hélice S dont le pas H 
sera l'un des côtés 'de l'angle droit du triangle fna?j/, construit dans le plan M' ; la 
ligne mx étant horizontale et la droite my étant une partie de la droite 9, et mx 
étant égale au développement de la circonférence du cercle dont p est le rayon ; 
H sera dès lors égal à xy. Si ensuite j'enroule le plan M' sur le cylindre dont 
R est une génératrice , q le rayon de la base et Q l'axe , la droite g se déformera 
suivant une hélice «, dont le pas h sera égal à x'y', le côté mx étant égal au dé- 
veloppement de la circonférence du cercle dont q est le rayon, et l'on aura* 
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f équation -r=sK Gela posé : si je fais rouler le cylindre {q, Q) sur le plan tangent 

li'y la courbe $ se développera sur la droite g. De même si je fais rouler le cylindre 
(p,P) sur le même plan tangent M', la courbe S se développera sur la même droite 
g. Ainsi au point m les courbes a et S sont en contact , ayant en ce point pour 
tangente commune la droite g. Si donc le cylindre (p, P) prenant un mouvement de 
rotation autour de son axe P, entraîne par le frottement de roulement le cylindre 
{qjQ)y les deux courbes a et S rouleront Tune sur l'autre et auront une tangente 
commune en chacun de leurs points de contact successif , et le point de contact 
parcourra la droite R. 

Maintenant je trace dans le plan M, qui contient les axes P et Q , une droite 
arbitraire G passant par le point m de contact des deux hélices « et S, puis je 
Récris deux courbes arbitraires 9 et f ' ayant pour tangente commune au point- m 
b droite G; Tune de ces courbes (^ étant au-dessus, l'autre tf étant au-dessoua 
de la droite G et toutes'deux situées dans le plan M. 

Cela posé : j'imprime au plan M un mouvement de rotation autour de l'axe P|> 
de manière que la courbe op se meuve le long de la courbe S; on obtiendra par ce 
moyen une surface hélicoîde $. Si de même je fais mouvoir la courbe f' le long 
de la courbe a, je formerai une seconde surface hélicoide $', et ces deux surfaces 
ib et $' seront en contact au point m, car elles auront en ce point même plan 
tangent, déterminé par les droites 9 et G, et ces deux surfaces n'auront évidem« 
ment que ce seul point commun {*). Dans les engrenages de Withe la courbe <f est 
une droite, par conséquent la surface 9 est une surface hélicoide, telle qu'on 
remploie d^ns les vis à iilet triangulaire ou à filet carré. La courbe tf se réduit à 
un point; donc la surface $' se réduit à une hélice , de sorte que la dent $ con- 
duira ou sera conduite par la dent V par un frottement de roulement, les vitesses 
inigulaires étant dans un rapport constant. 

Ainsi les engrenages construits par Withe satisfont aux deux conditions regar^ 
dées jusqu'à présent comme incompatibles. Mais pour que ces deux conditions 
soient en effet remplies à la fois, il faut que les engrenages soient exécutés arec 
une rare précision. Examinons si l'on n'obtiendrait pas dans des engrenages 
construits d'après le même principe, un frottement de glissement provenant 
d'une exactitude dans le rapport des pas U et h y frottement de glissement qu'il 
serait impo3sible cependant de reconnaître et de détruire entièrement. Prenons 
Tengrenage exécuté par Withe, c'est-à-dire celui où l^s courbes 9 et (f. so|it defi 
triangles. Chacun des points de la droite ab décrit une hélice dont le pas est H ; 



.(*) Voyes à oe d^ , oi*apirès , la mémoire n* 6. 
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mais, d'après oe qui précède^ l'hélice décrite par le poiot m ^tt la seule qui poisM 
se rouler avec Thélice décrite par le point a! et dont le jhu est A, si Téqua-; 

tion 7- = - est satisfaite. 

Les deui hélices 6 et ^ oui au point de contact m une tangente oofmnune; €K 
pour tous les points de rhélice S , la tangente feit avec Taxe P le même angle; il 
en est de même pour tous les points de Thélice n. Si les hélices décrites par les 
points de afr y an lieu d'avoir le ^ H ^ avaient un pas H' peu différent de H , alors 
Va point cl ne pourrait se mettre en contact avec le point m. Car alors l'héltce S' 
décrite par le point m n'aurait pas même tangente que Thélice « décrite par to 
point a (les deux axes P et Q étant supposés dans le même plan ) ; et aussi comme 
les hélices déerhes par les divers points de a6, ont des tangentes qui font avec 
i'ase P des angles de plus en plus petits, & mesure que les points qui les décrivent 
se rapprochent de cet a^Ke , l'on voit que l'on trouvera en avant ou en arrière du 
point m , et sur a6, un point m' tel que Thélice qn'il décrira fera avec Taxe P te 
même angle que l'hélice $ fait avec Taxe Q. 

Alors ees de«x*hélices pourront être mises en contact, elles auront nne tan- 
gente commune, et nécessairement on aura : p'( distance du point m'k l'axe P) est 
à q (distance du point a' à Taxe Q) dans le rapport qui existe entre H' et ft; car 
Th^ce décrite par le point m' pourra être formée en pliant sa tangente au pMût 
wl snr le cylindre dont le rayon estp\ 

Ainsi, en ne considérant que deux dents, si Fune n'est pas construite ^oitee exae^• 
litude , si donc les hélices qui composent la surface hélicoîde qui doit mifdirir^ 
du être conduite par Thétiee s décrite par le point a', n'ont pas rigouretisement 
leur jms égal à il , il sera toujours possible de rapprocher ou d'éloigner les axies P 
•t Q, de maniérée ce que le point o' trouve an point m' sttaé sur o6, lequel décrira 
une hélice faisant avec l'axe P le même angle que fait l'béliee 9 avec Yne Q* Et 
rhélice s décrite par le point n' ne poona être mise en contact qu'avec l'héNce 
décrite par oe point m^ tant que tes axes P et Q , ainsi que la droite R lieu des 
points de contact successif, sercmt assujettis à être situés dans un même plan ; 
car toute 4àutre héliee faisant av«c l'^e Pnn angle plus petit e« plus grand, dettK 
serait un pointde contact pour lequel les tangentes se croiseraient; par conséqnefil 
l'hélice ê ne serait pas tangente à la sorâice héliomde, an point oonsidéré : elte 
la pénétrerait. en ce point; les dents ne powraient donc se conduire» Mais^ausri 

lesirttêsses des ates P et Q ne iseront plus dans le rapport demandé - , mais dans 

le rapport ~ , yf étant le rajon de l'hélice 5" sur laquelle se roule l'hélice 4> 
Mais un engrenage ne peut être formé par des renés n'ayant xbaeune qn'une 
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m 

a^ule dent. Il faut forcément placer ^ur ces roues plusieurs dents et dans des pos^ 
lions telles que le mouvement de rotation puisse se continuer sans être arrêté» 

II faudra donc placer sur le cylindre (ç^Q) une suite d'hélices équidistantM i 
leurs points de départ sur le cercle G traoé par le point « étant aussi équidîstanli 
entre eux^ et divisant ce cercle G en arcs^aux; puis faire rouler cecyIiiiuird(9»Q) 
sur le cylindre (p^P). Toutes les hélices du cylindre (9, Q) laisseront sur le^y lindrg 
(p,P) pour traces des hélices aussi équidistantes, mais dont les points de départ s«u 
le cercle G' décrit par hd point m ne seront équidistants qu'autant que le cercla G, 
dont le rayon est 9, se développera un nombre exact de fois sur le cercle Cdmt 
le rayon est p, c'est-à«dire qu'autant que pelq seront e^tre aux dans un rapport 
commensurable ; et cette condition doit être évidemaient satisiaite pour qual# 
mouvement de rotation ^e soit pas interrompu. 

9|ais supposant lepi|;non terminé par le cylindre idéal (9, Q) sur laquai m trou- 
vent tracées des hélices équidi&tantes «, 3', s"f elic^,, donl las fMusont tous égaux 
à A^ et les points de départ de ces hélices divisant en parties égales Ae ^et^ 
base du cylindre {q, Q) , nous ne pouvons pas sup|u>aer que la r^wm soit terminée 
par le cylindre idéal (p^ P), parce que les dents doivent avoir ua excàs de longueur 
pour que Thélice s conduise son homologue S autrement que par le oonlacti 
c'est*à-dire ne puisse pas s'échapper, si la résistance devieni plus grandeque^eUa 
que peut vaincre le frottement de roulement. lie cylindre idéal aura donc pour la 
roue un rayon p" plus grand que p, et nous appellerons ce cylindre (p'^P) ( fig. 17)» 

Puisque nous supposons que le cylindre {q^ Q) se développe un nomibre exact, de 
fois sur le cylindre (p, P) , et que nous supposons en même temps que les sneSèOùê 
des dents de la roue sont formées par une surface hélicoidct il s'ensuit que l'onaura 
sur le cylindre {p", P) des hélices équidistantes entre elles, et dont les points de 
départ diviseront le cercle qui lui sert de base et dont le rayon est p^', aussi en par- 
ties égales; et les distances de ces hélices , dislances mesurées sur les génératrioM 
du.cylindre (p'', P) , seront toutes égales entre elles et à celles des hélices tracées 
sur le cylindre {q,Q) du pignon. Bans ce cas, les hélices du pignon ne pourront se 
ncMre ^a oontaet qu'avec celles tracées sur le cylindre (p, P), supposant ^e point 
de ^fontact dans le plan des deux axes Pet Q. 

liais si , par un vice de construction , les hélices composant les sfirfeces héli-« 
ooidea qui forment les dents de la roue n'avaient pas leur pas dans le rapport 

H p . 

jrs=:-, il arriverait nécessairement, ou que les points de départ des hélices 
s 

sur le cercle des bases ne seraient point également distants 1 les distances doa 
hélices dans le sens des génératrices du cylindre n'ayant point varié, ou que ces 
distances auraient varié, si les points de départ étaient restés les mémos f c'est* 
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i-^ire divisant le cercle base eh arcs égaux. Dans le deuxième cas , les hélices du 
pignon et de la roue ne pourraient se mettre en contact , car les dents ne pour- 
raient s'enchâsser les unes dans les autres; et dans le premier cas, le mouvement 
de rotation ne pourrait être continu. Ainsi Fengrenage de Witbe ne peut mar- 
cher qu'autant que les hélices sont parfaitement exécutées, toutefois, en suppo- 
sant, ainsi que nous Tavons fait dans tout ce qui précède , que le point de contact 
sera dans le plan des axes. 

m^ithe est parvenu à vaincre toutes les difficultés que l'exécution présentait i 
comme on peut s'en assurer en examinant un modèle d'engrenage cylindrique 
qui existe dans le cabinet de l'École polytechnique. Les hélices sont construites 
avec une rare précision , la division des surfaces cylindriques de la roue et du 
pignon est d'une grande égalité. Mais malgré la perfectfon de son travail, est-il 
vrai que ces engrenages, mis en place , jouissent du frottement de roulement? 

Nous venons de démontrer que tant que le point de contact des hélices qui se 
conduisaient était dans le plan des axes, cela avait lieu. Nous avons aussi démon- 
tré que la moindre inexactitude dans Tinclinaison voulue des hélices , conduisait 
à des roues et pignons qui ne pouvaient s'engager^ si l'on cherchait à mettre le 
point de contact dans le plan des axes. Mais le pignon ne peut-il pas avoir soa 
contact hors du plan des axes? Et dans ce cas, les vitesses angulaires seraient- 
elles toujours dans le même rapport, et le frottement ne pourrait-il pas être de 
glissement? C'est ce que je vais examiner. 

Supposons (fig. 17) une surface hélicoide E engendrée par la droite ab tour- 
nant autour de l'axe P, puis une hélice s engendrée par le pointa' tournant autour 
de l'axe Q; la tangente à Thélice s fera, je suppose, avec l'axe Q un angle a. 

Sur la surface E je prends un point arbitraire m ; par ce point je fais passer un 
plan tangent T à celte surface. Par le point m passe une hélice S de la surface 
hélicoide dont le pas est H. La distance du point m à l'axe P étant p, la tangente 

k riiélice S fait avec Taxe P un angle dont la tangente trigonométrique sera — . 

Par le point m j'élève une parallèle Y à l'axe P, puis je fais passer par ce môme 
point une droite faisant avec cette parallèle l'angle a. Cette droite engencfrera 
par son mouvement de rotation un cône droit dont l'axe sera Y. Le plan T 
pourra : i** ne rencontrer le cône qu'en son sommet; 2" toucher ce -cône suivant 
une génératrice; 3* couper le cône suivant deux génératrices. 

Dans le premier cas, de quelque manière que l'on place les deux axes P et Q 
en les supposant toujours dans le même plan, l'hélice s ne pourra être tangente 
au point m à la surface E : elle la pénétrera toujours. 

Dans le deuxième cas, les axes P et Q devront être à une distance déterminée 
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pMr que Thélice $ soit laDgente i la surface E^ et il n*; aura qu'une fK^sHlou- 

de contact. 
Dans le troisième cas , il y aura deux positions de contaet 
Voyons, d'après ce qui précède , ce qui doit arriver dans les engrenages' de 

Wilhe. 

La surfoce E d'une dent de la roue est composée d'hélices dont les pas égaux 

H » 

sont avec celui de rhélice s du pignon dans le rapport r- = -» p et 9 étant les» 

rayons des cercles bases des cylindres sur lesquels sont tracées les hélices S et s/' 
qui se conduisent, et ces cercles se développant un nombre exact de fois Tun sur 
l'autre, c'est-à-dire que p et 9 sont commensurables entre eux , et que les hélicetl 
S.et s ont pour tangentes des lignes qui font avec les axes P et Q des angles égaux* » 

J'appelle iS la tangente à rhélice S, et tt la tangente à l'hélice ê^ m un poinV 
quelconque de S, et a' un point quelconque des^ p la distance du point m à 
l'axe P, et q la distance du point a' à Taxe Q. 

Et rappelons -nous que la surface E est engendrée par une droite (qui ne serai 
autre que le côté ab du triangle générateur employé par Witbe) , laquelle s'ap- 
puie sur l'axe P et l'hélice S, et qui se meut en restant parallèle à- une surfaeei 
conique droite dont P serait Taxe, ou bien en restant parallèle au plan perpen-»* 
diculaire à l'axe P. Désignons par d h position particulière de ceitte droite lors-» 
qu'elle passe par le point m. .^ 

Si nous prenons sur d un point m' dont la distance p' à l'axe P soit plus grande 
que p, par. ce point m passer^ uQ^e hélice S^ doAt la tangente iS' fera avec l'axe P; 
un angle «' > «. . 

Par le point m' faisons passer une droite Y parallèle à P, et dans le plan qui passe' 
par Y et iS', traçons une droite/ passant par m' et qui fesse avec Taxe Pun angle ««> 

Si je fais tourner la diroite/ autour de l'axe Y, elle engendrera une surface co-^ 
nique droite 2 dont Y sera V^e et /la génératrice , et il pourra arriver deux cas« 
(en se rappelant que la droite ts Qst comprise daps l'angle formé par les droites Y> 
et tS\ puisque a > a), ou que ce cône ne rencontre pas le plan T tangent à' la 
surface £ en m', plan qui passe par les droites d et iS', ou qu'il lui soit tangent ; 
car le plan qui passe par les droites Y et iS' n'est point perpendiculaire au plan 
tangent T. (Cela n'aurait lieu qu'a:ut9int que la droite (/ serait perpendiculaire à 
l'axe P, c'est-à-dire lorsque la surface E sera engendrée par une droite, s'ap* 
puyant sur Taxe P et sur l'hélice S , tout en restant parallèle au plan perpendi- 
culaire à l'axe P; et dans ce dernier cas, le cône 2ne serajt tangent au plan T que 
iQrsque le point m' se confondrait avec le point m. ) Si le cône 2 œ rencontre pas le 
plan tangent T, lorsque l'on mettra l'hélice ê en contact avec l'héUce S', et qu'ainsi 



1«0iPMa4b 4^'ifet m' 9WPOt,64ulMiwt 6itp«rt)08és y.qm roai&sae éloigner ^m ta^ 
procher les axes P et Q Fun de l'autre en les faisant tourner autour deikidooilè 
Y, dans quelque posiU^i^ ^aûUr «If^ ^"^ P^Me hê bélices S'«t« ritne par* n^ip^rt 
i^J'autoe» il.awiyera M«j<»w5.^e Tliél*^ « cQiq^e» Ja surfam £,; par coMéqocnt 
les deux roues dentées ne pourront être mises en contact par les points a' ei:m^ 
. Si te cône est ;^gent au^l^n ^^ngwtÂ la jw/ape£, L'jbbélioa.^fioiirra $ife mise 
eu contact avec ceto sur&ce E , et sa position sera celle où sa taogente u se con- 
fbndra avec f arôte dexii>ntact Skt plan tangent T avec le cône idëcrit par la droite / 
tûuinaiiliiutMi p de'i'axe Y. 

Maia bIm» lès; àasx faélioes 9feli5hq^arj»aiit point les vïïjom des cylindres sm 
liiqiiek^6s»aci»t. MiMà» idiM.lè'T«ppomieKact ««c ÎQwerse des vitessiss des axes 9 
eLQi3^«Ue». M rwl^rimfa point ^angvlaireoieM FtMM ««r r^srotrê) ttarîs g Ksserenil 
angulfiMrenMnt^ ruine San rdoâpa; J'« employé i'^xpresston «n^/éiire, paros que 
dbM hw:ptaMiûitti4u'ocQup^ 'Jcé«hééîw»« ei 8', Vm toit que leur» tangeiiies M 
se confondent point, mais se croisent au poiiil qui ^teur est «ommun, celui m 
lafuelles noittls di^etW se»<pDlciM0ait. 

M^siiliDiNiS x^OMidéroMi le point m e^p»V&uMk à lliélfee 8 , iK si nous étSh- 
Uttsons que lés fbiHteMsf et m m superposent , thts la tawgenle <y pourra prendre. 
demiMilieiis sur la plaii Ungent à la surface E , lequel plan pasee par les droites 
d^iSiCat 1m |sfan*qui passera par la droite tS tît sera paraHèleà l'axe P, ne sera 
point perpendiculaire au plan tangent au point m à la surfece E , à moins que la 
dratta d ntitak pet pendicuhÂre à Taxe P; et dans oe dernier cas la taiigcnte ts ne 
peunsa prendre qu'une sevle position , et ce sera celle où elle se confond avec la 
tangente iS. Dans le premier cas les hélices « et S pourront avoir un frottement 
de wnlement direct ou angulaire^ et dans le deuxième cas elles auront un frolte- 
ment 4e oMleaient direct seulement. En prenant un point m" sur la droite det 
si4ué eouierane P et le pois t m, et établissant qtie le point et' se superpose avec ce 
pwnt m î, alons la droite ts povira toujours prendre deux positions sur le plan 
tangent i la suv£ice E aupoint m". Ainsi l'on doit conclure de twt ce qui précède ; 

Oue si la g4nér«trîee4<(de la surfece toélicoïdeE, quiforme la sarfeoe des dents, 
est tnolinée par rapporta l'axe P, Iots même que tes héKces ï«t « (qui doivent 
m développer Tune sur l'autre en r^euknt) seraientcn contact, îA pourra arriver, 
ou que leurs tangentes se cfMifoodent ou •qu'cMes^se croisent, sans que l'on pivsse 
en ètr£ avcDii par vautre <clios6 que par le calcul que l-on fera de la somme des 
diBteicei piet g* Si la distanoe des nés «P et Q dms la position de contact éj^B 
Cf»4^ 9).» les taogMles se «confondront; «i eRcest ptus petite, les tangentes se 
^femmuà^SÈmm èe pnsnrier sae le fh^feraeirt sera direct et de roulemegit , et dans 
b'deinéàflieilMn.angohîpe^gt'de wuleflMM. 



Mad» comme loos stom to qnt l^bélîM -^^fmt m metùè wi eèMiâM^tis deux 
poôlion» différai tes ou daim une «eufee(Iaèroite if étant t^j^irtnrs inc^Iinéé par ntfyw 
.povi à Taxe P),*aiM9c un&bélîtetS'Milf^qMe fi» H'poMtra ar river ef«ela4âitcrtice des 
ax6sJ?et09oii>cm<(p4-<f>f ^fuelafratteiiMM; soit, dès h»%fmkfironimeni 
angulaire et de glissement. Et Ton ne pourra le reconnaître qu'autMl que Ton aura 
eakulé Ie& épaisseurs des roues^dernsoiièrequeles certslessupériquroet inférieurs 
ament daas le Même plan , les points a' el m étant en ^^nlaet, et que te mo wf eiiie«l 
de rotalion aoil bien donné par le travail dts k^ces « et S ; si donc par «ne p&m 
défectueuse de redgreBaf^ le mouvement de relation esl denné par le travail des 
hélices s et S'y les cerdes supérîemrs et inCërîeurs ne seront poioi dene le même 
pto ( lia droite d étant icnijours i«dînée par vappovt à Taxe P )* Mais dans le eas eu 
kk droite dseca perpendiculaire à Taxe P^ (fuekpse position qoe l'hélice éprenne, les 
cercles supérieurs el inlérie w» q«i termineat le reee et le pignoa serent toujours 
dans lemèmeplan^el aussi dans cecaseeva^t-oiÉassmré qoeVhétteei*est en contact 
avee Fhélice S lorsque la diafanee dea axes P et Q sera ^le à (p «H^)^ 

On doit donc préférer pomr lee OBuvenages de Wklie la généiMion de ta surfluse 
liélic(Mde E par une droite d perpendiculaire à Taxe P. Mais on voit par tout ce 
qui précède , que même dans ce cas » on ne pourra affirmer que le frottement 
est direct et de rouleineiit » car les moyens mécaniques manquent povr mesurer 
avee une exactitude matliématique la disiaffice des deux axes P et 0» de sorte que 
l'on ne powra janaaie être sâr qiBB. le freétemeatneaoitpas «u^oireet âe^l^ 
semeur. Le glîsBement sora^il est vrai ^trèa-^petil, etdephis sera constant , e'est- 
à^dÎTe que les dents f^ennt Tune sor l'autre de la même quaniKé pottr dea 
j e s|ia€<e engulairea paeesurae en temps égeinu 

On voitd?4prèa ce qui pvéeède que l'on doit reeoneallre quatre espèeee es 
frottement y que je déeiyeeraiiateBÎ (*) : 

l"" I de roulement v 2^ /de routonant 

Frottement direct < et [et angulaire < et 

f de glissement ; f de glissement. 

lee premier» auroM lieu lorsque les couiIm» en eontaet auront m6me tangente 
-au peint de oootaet^, les aeoonds lorsqfue leurs tangentes se croiseront au peint 
oonmnm. Hais , dans tea aq[renages de Wiike, fl ne pourra exister que trois ê& 
'ees quatre froltemenfs r 

l"" FroitememMreci H de tmiemmtj lorsque les Mfficeequr sont en eoMacrt OM 
'HiêiffeiiielinaiaoD, et que le^ point decmtaetf eat êrnu' toplan (fes-axes ; 
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^, 3* FraUtmmiaugulmreei de roulement y lorsque les héliees qui sont en oonbct, 
ont même inclinaison et que le poinl de contact n'est pas dans le plan des axes; 

3* Enfin y froUememt angulaire et de glissement j lorsque les hélices qui sont en 
xQontact n'ont pas la même inclinaison, et que lie point de contact n'est pas dans 
le plan des axes« 

Pour rendre plus clair tout ce que je viens de dire sur la difficulté que Ton 
éprouve à mettre, en place les engrenages de Withe , et pour mieux faire com- 
prendre la nature des divers frottements que je viens d'indiquer, je vais construire 
-géométriquement des courbes qui pendant leur mouvement jouiront de Tiin ou 
de Tautre des deux frottements angulaires remarqpiés dans les engrenages de 
Withe. Je supposerai que ces courbes sont tracées sur des cylindres droits doqt 
les bases sont des cercles ou des courbes arbitraires ; car ce que nous dirons dans 
le cas des cercles sera vrai pour le cas des courbes arbitraires. 

Fig. 19. Supposons deux cercles de rayons inégaux tracés dans un même plan. Le 
centre du premier étant le point P, son rayon étant égal àp; le centré du deuxième 
•étant le point Q, et son rayon égal kq. Ces deux cercles se couperont aux points m 
•et n, et supposons deux cylindres verticaux ayant ces cercles horizontaux pour 
bases. 

Nous nommerons P' Taxe du premier, Q' Taxe du deuxième , et M et N les géné- 
ratrices d'intersection , lesquelles passeront respectivement par les points m et n« 
Supposons par M un plan dans lequel nous tracerons une droite d ou une courbe f 
(nous emploierons dans les arts la droite d); puis enroulons ce plan , soit sur le 
cylindre P', soit sur le cylindre Q'. La droite d laissera pour trace sur le premier 
cylindre une hélice G, et sur le deuxième cylindre une hélice g^ qui se croiserpat 
au point m' situé sur la génératrice d'intersection M; la droite d passant par ce 
point m'y les droites m'T et mV tangentes au point m' et respectivement à Thélioe G 
et à rhélice g, se projetteront suivant les droites mT et mt tangentes respectives 
en m aux. cercles décrits des rayons p eXq. 

Si le cylindre P' tourne autour de son axe,' Vhélice Gr conduira Thélice g et le 
frottement sera angulaire et de roulement , car les points homologues de ces deux 
hélices se conduiront angulairement les uns par rapport aux autres de la même 
manière qu'ils se conduiraient direptemeot aile cylindre Q y prenant un mouve- 
ment de rotation autour de la génératrice M , venait se mettre en oontac^avec le 
cylindre P' suivant cette même ligne M, auquel cas les deux béllçps G et g auraient 
«me tangente coounune et rouleraient directement Tune ^r l'autre. , . 

Si donc par les deux tangentes mT et mY j^ :fais passer un ^ plan i il.c^pera 
les deux axes P' et.Q\ le premier au point o» le deniièm e a u . point oMe j o in s l e s 
points o et m\ o' et m' par des droites^ puis (dans le plan passant par Wer P' je 
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trace une courbe L tasgente en m' à la droite ùm% et dans le plan passant par m 
et Q' une courbe L' tangente en m' à la droite o'm'. 

Je fais mouvoir la courbe L le long de rhélice G , de manière qu'elle soit tou*^ 
jours dans un plan passant par Taxe P', et que la droite o'm\ dans ses diverses 
positions, reste parallèle à une surface conique droite engendrée par oW tour- 
nant autour de l'axe P\-le point o* étant le sommet du cône. 

Je fais mouvoir de la même manière la courbe L' autour de Taxe Q' et le long 
de rhélice 9; j'aurai alors formé doux surfaces hélicoïdales E et qui seront pen- 
dant le mouvement de rotation toujours tangentes Tune à l'autre^ et le point de 
contact se mouvra sur la droite M. * 

Les deux cercles décrits des rayons p et 9 se coupent , par conséquent le rayon 
p étant > q^ l'arc mbn appartenant au cercle (9) et qui tourne sa concavité vers l'arc 
mb'n appartenant au cercle (p) sera plus grand que lui. Par conséquent l'hélice g 
aura un point dont la projection sera en n et qui se trouvera au-dessus de celui de 
l'hélice G qui a le même point npour projection horizontale; il faudra donc que 
rhélice g conduise en dessous l'hélice G ou soit conduite en dessus par elle. Ainsi 
la courbe L' sera au-dessous de la courbe L par rapport au plan tangent commun 
aux deux surfaces E et e (plan tangent qui n'est autre que celui qui passe par les 
deux tangentes m'T et mV), et ces deux surfaces e et E se conduiront par un 
frottement angulaire et de roulement. 

Dans le cas des engrenages de Withe y la surface e se réduit à Thélice g et la 
courbe U se réduit à un point de cette hélice, et la courbe L n'est autre que la 
droite om\ 

Mais si au lieu de tracer sur le plan passant par la génératrice M une seule 
courbe 9 ou une droite d , nous traçons deux courbes 9 et 9' ou deux droites d et 
dépassant par le point m' situé sur la droite M (et ce que nous dirons pour les 
droites d et d' sera vrai pour le cas où l'on aurait les courbes 9 et f'); en roulant 
ce plan sur le cylindre P', la droite of laissera pour trace sur ce cylindre une 
hélice G , et la droite cC laissera pour trace ou empreinte sur le cylindre Q' une 
hélice g'. Ces deux hélices G et g' auront des tangentes qui se croiseront en in', 
mais si je fais tourner le cylindre Q' autour de la droite M pour venir se mettre 
en contact avec le cylindre P', suivant cette même génératrice M , alors les deux 
hélices G et g' auront bien pour plan tangent commun le plan vertical passant par 
la génératrice M et les tangentes aux hélices G et 9' ; mais ces tangentes ne se 
confondmfnt plus en une seule , elles se croiseront. Les deux hélices G et 9^ 
dans cette position ne pourront plus se rouler ; et pour qu'elles conservent un 
point commun le long de la génératrice M pendant le mouvement de rotation^ elles 
devront glisser Tune sur l'autre , de sorte que 9 quoique dans leur position pri- 

37 
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mitive aD|[Ui]air6 , je puisse lewt mener un plan tangent oonroua |^r leurs tan* 
génies viT et mV (tangenles qui ne sont auiras que les droites d^ if'), plan qui 
coupera les deux axes P' et Q^ et me permettra de construire deux liélicoidas E et 
e' tangents l'un à l'autre au point m' , le frottement entre les deux courbes G et 
§ sera nécessairement angulaire et de glissement, et non de roulemenL 

Nous n'avons encore dans la construction de ces engrenages à frottement angu- 
laire considéré que deux filets ou deux dents en contact. Mais pour que le mou- 
vement de rotation puisse être continu , il faudra disposer sur cliaque roua um 
série de filets équidistants. 

Dans le c^s où les rayons p et 9 seront commensurables entre eux et seront dau 
ie rapport inverse des vitesses des axes, on voit que les hélices iraoées sur les cy- 
lindres P' et Q' ont des pas qui sont dans le rapport des rayons des cerdesbases de 

ces cylindres, c'est-à-dire que Ton a t- = -• i^însi la construction sera absolument 

la même dans le cas du roulement angulaire et dans celui du roulement direct. 

Mais lorsque p ei q sont incommensurables entre eux ou ne sont pas dans te 
rapport inverse des vitesses des axes, si les béliccs de rhélÂcoide E ayant pour 
pas H , rhélice tracée sur le cylindre Q' avait pour pas A, de eorte que l'écpia- 

tion - = - subsiste, on ne pourrait avoir sur ce cylindre des hélices «, «', «", etc., 

équidistanies entre elles sur la génératrice M et de la même quantité que les hélices 
des surfaces E, E', £'', etc.,. le sont sur cette môme génératrice , et de plus divi- 
sant par leurs points de départ le cercle base du cylindre Q^ en parties égales, 
▲lors il faudra incliner ces hélices, en les faisant pivoter autour de leurs points 
situés sur la génératrice H, jusqu'à ce que Ton obtienne un pas h! tel que les 
points de départ sur le cercle base du cylindre Q' soient équidistants. Dans ce cas 
on voit que les hélices «et S ne seront plus égalemcBlinclinécspar rapport à leurs 
axes respectifs P' et Q% et que l'un aura un frottementanguJaire ou de glissement. 
Il iaut encore remarquer que si l'on avait pour bases des cylindres ^ dfis 
co,urbes autres que des cercles, fig«20, il faudra que, pendant le moavemeotde 
rotation^ les petits ancs de la courbe y interceptés par la courbe/ soient toujours 
plus petits ou plus grands que ceux que cette courbe y interceptait sur y', parce 
411e l'on a vu qu'il fallait, pour que les hélices pussent se conduire, qu'eiks 
n'eussent pas de point commun sur la deuxième génératrice d'intersection désî- 
^née par N, mais seuleiieat sur la première, que nous avons désigné^} par M. 
' Nous avons démoai^^é q[«e les engrenages de Witlic, tels iqpe*ee ttiécanicien les 
a construits , en supposant que l'iMièteoîiie E est engendré par tine droîfe , et qu<'. 
k\ surfaoe e se réduit à un ii^ioe , pouvaient Afre «lis ea eonlact de troif; numières 



— 29* — 

éMtéreùfes, de sorte <fU6 Ton pou'vait atoir trois espèces de frottement ; mais cela 
se tient-ii pas ft la nature des snrfaces V/et e que Withe a choisies, et si Ton 
employait des surfaces E et e dont les courbes génératrices L et L' seraient autres 
(fu*une droite elun poîn< , ces trois positions de contact seraient-elfes possibles? 
Ainsi Tengrenage étant construit a^ec précision, pour une position de contact, 
lorsqu'on le mettra en place, ne sera-t-il pas forcé de prendre ia position voulue, 
sans pouvoir en prendre une autre, comme cela arrive i ceux construits par 
Wiihe, quelque précision d'ailleurs qu'on apporte à leur exécution? 

Se suppose que le point m situé sur la courbe L décrive une hélice dont le pas 
est H , et que la distance de ce point m à l'axe P soit p; que sur la courbe L' j'aie 
un point a qui décrive une hélice dont le jmxs est A, que- la distance de ce point « 

à Taxe Q soit ç, et que Ton ait -^= -; dès lors, les deux hélices rouleront Tune 

sur Fautre, et le plan tangent â la surface E au point m, fera avec la verticale 
passant par ce point m le même angle que le pian tangent à la surface e au 
point a, fait avec la verticale passant par le point a. J'appelle cet angle è^ 

Supposons maintenant un point m' situé sur la courbe L entre Taxe P et le 
point m ou au delà du point m, par rapport à Taxe P ; le plan tangent à la surface 
E pour ce point m, fera avec la verticale passant par ce point m' un angle €. Sur 
la courbe L' je prends un point a' placé d'une manière quelconque par rapport à 
l'axe Q et le point a; je mène le plan tangent à la surface e en ce point a' : ce plan 
fera avec la verticale un angle 6'. 

Si les angles 6 et 6' sont égaux , je pourrai mettre les deux surfaces E et e en 
contact par les points m' et a> alors les hélices décrites par ces points m' et et se 
croiseront et Ton aura un frottement angulaire de glissement. 

On voit donc qu'il faut que tous les plans tangents à la surface E fassent avec 
Taxe P des angles plus grands ou plus petits que Tangle 9, et qne tous les plans 
tangents à la surface e fassent avec l'axe Q des angles plus petits ou plus grands 
que cet angle d, les plans tangents aux surfaces E et e aux points m et a étant les 
seuls qui fassent avec les axes P et Q un angle égal à d; et alors les deux surfaces 
E et e ne pourront être mises en contact que par les seuls points m e{a; mais 
aussi, en satisfaisant à cette condition, l'exécution des surfaces E et e devien- 
drait plus difficile dans ia pratique. 

Tout ce que j ai dit sur les engrenages cylindriques est applicable aux engre- 
nages coniques. Car si Ton mène un plan tangent aux deux surfaces coniques sur 
lesquelles sont tracées les spirales, ce plan passant par leur arèle de contact, on 
voit que les deux courbes se développeront sur ce plan tangent suivant une même 
spirale d'Ârchimède, ayant le sommet commun aux deux c6n6S pour pditf (si toutes 
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fois les pas E et h des spirales coniques sont dans le rapport des rayons des eerdes 
bases des cônes) ainsi ces cercles auront pour pôle commun le sommet des cô- 
nes, et pour rayon vecteur Tapothème commune* 

Ainsi les engrenages coniques de Withe jouissent des mêmes propriétés et des 
mêmes inconvénients dont nous avons parlé en examinant les engrenages cylin- 
driques. 

Dans ce qui précède, j'ai discuté les propriétés qui appartenaient aux engre- 
nages exécutés par Withe; j'ai fait remarquer les inconvénients qui résultaient 
de la forme que ce mécanicien avait donnée aux dents ; enfin j'ai indiqué les con- 
ditions géométriques auxquelles devraient satisfaire les surfaces des dents afin 
que ces inconvénients n'eussent pas lieu, c'est-à-dire pour qu'on fftt toujours assuré 
que le point de contact était dans le plan des axes, lorsque les roues étaient en 
place. Mais en même temps j'ai fait sentir que l'exécution mécanique des surlaces 
hélicoides des dents serait sans doute beaucoup plus difficile. 

Au lieu donc de surfaces hélicoides , je pense que l'on devrait employer des 
surfaces coniques ayant pour courbes directrices les hélices équidistantes tracées 
sur l'un des deux cylindres ou sur l'un des deux cônes idéaux que nous avons 
désignés précédemment par (p,P) ou (^^Q)» toutes ces surfaces coniques ayant 
pour sommet commun un point de l'axe de la roue dentée. 

Je vais donner la construction de ces surfaces coniques , et les avantages qui 
résulteraient de leur emploi par là même deviendront évidents. J'examinerai seu- 
lement le cas des engrenages cylindriques , tout ce que j'aurai dit pour eux s'ap- 
pliquant aux engrenages coniques. 

Ayant deux cylindres, dont les axes sont parallèles et mis en contact suivant 
une génératrice G ; appelant P l'axe du premier et Q celui du deuxième ; nom- 
mant p le rayon du cercle base du premier et q celui du deuxième, et supposant 
ifue p et 9 sont comraensurables entre eux , on a vu que si l'on traçait sur le pre^ 
mier une hélice <f dont la tangente faisait avec Taxe P un angle a, et sur le 
deuxième une hélice ( dont la tangente faisait avec l'axe Q le même angle a , ces 
deux hélices étant en contact suivant un point m situé sur la génératrice G ; on a 
vu, dis-je, que ces deux hélices roulaient directement l'une sur l'autre pendant 
le mouvement de rotation des deux cylindres. Supposons que j'éloigne l'axe Q et 
qu'il prenne la position Q', en le faisant mouvoir parallèlement à lui-même dans 
le plan des axes ; le point m glissant sur une droite ma perpendiculaire à l'axe P, 
(ce point o étant sur cet axe), dès lors le point m prendra une position m' sur la 
droite mo, et par ce point m' passera une droite m'G' arête du cylindre (9,Q')* Cette 
arête, en tournant autour dé TaxeP, engendrera une surface cylindrique ayant 
orn' = p' pour rayon du cercle qui lui servira de base ; et si l'on imprime un 



nouvement de rotation à ce nouveau système » rhélice C aura pour homologue sur 
le cylindre (p'|P) une hélice ^' dont la tangente fera avec Taxe P un angle a. En 
feisant passer successivement le point m par les divers points de la droite moj et à 
chaque position nouvelle faisant les constructions précédentes , on voit que par les 
divers points m, m', m", m"\ etc. de la ligne mo passeront des hélices <f , «p', f"^ 
f "y etc. 9 dont les tangentes feront toutes avec Taxe P le même angle a 9 ces hé- 
lices étant tracées sur des cylindres concentriques , dont les cercles bases auront 
respectivement pour rayons les distances des points m, m\ m", m"\ etc. au point 
o situé sur Taxe P, distances que je désignerai par p, p', p", p'", etc. et p^ p*7 
p"\ etc. 9 étant les unes > et les autres < que p. 

La surface formée par les hélices «p , f', ^ ', ^ "' étant désignée par E, on voit que 
suivant la droite nto, qui sera une génératrice de cette surface , il existera un plan 
tangent unique qui passera par les tangentes aux courbes 9, f^\ op", f^"\ etc., et 
menées respectivement aux points m, m\ m", m"\ etc. de ces hélices. Mainte- 
nant démontrons que cette surface E est un cône dont le sommet est au point 0. 

Pour cela (Jig. 2i), supposons trois cercles concentriques {o,p"), {ojp)^ (o^pO* 
Désignant par leur centre commun et par p" <:;,p<^p' leurs rayons j coupons ces 
trois cercles par une droite ob passant parle centre. Les points d'intersection étant 
m'\ m, m', supposons que ces trois cercles sont les bases de trois cylindres ver- 
ticaux, et par chaque génératrice passant respectivement par les points m", m, 
m'i menons à ces cylindres des plans tangents M", M, M'. Dans chacun de ces plans 
traçons des droites parallèles entre elles et passant par les trois points situés sur 
les cercles de base, ces trois droites faisant avec Taxe commun aux cylindres le 
même angle a ; désignons ces droites par m"(<, md^ m!d. Les trois plans tangents 
couperont le plan horizontal sur lequel sont tracés les trois cercles suivant des 
tangentes à ces cercles et que nous désignerons par m"ty tnt^ m!u 

Par le point o menons une droite oc coupant les trois tangentes aux points ti"', 
n^n' \ élevant par ces trois points des verticales qui seront respectivement situées 
dans les trois plans tangents, elles couperont les droites m'dj md, md^ en trois 
points g" y g^ g\ qui seront sur une droite oG passant par le point 0. 

Si maintenant j'enroule les trois droites fn"dfmd, m'd, sur leurs cylindres 

respectifs, j'aurai trois hélices 9", «p, 9, faisant avec Taxe un angle constant «, 

. et chacun des points g'\ g^ g ^ placera sur les hélices correspondantes en des 

points /i'\ A, h\ qui seront évidemment sur une droite oH passant par le point o. 

Ainsi toutes les hélices f ", f , 9 seront sur un cône dont le sommet sera au point o. 

Nous avons jusqu'ici supposé qu'il n'existait sur le pignon (^«Q) qu'une seule 
hélice (• Supposons qu'il existe d hélices équidistantes entre elles [la distance 
entre deux hélices étant mesurée sur une génératrice du cylindre (fjQ)]* ces ht- 



lices ç, ç', ^\ .*. etc. diviserml te cercle bsee an pignoir en » arcs égftm. Si jcfeîs 
mouvoir ce cylindre sur celai dont le rajon égale p et dont l*axe est P, alors comme 
le cylindre (7,0) se dételoppera exactement sur le cylindre {py¥)y on obtiendra 

(^ . s) hélices sur ce cylindre, et lentes équidîsianles entre elîes et de la même 

quanlilé qui exîsle pour deux hélices consécutives Ç, Ç', tracées sur lecylindre(ç,0). 

Nommons 6, 6', 6^',... etc. les hélices obtenues sur le cylindre (p,P), nous 
pourrons les regarder comme les directrices d'une série de cônes ayant tous pour 
sommet commun le point o. 

Nous pourrons couper ces cônes par deux cylindres (p',P) et (p",P), le rayon p' 
étant < que p et le rayon p'>Pj et les zones coniques interceptées formeront 
les surfaces des dents de la roue ayant pour axe P. Et comme les hélices intersec- 
tions de la série des cônes et du cylindre (p",P) seront équidistantes^ mais d'une 
quantité plus grande que celle qui existe entre deux hélices consécutives 2;, ^' du 
pignon ; et que celles qui seront Tiniersection de la série des mêmes cônes et du 
cylindre (p',P), le seront d'une quantité plus petite; il est évident que le cylindre 
(qf,Q)du pignon ne pourra se mettre en contact qu'avec le cylindre (p, P) de Ja roue^ 
le mouvement de rotation ne pouvant être continu qu'autant que les hélices (, 
Ç', etc. conduiront respectivement les hélices 0, 6', etc. ; et comme les contacts des 
diverses dents seront situés sur une génératrice du cylindre (p,P), et que par ces 
points passeront respectivement des génératrices des divers cônes formant la sur- 
face des dents en contact, ces génératrices feront avec Taxe P des angles différents, 
puisqu'elles partent toutes du même point 0. Les plans tangents aux points de con- 
tact feront donc des angles différents avec Taxe P ; par conséquent le pignon ne 
pourra pas tourner autour de la ligne qui contient les points successifs de contact, 
pour prendre une autre position que celle que la construction a déterminée. 

On appliquerait facilement les mêmes raisonnements et les mêmes construc- 
tions à l'engrenage conique (*). 

§11. 

Dans ce paragraphe, je me propose d'exposer en peu de mots toute la théorie 



f*) J*ai publié ce mémoire sans y rien changer , ni modiOer ; il est conforme au texte du mannscril fc^ 
senlé a rinslitut , sauf les correclions de slyle qui arrivenl toujours lors de Timpression. J'ai pensé que^ 
devais Imprimer ce mémoire textuellement pour que Ton pût s'assurer qu'en effet la question se trouvait 
résolue dès 4835 , et qu'ainsi Withe avait raison. Je crois devoir aîouter qne la démonstration exposée 
dans ce mémoire , avait été trouvée dès 4848, lorsque j*ôtais élève sous-iieutenant dVUilerie à rânia 
d'appliculion de Metz, et que je n'ai fait que transciire ce que j'avais écrit^ à celte époque» sur les eope- 
nagcs de Wilhe. 



géométfîqrie d^ engrenages 4e Wittie, et de démontrer d'une manière très-si m pie, 
qu'en effet, on peut eonstraire des engrenages à la "Withe qui jouissent à yolonté 
des trois espèces de froUement, savoir : frottement de roulement, 1^ direct ou 
2* angulaire, et 3* froUemeatde glisseœeni angulaire; pouvant d'ailleurs rendre 
aussi considérable que Too voudrai ou aussi petit que l'on Toudra^ le giissemeoi 
d'une dent sur 1 autre, pendant le temps que ces deuK dente emploient à ae 
oonduîre. 

Supposons deux axes parallèles Pet Q distants Tun de Tattire d'une quantité A« 
et supposons que dans le plan de ces axes on ait une droite R parallèle a Tune et 
l'autre droite P et Q et telle que la distance p de la droite Rà Taxe Psoiti la distance 
f delà Hièflie droite R à Taxe Q dans le rapport inverse des vitesses des axes PelO« 

Ainsi V étant la vitesse de Taxe P et ti celle de Taxe Q> on aura : 

p _^ V 

T" V 

La droite R, en tournant autour de Taxe P, engendrera un cylindre (p5P,)eten 
tournant autour de I axe Q elle engendrera un cylindre (ç,Q). 

Coupons ces deux cylindres par deux plans parallèles entre eux et perpendicn- 
laires à la droite R, et désignons par z la distance entre ces deux plans. 

Le premier plan coupera le cylindre ()>,P) suivant un cercle C , et le second 
plan coupera suivant un cercle C. 

Le premier plan coupera le cylindre {q,Q) suivant un cercle c, et le second 
plan coupera suivant un cercle c. 

Supposons ces quatre cercles liés deux à deux respectivement aux axes P et Q , 
on voit que lorsque l'axe P tournera sur lui-même avec la vitesse V, les cerdes C 
et C entraîneront respectivement les cercles c et c' et forceront Taxe Q à se mou- 
voir avec la vitesse v ; les cercles homologues G etc, C et c' roulant Tun sur Tautre. 

Si Ton mène suivant la droile R un plan tangent commun aux deux cylindres 
(p,V) et (7>Q), et que dans ce plan on mène une droite D, en pliant ce plan sur )9 
cylindre (p^P), la droite D se déformera suivant une hélice S, et, en pliant le 
même plan sur le cylindre (99Q) , la droite D se déformera suivant une hélice s. 

£t si nous désignons par a Tangle jsous lequel la droite D coupe la droite R^ on 
aura 9 en désignant par H le pas de rhéllce S et par li le pas de Thélice s : 

(2n.p)cot« = H et ('2\\.q)coia = h 

On aura donc : 

H p V 



Ainsi les pas des hélices S et « seront dans le rapport inverse des vitesses des 
axes , ainsi que le sont les rayons des cercles homologues G et c. 

Gela posé : 

Il est évident que la portion de rhélice S , ainsi que celle de Phélice s^ com- 
prises entre les deux plans distants entre eux de la quantité z seront égales 
entre elles, et dès lors pendant le mouvement de rotation, ces deux portions 
d*hélices rouleront Tune sur l'autre, ayant en chacun de leurs points de contact 
une tangente commune ; et le point de contact décrira la droite R. On aura donc 
le frottement de roulement direct (4" cas). 

Si maintenant on fait tourner le cylindre (q^Q) autour de la droite R, sans rien 
changer à ce qui a été construit précédemment ( sinon que la distance des deux 
axes P et Q sera plus petite que i ) , les deux hélices S et « se croiseront en un 
point situé sur la droite R , et pendant le mouvement de rotation , elles se déve- 
lopperont Tune sur l'autre , mais le frottement de roulement sera angulaire , 
puisque pour chaque point de contact angulaire , leurs tangentes se croisent au 
lieu de se superposer. On aura donc le frottement de roulement angulaire (2* cas). 

Mais si l'on prend deux cylindres ayant pour axe l'un P et l'autre Q, ces deux 
cylindres se coupant suivant deux droites M et N , et si Ton mène deux plans 
perpendiculaires à la droite M et distants entre eux d'une quantité 2; en sorte 
que le cylindre ayant P pour axe soit coupé par le premier plan, suivant un cer- 
cle G. du rayon p,, et par le second plan suivant un cercle G', du même rayon p,; 
et que le cylindre ayant Q pour axe soit coupé par le premier plan suivant un 
cercle c, du rayon q, et par le second plan suivant un cercle c\ du même rayon q,. 

Si les axes P et Q se meuvent avec les vitesses y*et v, les cercles homologues 
G. et c,, G', et c\ ne rouleront angulairement l'un sur Tautre qu'autant que l'on 
aura : 

^ = ^ (1) 

Mais si cette équation ne subsiste pas^ alors les cercles homologues glisseront an- 
gulairement l'un sur l'autre. 

Supposons donc que l'équation (1) n'a pas lieu, et menons par la droite M un 
plan et dans ce plan une droite D coupant la droite M sous l'angle a. Enroulons 
ce plan sur le cylindre (p.,P) ; la droite D se déformera suivant une hélice S., et 
en enroulant le même plan sur le cylindre (9.,Q), la droite D se déformera sui- 
vant une hélice s, . 
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Et désignant par H, le poê de Théliee S. et par A, celui de l'hélice #., on aura ; 

(2n . p.) cot a = H, et (2n . {,) oot a =s ft, 
on aur^ donc : 

*. î. 

Mais comme l'équation (I) n'est pas satisfaite , les pas des hélices S, et f ne 
seront pas dans le rapport inverse des vitesses des axes ; si donc l'on veut que 
les deux axes P et Q ne changent pas -de vitesses , il faudra nécessairement , en 
supposant que l'hélice S, coupe la droite M sous l'angle a, supposer que Ton 
a une hélice s\ autre que s, qui soit chargée de conduire l'hélice S.» 

« 

En désignant par k'Jepasde cette hélice particulière s,\ on devra avoir : 

Désignant donc par a l'angle sous lequel Thélice $/ doit couper la droite M , on 

aura : 

(Sn.p.)cota = H. et (an.^,) cota' = A'. 

et en vertu de ce que l'équation (2) doit être satisfaite , on aura : 

Ainsi, cette équation (3) servira à déterminer l'inclinaison a de l'hélice s! né- 
cessaire pour que cette hélice «. conduise angulairement l'hélice S, et de telle 

manière que les vitesses des axes soient toujours dans le rapport constant -. 

Mais la position de Thélice S. comprise entre les deux plans distants de la quan- 
tité s y ne sera pas égale en longueuf à la portion de l'hélice s^ comprise entre 
ces deux mêmes plans; et la différence qui existera entre la longueur rectifiée L 
de la portion de l'hélice S, et la longueur rectifiée /' de la portion de l'hélice «/, 
sera aussi grande ou aussi petite que l'on voudra; pour cela il suffira de faire va* 
rier convenablement les rayons p, et q, . 

Ainsi plus - différera de ^, plus la différence (L — /') sera grande; plus au 

contraire - approchera d'être égal à ~ , plus la différence ( L — /') sera petite. 

On aura donc, dans ce cas, un frottement de glissement angulaire qui pourra 

devenir aussi petit que possible {3^ cas). 

38 



. El remarquons que pins - apprdcfce de ^ , plas Fangle a approche (Tèlre égal 

à FaDgle a. 

D'après ce qui précède, on voit : 1* que dans les deux premiers cas, les 
rayons p et q doivent être commensuraSles entre eux pour que le mouvement de 
rotation puisse être continu , car il faut que le cercle c se développe un nombre 
exact de fois sur le cercle G , pour que Thélice s puisse venir reprendre Thélice 
S ; et 2* que , dans le troisième cas , les rayons p, et q^ n'ont pas besoin d'être 
commensurables entre eux ; ainsi il suffira dans les trois cas de diviser les cercles 
bomoiogues G et c ou G. et c, en un nombre d'arcs égaux entre eux et tels que si 

on en placem sur G ou G. et «sur coucy on aura: — ;s ^ Défilots, $i par les 

points de division des cercles Cou C, , on fort passer des hélices telles que S ou S,, 
et si par les points de division des cercles c ou c, , on fait aussi passer des hélices 
telles que s ou $J j le mouvement de retatioa se continuera sans interruption. 



CONSTRUCTION GÉOMÉTRIWE d'uN ENGRENAGE 

DANS LSQUHL 

Les axes des deux roues dentées ne sont pas situés deau im fnims pUm et eowsptamuit 
entre eux un angle plus petit que C angle droit, les vii€êsei HmH éms ub rm/ftftt 
constant et le frottement étant de roulement angulaire (*). 

Étant donnés deux a;Kes P et Q qui ne se rencontrent point et qui sont dirigés 
d'une manière arbitraire dans Tespace « comfHrenant par conséqueiKt eatre eux 
un angle quelconque a, on demande s'il est possible ( d'après les pri»dpea gè»^ 
métriques sur lesquels repose la construction des engrenages qriindriqiiea et 
coniques de "Withe) , de construire deux roues dentées se conduisant par on 
frottement de roulement , et les vitesses angulaires de ces axes éiaat daas us 
rapport constant. 

Jusqu'à présent l'on a cru qu'il n'était pas possible de transmettre le mouve- 
ment d'un axe à (m autre dans le cas où ces axes n'étaient point dans un même^ 



'!) Ce mémoire^ qui Tut présenté à rinstitut de France (Académie royale des sciences) en décaBibr< 
I H2r> , a élé publié dans le Journal des mathématiques puret et appliquées de M. Liouvillb. 



plan, par un eg^ppm^f^iormè 4e ùaak toms Molement , excepté lorsque les mm 
étaienl à angle droit , et alors on avait le systéiM -connu sons le nom ôl engrenage 
*à vif Mansfm. Mais lorsque Tangle compris entre les deux axes était plus petit ou 
plus grand qu'nn droit , Ton a^ait recours à une troisièine roue doubiement 
dentée 9 dite supplémentaire^ dont Taxe conpnit les deux axes donnés, et le 
jnouvement se transmettait par le système de denx «ngrenages coniques , la 
foue intermédiaire étant foraiée de deux roues dentées coniques juxtaposées par 
leur grande hase (^)« 

Supposons que le plan Tcrlical de projection soit parallèle aux deux axes don- 
nés et que le plan horîxontal de projection soit perpendiculaire à Tun des axes 
9^ par exemple, Tautre étant désigné par Q {fig. 22). Dès lors Taxe P aura pour 
projection iPerticale la ligne oY* perpendiculaire à la ligne de terre LT^ et pour 
prof ection horizontale le point o. ( Nous supposons que l'axe P est situé dans le 
plan Terlical de projection. ) L'axe Q aura pour projection verticale la droite oR 
fiûsant avec oV un angle a arbitraire , et pour projection horizontale la droite 
nH' parallèle à la ligne de terre ; de sorte que la ligne on perpendiculaire è b 
Ugîna de terre sera la projection horizontale de h plus courte distance entre les 
deux axes P et Q , et le point o sera la projection verticale de cette pins courte 
distance. 

Les vitesses de rotation des deux axes sont données. Désignant par Y la viteuie 

de Taxe P et par t celle de Taxe Q , — sera le rapport des vitesses des axes du 

système. 

Si sur la ligne on je prends un point p tel que Ton ait op : pn •: v : Y, c*est-â- 
Ain tel que ses distances aux deux axes donnés P et Q soient dans le rappor* 
inverse des vitesses de ces axes , je pourrai regarder le point n comme le centre 
d'un cercle dont le rayon serait égal k.np et dont le plan serait perpendiculaire 
à Taxe Q. J'appelle ce cercle c. 

le pourrai aussi regarder le point o comme le centre d'un cercle dont le rayon 
serait égal à op et dont le plan serait perpendiculaire à Taxe P. J'appelle cecerde C. 

Les plans de ces deux cercles se coupent suivant la droite on située sur le plan 
horizontal , et ces deux cercles ne se coupent que suivant le seul point p ; si l on 
fait mouvoir les deux axes P et Q et que par leur mouvement de rotation ils en-, 
traînent avec eux les deux cercles c et C , ces deux cercles rouleront Fun sur 
Tautre, c'est-à-dire qu*un point de Fun d'eux ne se mettra jamais en contact 
qu'avec un seul point de Tautre cercle. Mais comme au point commun les tan- 



(•) Voyei le chapitre U de la ThéorU géomélrUp^e des engrmagêi , etc^ quej'ai publiée ea I Stt ch< 
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gentes à ces cercles font entre elles un angle , nous avons désigné ce genre de 
roulement par les mots roulement angulaire. 

Ainsi le frottement qui existera entre les deux cercles c et G ne sera point on 
frottement de glissement, mais bien de roulement, et qui, dans ce cas, tu la 
position qu'affectent les deux courbes Tune par rapport à Tautre , n'est point de 
même nature que lorsque les tangentes au point commun se confondent* Dans ce 
dernier cas, les courbes ont un contact, et depuis longtemps le frottement de 
cette espèce est connu et désigné ainsi : frottement de roulement direct. 

Mais dans le cas que nous examinons les deux cercles se coupent et nous 
adopterons la dénomination de frottement de rondement angulaire. 

Si maintenant on construit une ligne D passant parle point dont les projections 
sont p et 0, et telle que les distances de chacun de ses points aux deux axes P et Q 
soient dans un rapport constant et inverse de celui des vitesses des axes, cette 
ligne D engendrera par son mouvement de rotation autour de l'axe P une surface 
de révolution P. et par son mouvement de rotation autour de Taxe Q une deuxième 
surface de révolution Q. , qui se couperont suivant la ligne D et une courbe d. 
Chacun des points de la ligne D décrira , soit autour de P, soit autour de Q, des 
cercles qui se couperont deux à deux de la même manière que les cercles o et C *, 
de sorte que si sur la surface P. je trace une courbe arbitraire ^ et que je fasse 
mouvoir cette surface P. autour de son axe P, elle entraînera la surface Qi sur la- 
quelle la courbe l laissera pour empreinte une courbe (', et ces deux codrbes 
seront évidemment telles qu'un point de l'une d'elles ne se mettra jamais en con- 
tact qu'avec un seul point de l'autre. 

Ainsi les deux courbes l et (' auront un frottement de roulement, et comme il 
est évident que leurs tangentes au point commun font un angle entre elles (comme 
on peut s'en assurer en construisant ces tangentes par la méthode de Roberval)^ 
ce frottement sera angulaire. 

Si maintenant, pour une position de rencontre des courbes l et ^', je fais passer 
un plan T par les deux tangentes à ces courbes , ce plan sera tangent à ces deux 
courbes ; et si dans ce plan je mène une droite qijielconque R passant par le point 
commun aux deux courbes, et par cette droite un plan N perpendiculaire au plan 
T, et qu'ensuite dans le plan N je construise deux courbes y et y' ayant pour tangente 
commune la droite R, Tune de ces courbes éCant en dessus, l'autre en dessous 
de la droite R, ou en d'autres termes, deux courbes se tournant leur convexité, 
et que je fasse mouvoir le plan N de manière qu'il soit toujours perpendiculaire 
aux différents plans T', T", T'", etc. passant par les tangentes qui se croisent aux 
points successifs de rencontre des courbes ^ et |', et que la droite R soit toujours 
l'intersection du plan N avec ces différents plans tangents aux deux courbes ( et (', 



— sot- 
ies courbes y et y auront formé deux surfaces 2 et 2' qui seront tangentes Tune k 
Tautre dans toutes les positions qu'elles prendront par le mouvement de rotation 
des axes P et Q ; ces deux filets ou dents 2 et 2' se conduiront par un frottement 
de roulement angtiUnre , et le rapport des vitesses des deux roues dentées sera con* 

iv 

Blant et égal à celui des axes ^ c'est-à-dire à '— . 

Cherchons maintenant quelle est la nature de la ligne D. Je dis que cette ligne 
sera une droite dont la projection horizontale sera pg parallèle à la ligne de terre, 
et dont la projection verticale sera oG partageant Tangle a en deux , dont les sinus 
seront dans le rapport inverse des vitesses des axes P et Q. 

En eifet , il faut qu'un point de l'espace dont les projections sont m sur le plan 
vertical et m' sur le plan horizontal , soit tel que ses distances aux deux axes P et 
Q se trouvent être dans le rapport inverse des vitesses de ces axes. Si par ce point 
je mène les droites mh et mq respectivement perpendiculaires aux projections 
verticales des axes P et Q , elles seront les projections verticales des distances du 
point de l'espace aux deux axes. La distance du point (m, m') à l'axe P sera donc 
en véritable grandeur la ligne ain', hypoténuse d'un triangle rectangle dont l'un 
des côtés est m'o'=:op^ et l'autre la ligne mh!. La distance du point (m, m') à l'axe 
Q sera donc en véritable grandeur la ligne mV, hypoténuse d'un triangle dont 
l'un des côtés est niVc=3pn, et l'autre la ligne nV=:mr=:mq. Or il faut que 
Ton ait : 

om' ; mV ;: mV : mV :: op : pn ;: u : V. 

Par conséquent nV = mq doit être à o'o =? mh dans le même rapport v : Y . Ainsi 
les deux lignes menées du point m perpendiculairement aux projections verticales 
des axes P et Q seront dans le rapport inverse des vitesses de ces axes ; par con- 
séquent « tous les points de la droite (oG , pg) satisferont à cette condition. Ainsi 
la ligne D est 'une droite dont les projections sont oG et pg^ la projection verti- 
cale oG partageant l'angle a en deux angles 6 et 6' tels que leurs sinus sont dans 
le rapport inverse des vitesses des axes P et Q ; la projection horizont^ile pg étant 
parallèle à la ligne de terre. 

Ainsi les deux surfaces P. et Q, sont deux hyperboloîdes à une nappe et de ré- 
volution se coupant suivant une génératrice sur laquelle se mouvra le point de 
contact des deux dents 2 et 2'. 

Ces deux hyperboloides se couperont encore suivant une courbe du troisième 
degré ; mais on ne doit y faire aucune attention , puisque l'on peut* ici faire la 
même remarque que pour le cas des engrenages cylindriques dans lesquels les 
surfaces cylindriques idéales , contenant la ligne droite , lieu des contacts succes- 
sifs des dents y n'étaient point tangentes suivant cette ligne , mais se coupaient 



sumnt elle; ainsi les deux ûleu 2^t2'.&'oot qv'ua seul point eooMmui 4Mf 
chaque position y et ils nf peuvent poiut avpir de cootact suiiraQ( aucun point df 
la courbe du troisième degré ^ mais seulement suivant les points de lu géaé|Biilii<» 
dMntersection par rapport à laquelle on a fait les constructiaqis« 

Dans la pratique on peut, pour plus de facilité, supposer que les courbes j^ et 
l' sont des spirales tracées sur les hjperboloïdes, réduire la surface l' à la courbe 
(' et supposerque la surface Z est engendrée par Une droite au lieu de Têtre par 
la courbe y. 

Dés lors la suirfece 2 sera un filet de vis hyperboloïcRque , et Ton Yoît que les 
surfaces hyperboloîdes P^ et Q. sont idéales^ c'est-à-dire n'existent que par la 
pensée. Il n'existe de Thyperboloide P. que la spirale ^ qui fait partie de la surface 
2 du filet de vis , et il n'existe de Thyperboloîde Q, que la spirale l'. On pourra 
construire autant de filets qu'on' le voudra , mais pour que le mouvement de rota- 
tion paisse se continuer, il faudra que ces filets ou dents soient équîdistants sur 
l'une et Faulre roue. 

Ainsi, autant il y aura de spirales telles que l\ l" , etc. qui couperont la gêné;* 
ratrice des hyperboloîdes idéaux , autant il y aura de dents par lesquelles les roues 
seront en contact. 

On doit remarquer que , pour le point p situé sur la plus courte distance des 
nés P et Q , les deux hyperboloîdes sont tangents , et que les deux surfaces 2 et 
l' le seront aussi en ce même point ; que par conséquent , pour ce point , le plan 
T sera vertical et parallèle aux deux axes P et Q. (Les deux courbes l et i' étant 
supposées avoir pour point commun ce point p. 

Lorsque les deux surfaces 2 et 2! par le mouvement de rotation «erant en con- 
tact suivant un autre point m de la droite (oG, pg)^ alors le plan T^"^ oorrespM*- 
dant à ce point commun aux deux courbes l et £' coupera Taxe P j et l'oniMrendea 
pour génératrice de la surface 2, en supposant que 2f se réduise à la eourbe ('« 
la droite qui passera par le point m commun aux deux courbes i et l' et par cehiî 
où le plan T^~^ coupera l'axe P. 

On voit donc que la surface 2 sera engendrée par une droite qui s'appuiera suét 

Taxe P et la courbe l et qui aura son mouvement réglé par la condition qu'elle 

soit toujours contenue dans le plan passant par les deux tangentes aux caurbea ( 

et i' au point qui leur est commun. Cette génératrice pour le point p sera parair 

lèle à Taxe P, et pour le ppint situé à Tinfini sur la droite (oG, pg)t elte sera 
horizontale. 

On doit encore remarquer que la droite (oG^pg) ipi'est pas la seule qui satisfasae 
au problème j on peut encore , par le point p situé sur la plus courte distanoe , 
faire passer une droite (fiO^pg) qui soit contenue dans un plan parallèle aux deu 
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900» F^et Q', et qui dmee le supplément de Fângle a de ces dxes en deux dont les 
WM8 setont dans le rapport inverse de leurs vitesses. 

On peut encore, sur la plus courte dtstanœ, prendre un point p' tel que 
l'on ait p'o : f'n r: r : V, et par ce point foire passer deux droites respectivement 
parallèles «ux droites (oG, pg), (oG\ pg). 

AiDst, Ton peut satisfaire au problème par quatre systèmes différents formant 
ou deux engrenages intérieurs, ou deux engrenages extérieurs* Si Ton voulait 
résoudre le problème par Fanalyse , on aurait un nombre infmi de solutions. Car 
on trouverait que la surface qui jouit de la propriété d'avoir ses points distants 
de»deux axes P et Q, dans un rapport constant, est une hyperboloîde à une nappe 
nen de révolution et passant par les points p et p' de la plus courte dislance; par 
conséquent Ton peut prendre pour la ligne D une courbe arbitraire tracée sur 
la surface hyperboloîde que nous venons d^indiquer ; mais je n'ai voulu donner 
ici que les lignes D qui pourraient être déduites par la géométrie. 

Dans un mémoire intitulé : Théorie des' engrenages ^ etc., j'ai donné {*) la solu^- 
tion analytique et complète de ce problème. 

Dans les engrenages hyperboloidiques dont je viens de donner la construction» 
Tckn n'a point à craindre l'inconvétiient que j'ai signalé dans les engrenages cy- 
lindriques ou coniqfies construits par Withe, savoir : que lorsque la génératrice 
de la surface bélicoide de la dent était perpendiculaire à la ligne droite sur la- 
quelle se mouvait le point de contact des dents, les roues pouvaient prendre 
deux positions différentes de contact^ et trois positions de contact lorsque la gé- 
nératrice de la surface était inclinée par rapport â la ligne des contacts des dents. 

Cet inconvénient n'existe pas ici , parce que les plans tangents aux divers 
points où les surfaces des dents coupent la droite (oG, pg) , lieu des contacts, ne 
•ont point parallèles entre eux. En effet , supposons une surface courbe 2 et une 
courbe |', 2 et l' ayant un point de contact. Nommons f^ la tangente à la courbe 
l' au point m , et T le plan tangent au point m à la surface 2 > ce plan T contien- 
dra la droite il'. Par le point m, élevons une droite N perpendiculaire au plan T. 
S» l'on fait tourner la courbe $' autour de N comme axe , on engendrera une 
surface de révolution S tangente à Z au point m, et la courbe l' pourra prendre 
autour de N une infinité de positions dans lesquelles elle sera toujours tangente 
a la surface 2. 

Mais si par le point m on mène une droite N' inclinée par rapport au plan T 
et telle que l'angle formé par les droites N' et il' soit l'angle de la droite N' avec 
le plan T, alors la courbe |' ne pourra plus tourner autour de la droite N' en 



(*) Voyez tes DéveiùppemefM de géométrie ieseripiii^e , chap. Vf , pag. 335! , 337 et 3iS. 
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re$tant tangente au point m à la surbce 1 ; dans toute autre position que celle 
qu'elle affecte primitivement, elle coupera la surface 2. Si la ligne N' ne fait point 
avec 11' l'angle le plus petit ou le plus grand qui existe entre elle et le plan T dans 
la position qu'on lui a donnée , alors on pourra , par le point m, mener dans le 
plan T une droite t' qui fasse avec N' un angle égal à celui que font entre eux la 
droite N' et le plan T ; et dès lors, si l'on fait tourner la courbe ^' autour de H\ 
il y aura un moment où la droite i^' prendra une position t", telle que l'angle 
t'mt"=:z tint' y et en cette position la courbe i' sera encore tangente à la sur&ce 2; 
mais dans toute autre position l' coupera 1. 

Si donc nous désignons les deux axes par P et Q ; si nous nommons R la géné- 
ratrice suivant laquelle les deux bjperboloides se coupent ( désignant par HP 
rhyperboloide qui a pour axe P, et par HQ celui qui a pour axe Q ) ; si nous sup- 
posons {fig. 23) que l'on ait trois dents sur la surface HP et coupant la droite R 
aux points m', m", m'"^ la surface de la première dent étant désignée par 2^, celle 
de la seconde par 2", et celle de la troisième par 2"', l'on aura sur l'hyperboloide 
UQ trois dents correspondant à celles situées sur la surface HP. Ces dents seront 
terminées par trois courbes 1^ l^\ ('", la première passant par le point m\ la 
deuxième par m^' et la troisième par m'" \ sur la surface 2' existera une courbe ^' cor- 
respondante de Xj et telle que ces deux courbes pendant le mouvement de rotation 
se conduiront par un contact angulaire , les points de contact étant successive- 
ment sur les divers points de la droite R et le premier contact étant en m'; de 
même sur la surface 2" on aura la courbe (." passant par le point m"^ et sur la 
surface 2'" la courbe H" passant par le point wl". 

La génératrice de la surface 2' correspondant au point m sera une droite coq- 
tenue dans le plan qui contient les deux tangentes aux courbes ^' et i! au point wf 
et passant par l'axe P. Nous nommerons t' la tangente à (', i/ la tangente à {.', et 
g' la génératrice. Nous aurons de même au point fr!\ les tangentes i", t!\ et la 
génératrice \g' de la surface 2"; nous aurons de même au point m"' les trois 
droites r,i/'' et y'". 

Les droites g, g', g'" ne feront point avec l'axe P le même angle, d'après ce 
que nous avons dit; ainsi le point m' étant le plus près de celui qui est situé sur 
la plus courte distance des axes P et Q , il arrivera que Tangle if formé par l'axe 
P et la droite g sera plus petit que l'angle d" formé par l'axe P et la droite y", 
et plus petit que Sf" formé par l'axe P et la droite g"\ 

Par conséquent , les trois points m', m", m"\ en tant qu'appartenant à la sur- 
face HQ, ne pourront se placer que sur les points m', m", m" des droites g y g\ y'"- 
Aucuns autres points n', n", n", en ligne droite et situés respectivement sur les 
génératrices g\ g\ g"\ ne pourront se mettre en contact avec eux ; par consé- 



qoent la position respective des deux hyperboloîdes HP et HQ est déterminée 
d'une manière inYariable. Les roues de Fengrenage ne pourront donc prendre 
une autre position que celle qui leur est assignée par la construction. 

La génération de 1^ surface 1 qui doit terminer la dent de la roue HP pourrait 
présenter des diflBcultés dans l'exécution pratique ; je proposerai donc de con- 
struire les dents de l'engrenage de la manière suivante : 

Étant donnés deux axes P et Q et une droite R telle que tous ses points soient 
distants des deux axes dans un rapport constant et inverse de celui de leurs 
vitesses respeelives, Ton obtiendra , ainsi que nous Tavous dit plus haut , en fai* 
sant tourner la droite R autour de l'axe P une surface de révolution, un byper- 
boloide à une nappe HP; de même en faisant tourner la même droite R autour 
de Taxe Q, on aura la surface HQ. Ces deux surfaces se couperont suivant la 
droite R passant par un point de la plus courte distance qui existe entre les axes 
P et Q , et une courbe du troisième degré y qui passera aussi par le point où la 
droite R coupe la plus courte distance. 

Cela posé : si Ton divise la droite R en (n— i) parties égales entre elles , par les 
points m, m'\ m'"... m^*^ et que par chacun de ces points on mène des plans per- 
pendiculaires à Taxe P, l'on aura pour intersections dans la surface HP des cer- 
cles. Désignant l'un de ces cercles par C ; si par l'axe P l'on mène une suite de plans 
méridiens au nombre de (n — i), ils diviseront le cercle G en (n— 1) arcs égaux, 
ainsi que tous les cercles parallèles à celui-ci , et la courbe qui passera par le 
premier point situé sur le cercle Cm', par le deuxième point situé sur le cercle 
Ctn"j par le troisième point situé sur le cercle Cm''' et enfin par le dernier point 
m'"^ou le (n — i)* situé sur le cercle Cm^"\ sera une spirale hyperboloidique dont le 
pas sera mesuré sur la droite R par la distance comprise entre les points m' et m^*\ 

Nous nommerons H ce pas et l la courbe spirale. On voit évidemment que cette 
courbe peut être tracée mécaniquement par un mouvement continu. Si l'on 
divise de même un cercle G' appartenant à la surface HQ , par une suite de plans 
méridiens passant par l'axe Q en un certain nombre de parties égales entreelles , 
ce nombre étant représenté par {n' — i ) et tel que le rapport entre (n — 1 ) et 
(n' — i)soit celui qui existe entre les distances respectives d'un des points de la 
droite R aux deux axes P et Q , on construira une spirale ^. qui sera la corres* 

pondante de l ; son pas h mesuré sur la droite R sera tel que -r = -; — r, et ces deux 

courbes 4 et (, se conduiront par un frottement de roulement angukire. 

Maintenant , par chacun des points de la eourbe ( , l'on fera passer des droites 
perpendiculaires à Taxe P et qui formeront une surfiice spirale hyperboloidique; 
cette surfiice sera nommée 2. De même par la courbe ( on fera passer des droît«^ 
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perp^adicûlaî rer à l'axe Q et ferinant aussi uu& surfece apirale hyperboloidiijpie 2^. 
Ces deux suf faces pendant le iDOuvemeol de rotation ne seroot en coniact <ptt 
par des points Mtu^ respeelivement sur les eourbes ^et (,r On ne prolongsra les 
sor£aMïes 2 et 2", du côlé des axes P et Q , et respectivement , qu'autant qu'il sera 
néeessairepour que la courbe Ç, puisse passer, puisqu'elle pénètre dans l'intérieur 
de la surface HP, et pour que la courbe l puisse aussi passer « puisqu'elle pénétre 
aussi elle-même dans l'intérieur de la surface HQ. De sorte qu'il y aura un nojfau 
fixé k l'axe P et à la surface duquel la sur£guM i s'arrêtera; de même aussi la sur^ 
fiice l' s'arrêtera à k surface d'un noyau Gxé à Taxe Q et assez rapproché de 
cet axe pour permettre un libre mouvenent à la courbe (• 

Ensuite l'on donnera à la dent une épaisseur sui&sante ( comme à un ûlet de 
vJs). On n'aura pas besoin de lui donner un* excès de longueur : on pourra la 
terminer à l'hyperboloide HP ou EQ f parce que les deux courbes $ etÇ^n'ayiaat 
peint leur plan tangent commun en chacun de leurs points de contact suooessift 
( excepté pour celui situé sur la plus courte distance)^ parallèle aux deux axeaP 
et Q f les dente ne pourront s'échapper pendant le mouvement de rotation « 

Cette construction pourra s'exécuter facilement sur le tour , et par conséquent 
Ton peut| je croie ^re|[arder le problème ^ fait le sujet de ee mémoire ^ couMue 
9éÊôlOf seiien théorie» sMt en pratique» 

11 faut eependaiit démoMieit ^ue la sorfaoe 2^ dans quelqae position que ce 
soit f ne renoedtvera la courbe ^ qu'au seul point de contact angubire existant 
entre leé deus^ eot»rbes $ et (,r 

Soient P et Q (fig. 34) les deux axes donnés. Soit R la génératrice commune 
atiK deux h|perbeloides HP et HO, et en même temps la droite-des contacts an- 
paires suoeessifs des dente de Tengrenage. Soit y la couirbe du troisième degré» 
seconde ligne d'intersection des deux surfaces HP et HQ. Soit ab la plus courte 
distance entre les axes, le pointd étant situé sur cette plus courte distance, de telle 
manière que ad et dfr soient dans le rapport inverse des vitessea des axes*^ la 
droite R et la courbe y passeront par le point d. 

11 est évident que si par un point m pris arbitrairement sur la droite R î^fiM 
passer deux pltna respecUvement perpendicufoiree aux axes P et Q, l'un ooupera 
la surlaee HP suivant un eerde C, l'autre ooupera la surface UQ. suivant «n cercle 
C\ tels que 'le- premier coupera la courbe y en un point m'' et le deuxième en un 
point m', et qtrirces 4eut points seront toujours dans (a méiâé poisition relative; 
savoir : qd« M< «Sf» toujours au^ dwiP U f de fu'S et fuTMis^f si la dioiie m'mm!' 
ftfprésems l'imerseetloft des ptatodesi^eÉlx ^MÉelesf la fmrétfmd du'Mede'C- iera 
ieiij0Umi«ll<4eiioM;dQ plaK eu eiMie'6eSqAe In paflie fK*i^^ ie»É iMjMwai^ 



96 f#uleiM ftftgtfl a h ^a êi i t , If foiat 4b oo&taMit <ae fkçant td^joim eu jpoiBt mt 
pMtr deoR 66w4ie« eorresp^ttdMtM , tdba^cpie | et i, <m^iiM Isf Eièoies té^ 
snltata , Mulênient le peist deciiiKUwt «wiefa dk posilim sur la fdroîte R. 

Ainsi {fig. 45) tes dem courbes ^eomespmclftniies ( et ^. étant en ^ntaet a»r 
gffeire Ml poiftt m eiMié «ur {a^droile R , si je yreii4s sur la oonribe ^ «n point m" 
qui soit le o o r reo penëant éapoint îf»^^^^il«é surit oourbe 4^ oes deux fK>in4s serciit 
tels (que lssceroies£ et C' passant l'un par ni^, istson plan éta^t perpei^dÂciiilanre à 
l'eiDe ;P, (l'autre par n/^'^ «t seoplMi élanft pevpeadîeulaire à V&W Q, secoupf^soiit em 
u|i point m' eitué sur >la dMit^ R^ Il est évident qoe toute la porti^Hi mm"' 4e 1» 
eeorbe i sera au-d^sseue du ^an du «erde .G^ et que tous les peints de Tare nmT 
serrait cwHlessJtts.de la surfaee spirale kyperibelpîdique foro^ée pw les droiites fMr 
pendioulaires à l'axe P et i^'appuyant sur k çowebe ^; qu'il en sera de ivtoie pur 
rappoK à la eur£M$esprraie^yftnt Q et ^. ponr direetriçes, c'^estràrdire que la partie 
mm" de fa eouiHbe { sera au^flessus d*eUe« 

AÀqsi les deMxeurft^es spirales hyperbelcâdiques n'jtttunMit îamaÎAy 4aos quafa^ue 
pesitien que ee ^t, ^qu'un seul poiu|t eommun, qitf Mrs lodiii .eu lequel lef 
eourbes Ç et ^,oBt leur eoiitaet auguUiÎM« 

Les-deux roues ^lepitées étant «supposées mises en piftoai îliirri3Qfia^.«n venbu4f 
la forme ^éemélri^pie que noue^avoos desviée au&<dent9 , qw ia Mue qw a ponr 
axe P restant fixe dans sa position » celle qui a pour axe Q, pourra prendre un moo- 
yement de rotation autour de la droite R comme charnière , Taxe Q décrivant un 
hyperboloîde à une nappe et de révolution autour de R, et que par conséquent les 
deux roues pourront donner des systèmes différents , dans lesquels les axes P et 
Q comprendront des angles variables; et^eeinme la ligne R dans chaque système 
sera la ligne des contacts et que les distances de ses points aux axes P et Q n'au- 
ront point changé, ilfs'epauinra que le rappor^d^ vitesses si^a toujours le même, 
et que le frottement sera de même nature, c'est-à-dire , de roulement angulaire. 

Cependant l'axe Q ne pourra pas prendre une infinité de positions par rapport à 
Taxe P et à la droite R restés invariables, ces positions auront des limites déCer* 
minées par la considération suivante, savoir : que Taxe Q dans son mouvement de 
rotation autour de* , entratne la courbe t ? et que lorsque cette «ewbe-reneen- 
irera la surface hélicoide 2 qui a pour directrice 4a «oaurbe Ç, l^x» Q ne pourra dé- 
passer la position qu'il affectera alors. Quç de même lorsque la courbe S touchera 
la surface hélicoîde 2' ayant $, pour directrice» l'axe Q ne pourra pjlus continuer 
à se mouvoir autour de la df«itefl ; mais •ratne^es deux >posiUMS*eulréines l'ax» 
Q pourra prendre toutes Jes positions intermédiaires. On voit aussfi que pour ces 
diverses positions intermédiaires de l'axe Q , la droite B i^ passp plus ,pcV un 



point de la plus courte distance des deux axes^^Cetle eonsidéialkni de noiiTeoient 
de l'axe Q autour de la droite R , qui lui permet de prendre une inflnilé de posi* 
tiens sans que les propriétés du système résultant soient changées, excepté Tangle 
des deux axes, nous démontre que la surface qui doit jouir de la propriété d*avoir 
^es points distants des deux axes dans un rapport constant, est nécessairement 
engendrée par une ligne droite. J'ai dit ci-dessus que l'on sai^ait par l'analyse que 
cette surface était un hyperboloide à une nappe et non de révolution. 

Dans le système que nous venons de construire, la droite R, en tant qu'appar- 
tenant à la surface HQ, ne pourra se placer sur aucune des génératrices du para- 
boloîde hyperbolique engendré par des droites perpendiculaires à l'axe P et.s'ap^ 
puyant $ur Taxe P et sur la droite R, la droite R étant une génératrice de celte 
surface paraboloide et supposée appartenir aussi à la surface PH ; parce que comme 
les dents doivent être équidistantes, les génératrices perpendiculaires à l'axe P 
couperont bien toutes les génératrices du deuxième système du paraboloide en 
parties égales entre elles, mais non égales à celles qui^xistent sur la droite di- 
rectrice R. Ainsi l'engrenage ne pourra se mettre en contact que par des points 
situés sur la droite idéale R dont tous les points sont distants des axes P et Q dans 
le rapport inverse des vitesses de ces axes , le frottement dès lors sera de roule« 
ment angulaire , car on ne pourra mettre les roues dentées en présence de manière 
à avoir un frottement de glissement anguhdre ; la pose sera donc facUe (^). 



W 5. 

NOTE SUR LES ENGRENAGES DE WHITE (^^). 

La démonstration relative aux engrenages de ^'hite, que M. Delaunay a 
publié dans le Journal des mathématiques de M. Liouviixe, n'est pas nou- 
velle. Cette démonstration est la première qui se soit présentée à mon esprit 



f ) U constniclion géométrique exposée dans oe mémoire a été trouvée en 4S47 , à TÊcoie d'application 
de MeU alors que j'élais élève sous-lieutenant d'arlillerie ; à celte époque j'avais à faire , comme travail 
d'étude» un projet de machines; je donnai alors les dessins d'une machine propre à tailler les dents de 
l'engrenage précédent. On peut lire à ce sujet une noie de Hachette , imprimée daas la deuxième édition 
de son Traiié du machines , a la On du chapitre sur leê engrenage. 

{**) Celle note, accom|>agDée des pièces justificatives, a élé communiquée à la Société philomatique, dans 
sa séance du 21 mars 4 840 , et elle a été publiée dans le Journal de matkémaiiquee puref et afpliqnéee 
deil. LKKJviLLB,lomeY(4SiO). ' '^•0. 



lorsque j'ai commencé à m'occuper de la théorie des engrenages, le Fai commu- 
niquée à plusieurs personnes , et en particulier à M* Arago , lorsqu'il était chargé 
du Cours de machines à l'École polytechnique. Enfin je m'en suis constamment 
servi dans mes leçons à TÉcole centrale des arts et manufactures , depuis 1829. 
On ne peut en effet imaginer rien de plus simple quand il s'agit seulement de dire 
voir que les engrenages de While ont, en effet, les propriétés que leur attribuait 
ce mécanicien. C'est & cause de cette simplicité même que je tiens à mon droit 
de priorité. Ce droit, je l'établirai d'une maniéré incontestable par l'extrait sui* 
vaut d'un mémoire que j'ai composé en 4817 , à l'École d'applicati<>n de Metz, et 
qui a été visé ( ainsi que le sont les travaux des élèves sous-lieutenants ) par les 
officiers placés alors à la tète de l'École. 

Extrait du mémoire sur te prqjet de macMne (Ëcole de Metz )• 

< La première idée qui conduit à l'engrenage de White est celle-ci. 

» Considérons l'engrenage composé d'une crémaillère et d'un pignon. 

» Supposons la crémaillère composée de m bandes dentées réunies ensemble 
et de manière à ne former qu'une seule bande dentée ; considérons le pignon 
comme composé aussi de m rondelles dentées ; donnons à chaque rondelle du 
pignon un mouvement proportionnel de rotation autour de Taxe et à chaque 
bande de la crémaillère un mouvement de translation correspondant à celui de la 
rondelle qui est chargée de la conduire. 

» On voit qu'après ce mouvement^ les extrémités des dents formeront une 
série d'hélices sur le cylindre du pignon et des lignes droites parallèles entre elles 
et obliques sur la crémaillère, et ce système se conduira parfaitement. 

» Mais de cette idée on est conduit à cette conséquence , que vu le grand nombre 
de ces bandes dentées et des rondelles dentées ( ou pignons ) correspondantes , 
on peut diminuer la longueur des dents dans chaque système , et la diminuer 
d'autant plus, que le nombre des bandes sera plus grand ; et en effet, la longueur 
de la dent n'est nécessaire que pour que, vu l'écartement des dents, lorsqu'une 
dent quitte , une nouvelle puisse prendre , et elle doit se mettre en prise un peu 
avant, et cela , pour qu'il n'y ait pas d'interruption dans le mouvement de rota* 
tion, ni de perte de temps; mais l'on voit que si la première dent de la première 
bande quitte, et que la deuxième dent de cette même bande ne puisse encore se 
mettre en prise, la première dent de la deuxième bande n'aura pas encore quitté^ 
et ainsi de suite. De sorte que de proche en proche , on voit que pendant tout le 
temps du mouvement, on aura des bandes qui, alternativement, conduiront et 
ne serviront pas à conduire le pignon , et vice terêéU 



» <Hi «àk ^e fo «quQWlifeé'ide gti smno a t •qui 6'>epérc Mf wm dent é*yM pre» 
iMièi^ roué' par td dent ^imrrespMidMite de ta deuxièaie ra«e, pMt4tr#MiidM 
M9ëi petMe "que i'mi «eut , •€« rognant éalofigMaur des dente ^ |Mr ooneéqu^ot , 
pltis on 'a«^eiilepa le «lOftfbpe dm bandes , ^s mi «privera à aveir «m «ngn»- 
Bi^ pat^t , m €iigKfitge daqs le^pd le Crottement ira «oiijoiira en difliîiMiant. 

• Êiyfin;4»«yi4ace «urîaq^dle g'opére 4e <roUement esi réduite'à un point, mi 
premier «point decoqtaotides'deux dent^ «en priée, ioreqiiel'oo euppeee les bandée 
en nenàbrè idAnii. 

• Les dente «ont donc changé de forme; anpararant ^ da eourbe ^psA les teimi- 
nffit <6tait ee n t onn e dans tin pian perpendîeuiaire à Taxe du mouvement de roti^ 
tion ; maintenant cette courbe se réduit à la ligne Ibrmée par le premier .point de 
chaque dent de ce nombre infini de bandes , en sorte que la forme de la dent a 
disparu, ellevn'estpU» fl^^eiiMMe^ ifm^t^ *o» .pr«mer peint Miid suffit pour 
obtenir la ligne de contact qui seule forme actuellement la dent, et cette ligne est 
tracée sur la soi*bee exiérfeure du nofau à denter au fm^Fen^de la tna^ihine. 
Pour uneeréœaillère , oelyte ligne est wie droite ', pour «ne ipoue eMe est une hé- 
lice (raeée 8ar4e cendre neyan de la ro«e en pignon. 

• De pAus , en voit qne ehaqne peint de 4a ligne de oMiaet de la première eur- 
ftieea son homologue «sur la ligne; de contact eorreepondantede la eeeende snffeee, 
et tqne ctes joints homelegues se «touchent ,^^onr ee qeitler ^immédiatement en 
tendant à ^[Hsser 'Pun -sur* l'antre. 

> Le frottement est donc ici Feffet d'un rMlement des lignes de ooniaet les 
unes sur les antres, ce <{ui donne 4e Nettement le pins donx ^e l'on connaisse 
dans les -arts , celui dit 4e 'defusckèiw eefèee. 

» De celrte dieooesievi 4iom •eoMiurons : que la UnfWM primili<ve des ^lents ne 
doit plus être prise en ««msidéralîon , puisque le premier point de contact de 
chaque dent 'csteeul *néees^aire , le^senl considéré et emfdc^ ; 

» Que- le mouy^ment est funiforme, puisque l'en eat parti d'un meuwment 
uniforme qui dépendait talevs de 4a figure de >U dent, et qui ne dépend pins main- 
tenant que de ce que les lignes de contact qui formemt l'arête extrême des dents , 
se foulent sans se ^fisser. Et Ton voit évidemment que cet engrenage, par l'usage 
continud^fe'Cfâmrff , tendra néceseairement à ^e perfectionner. 

» La figure des dents dn nouvel engrenage est ai<bitraire ; elle ne dépend plus 
que de ta^tënati^té de la matière employée , ete • 

Metz,49aéût1S47. 
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Si dans'les>deuK Mémoires ipréseittés A l'Institut en 1625, je «'ai ^pas •consigné 
cette démonstration , c'est qu'ielie^'^eei pas nese^ générale. 



J^avàM bes^Q'd'tta attre m^t de déiaonatraiioA.paur biM>&iM\im qua Toa 
|)»iirf&it y d'après ka praoédéi iaécam%iies de While ^ 4M»Ddftraipe. (vois egpècea 
d'ei»gv«Migea : le pfevaier aydai ua fretMiBent de raujleoikeûtaiig^laûre direck, le 
second ayant un frottement de roulement, et le troisième ayant un fr^iUemfiBt de 
(jliaaeiBeBt angulaire* White n'avait paa aperçu lea frottenaents • aaigjalaires ; je 
Giroîs être le premier quif ail signalé ce genre de froUement* 

La méthode que j'ai employée dans les oiémoires présentés à rinslitut, avait 
non-seulement l'avantage d'être vraiment géométrique et rigoureu$e,.mais encore 
eelut de bien Taire voir, sans aucun doute , que pour les engirenagps cylindriques 
et coniques, le frottement de roulemmi direct existait lorsque la lig^ i^ lieu des 
eontaets^ successifs de deux dents , était une droite située dans le plan des suices y 
et que le frottement de roulement mèjfftkùrê exislait lorsque cette droite ( n'était 
pas située dans le plan des axes ; dans l'un et l'autre de ces deux cas^ les distances 
de chacun des points de la droite { aux deux axes^ étant toujo«ftrs dans un rapport 
eonstantt et inverse de celui des vitesses de ces deux axes» 

Cette même mélhode me perinetiMtv aussi de faire voir que le froUement de 
fHêseUfient on^/oîi'e ^ noo-setilement exislaît toujours daaS'les eaffenafes cylin* 
driques et coniques à la White, lorsque les distances des points, de la droite £ aux 
deux axée n'étaient paadans le rapi^oH inverse des vîlesaes^ de& aises> maie qu'il 
fallaîi impérieusement^ dans ce cas « ^ue la droite |^ fût hors ds^pJans defl axes, 
pour que l'engreiiage fût possible. 

D'aiHeurSy c'est par la considéraiion des aurfaeea idéales et de révolution en- 
gendrése par la ligne $, lieu des eontaots suecessÂb de deux dentâten priée» que 
>'^ pu établir le théorème qui^ à mon avîa, eonstitue toute la théeriagéottétrjqire 
des engrenages à la White y do ceux dans lesquels lee surÊK^es des dents ne* se 
mettent successivement en contact que par un seul point. Vonsi^ee théorème : 

Étant donnée ; l"" deux axes A et A' animés f le premier d'une vitesse v et le 
saMMftd d'une vitesse v'; 2"* deux surfaces Cel c' fii^a». la première à Taxe A > la 
seconde àlfaîxe A'* 

Siceadeux. surfaces en tournant respectivement autour de Taxe, auqpel oha* 
cnnese trouve liée^ se mettent suocessivementeneosUeet par un seul p<iiMm, 
m'f m'\:. lesquels poÎAts forment dans l'espace une courbe^ dite lieu dee mmrffy 
s ii ec ses t/ r » des êurfimeê ée deux denU bQmologmê'(mM fTftus^.. .^ 

En faisant tourner la courbe i autour des axe**^ oui obtiepdrra dem aurfacesde 
révolution, Tune $, fixée à l'axe A ; l'autre ^' , fixée à l'axe A'. 

li€t dMV SMCméas^* ei ( se ce«persnt MivsM Ma etyrim^d, Iwdeux rarAces 
$' et C' se couperont suivant une cooriw^^ *y^ eif^l'e<i-yétr*a t'W i^^lBeei' Kw «ufftMs 
%^ii p«p|ia.0MMtoe» et jf, m^^ aewque §» l'tt' lèfix i i ee^diiiiK^eowbes 
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comme rigides , elles se conduiront Tane par l'autre , ainsi que le faisaient les 
deux surfaces C et ('; et le frottement qui se manifestera pour les courbes d et V^ 
sera de même nature que celui qui se développerait sur les deux surfaces ( et C^ 

Gela posé t 

V Si les distances aux deux axes de tout point m de la courbe ( sont dans le 
rapport inverse de celui des vitesses v et v\ le rapport de ces vitesses pétant sup^ 
posé être constant , être le même à chaque instant du mouvement , le frottement 
sera de roulement; 

2* Si le rapport des distances aux axes n'est pas constant ou n'est pas inverse 
du rapport constant des vitesses, le frottement sera de gUssemeni; 

3* Chaque point m de la courbe l engendre un cercle en tournant , soit autour 
de l'axe A , soit autour de l'axe A'; désignant par C et C' les cercles engendrés 
par le point m, et respectivement autour des axes A et A', il pourra arriver que C 
et G' soient tangents l'un à l'autre au point m, ou qu'ils se croisent en ce point m* 
Lorsque les deux cercles sont tangents, le frottement est direct; lorsque les deux 
cercles se croisent» le frottement est angulaire; car dans le premier cas, les 
courbes d et d' ont même tangente au point m ; dans le second cas, ces courbes se 
croisent en ce point m ; 

4"" Si les deux cercles C et G' sont tangents , alors le pmnt m et les deux axes 
sont dans un même plan , dans ce cas les deux axes et la courbe l seront dans un 
même plan ; dès lors les deux surfaces 9 et 4>' seront tangentes Tune à Pautre, 
suivant la courbe ^ Dans ce cas , on retombe sur les engrenages cylindriques et 
coniques , et la courbe ( doit impérieusement être une droite, si Ton veut que le 
frottement de roulement existe , et dés lors le frottement est de roulement d&recU 
On ne peut pas construire un engrenage à la White dans lequel le frottement 
soit de gtiseement i&rect ; 

Sr Si les deux cercles C et C' se croisent, alors les axes peuvent être dans un 
même plan ou non; le point m est hors du plan des axes dans le premier cas; les 
deux surfaces $ et $', dans tous les cas, se couperont suivant la courbe i. 

Le frottement sera donc, dans tous les cas, un frottement angulaire , caries 
<;ourbedet if se croiseront au point m, et Ton pourra construire deux espèces 
d'engrenage : dans l'un le frottement sera de roulement angulaire^ dans Tautre le 
frottement sera de gliêeement angulaire ; et pour Tun et Tautre , les vitesseï^ des 
axes seront dans un rapport constant. 

^ 4e crois devoir consigner ici une idée que j'ai eue depuis plusieurs années, et 
«tue j'ai communiquée à plusieurs personnes. 
lU^agitd'uM espèce toute particulière d'engrenées à la Wbite, et auxquels je 
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iù( inie^x^ea rapport ayaa la (oriiiedf^Q^^^ . .:> 

En ^ rappelant ce qui a été dit précédemment et ce« que j'ai développé 
dn^s le S 3 de mon premier mépioire aur les engrenage de White; publiji 
ci -avant sous le n"" 3, on voit que l'idée, géométrique est de considérer >4es 
.courts d et d' intersections des si]|rfacç8 C et c' de deux dents en prése^ce^^par 
les surfaces de révolution 9 et <t' engendréss par la révolution de la jigne ^ 
des points successifs de contact des deus; dents autour (et respectivement) des 
axes A et A' des roues dentées, comme deux lignes rigides, et que Ton peut 
remplacer les surfaces ( et (;' par ces courbes i et y. 

Cette idée géométrique me parait devoir être facile à réaliser en pratique , et 
.cela en prenant des tiges cylindriques que l'on plierait, suivant la forme des 
courbes d et d^, et dés. lors les surfaces z et c' ue seraient autres que les surâ^îes 
de ces tiges ainsi pliées. 

Je développe mon idée. 

Prenons Tengrenage cylindrique pour lequel les surfaces idéales et de révolu- 
tion $ et 4' engendrées autour des axes seront deux cylindres se coupant, suivant 
deux droites parallèles aux axes, dont l'une sera considérée comme étant la ligne 
(, lieu des contacts des dents. Les courbes d et d' seront deux hélices tracées, la 
première sur le eylindre $ , la seconde sur |e cylindre 4^', et ces deux courbes 
couperont cbacune les génératrices du cylindi;e sur lequel elle se :trouve tracée 
sous le même angle a. 

On saât qu'alors les deux courbes d et 3" se conduiront uniformément et avec 
un frottenieiit de roulement angulaire. 

Concevons que le premier axe A soit une tige fixée par son extrémité à m>e 
rondelle circulaire Y, et que cette rondelle Y soit divisée en un nombre de 
parties égales, et que de chaque division s'élapce une tige d cylindrique 
tout d'abord, mais pliée ensuite sous la forme d'une hélice cylindrique et cou-i 
pant les génératrices du cylindre sous l'angle a* De sort^: quç cette tige hélicoï- 
dale soit fixée à la rondelle Y par une de ses extrémités, l'autre extrémité étant 
libre comme dans un tire-bouchon. 

Imaginons la même chose pour le deuxième aie; mais lorsque Ton n^ettra 
l'engrenage en présence, il sera placé téie-bécbej c'est<^-4ire que les extrémités 
libres dea tiges bélicoidales à seront tournées vers la rondelle Y' aur laquelle 
seront fixées les tiges hélicoïdales d'; et récJiNroquement, les extrémités libres des 
tiges hélicoïdales jT seront tournées vers la roqdeUe Y sur lsM|uelle seront fixées 
les tiges hélicoïdales d. 

Si Ton considère deux dents ou liges hélicoïdales d et d' devant s'engrener ou se 
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façon de deux aoneaiMi tf*'aM<ïfasftM, de èotte qiie% ttf^'i lounieiaatoar tté'la tige 
d'f^onesGlréoiiié'libre'veBaiiteiilbrasser cette lîge 1^ près fie la'rofittténe**V', pour 
qu'ensuite , aprè» utt leertam angle de févdlutîon des «xes , 1 -extrémité Wbre ^e 
a^'6ed(^)afe de b lige a-eÉtWès^ïe^aTondeHe W. 

(po^t tout de siïHe que les liges hélîcdddes , formées îiîntf que nous Kntfi* 
§uow, »ne ^donneront point ^les sut faces gitomélriques rigoureuses qui se met- 
iraient pendant le mOQ\ement de rotation des axes en contact par ides points qcfi 
•e«rou«peraienl rigoureosement-éitués^ur la droite -géométrique %. 

On aura donc tout d'abord un frotlement de glissement angiiléire, et de j|JJu8 
les vitesses 4es axes ne seront pas dans un rapport constant. 

«fats le ftottefuent de ^issement sera trés-petft et tes variations dansVtrrii- 
fbnlité du menvement -des axes seront ^au»*! trés-pefîtes, de sorte que par un 
travail soutenu pendant quelque temps, les tiges i et d' s'useront réciproquement, 
et l'on arrivera à avoir un engrenage géométrique. 

•Ce que je v4ens de dire pour fengrenage ayKndriqne «'applique évidemment i 
r^enf^renageconiqueeù lesftxes se coupent, et i l'engrenage hypei*ol0ïdigiie où 
lesiftxes fie sont pas situés dans un même plan. 

Id je doi$ 'foire utfe remarque quiif'est pas sans Importance. 

«Lerisiqiie dans Mtn engrena^ 'Je 'frottement de glissement, qtf'fl srfh direct ou 
angulaire , a lieu, 'les dents é^usent Tune par l'autre , se déferment et tendent i 
prendre la forme qui permettra au frottement de roulement diMct ou -angulaire , 
d'exister. f)ans*es engrenages t^fdinaires le profil des, dents qliî donne le frotte- 
ment de roulement, n'est autre que les cercles prirafitîfsî de «rteijue par le 
travail f engrenage ^ dëtrtfM sans tresse. 

Dans «les engrenages â la WMte, le prcfffl des denU est aAitraîre. * sff»t que 
le point de contact de deux dents se meuve sur la ligne?; dès lors ^engrenage 
par le travail détruit sur les surfaces ç et ç' des dents , tout ce qu^ est nécesaaSre 
de détruire pour arriver ft la ligne %. 

Cette destruction opérée, f engrenage n'en subsiste pas moi ns, en t» sens que 
les dents existent toujours, quoique leur forme primitive soit altérée parletravaîl, 
mais perfectionnée et «menée pr ee même travslîl i la ftwrme géométrique voufee. 

On conçoit dès lors que pour ces sortes d'engrenages, M f aut que f ^exécution 
pri»itive4aisse peu4 f«!ire au travail des dents, é^usant f^ne par l'autre, Éftn 
que l'engrenage prisse ^tra-promptetuait Rvné en bon état et satisfaisant è la con- 
dition du 'frottemeuft de roulement. 



dT LÀ FORflE Qiffe rtCfiT ÀVblR LA COtfRBC GÊNÉRATRICK DE LA SURFACE Hi;LIGOi0B 

QUI TERMINE LARDENT d'ÎIn ENGRENAGE* A LA- l^HITE (!f)^ 

ri. 

I^Mtt^VMft dtt dinrlë iflétalttiireir'a; <^t-dëâStM^, qtféM^YSquerôii avait deux 
c^ndras^dë téttflâttotr idttgènrt^l'ijit à l'autre samm unie géiiéralj'ice droite M', 
si Ton traçafr sttrlte'imrtiin«tyibdretiti)e'b'étice 1S et sur le deuxième cylindre une 
ttHteb S* ettH56rtatt'i*^1iirj»îm m sHué stlr^la dbite M^ rfottà aVtfnrdgmonlfé , 
dis-je, que ces deux hélices S et S'"" rtmfAtent'lHiUe sttf* Talitr^ ^i'eltes avaient 

tÊkOM ineHniriMfi «rar là* géfîétatrie6'H: 

Ilots^«»m «Stllt€fia}«ilté'que''si'1*6li'nltld^{f utfijlàli l' pâi'lès deux akes dèf 
oyKflidres; et st dims ce planr P etpavlè poim imon mettait 'une drCK te arbitraire, 
0^\ ceH]Ui e^'fHAeuxàzm h'pfdtique'^ si l^ôtf menait uâè droite D perpendicu- 
laire^ à^ la* géffétaiHce' M*, et puis que par cette droite on mena un plan (]f 
^fi9^ ^0 perpeftdîculaifô 'au ptàir P^erdès lors^'pef pendicufàiré aut axes des deux 
cj^kydres^ en traçant dinyctfplàn'Q deux' courbes dec d^tafigentes entre elles au 
point m et ayant en ce point m pour tangente commune la dtoite D', en faisant 
tMrner l^plàB mfaboîd' auteur de Taxe dh premier cylindre , ce plan P entrai- 
UMraVéclui làtx>«irt^ detiepoîtit m- parcourant lliélice S', et ensoke autour de 
l'axe du deuxième cylindre, ce plan P entraînant avec liii la courbe d' et lé point 
m^pMt^ufaiit rhéitee *', la^courbe^d'eïigendhît'uhe surface béticoïde A, et la 
emrbed -engendrait une surface héllcoide A', telh^ que ces deux surfaces étaient 
e&'comaet au point tnr et'en t6u9 les" points fn\ m", etc., de là droite ST, à mesure 
qu'en vertu du mouvement de rotation les héKces S et S^ venaient se niettre en 
contact, et successivement par ces mêmes points m\ m"j etc. 

Hais ce qui précède ne suffît pas pour* quel'engrenage à la Wbite puisse libre- 
ment fonctionner, car il faut que les deux dents en contact ou en f>r»e puissent 
facilement se dégagi^r l'une de l'autre^ le* mouvement de retatioo venant à se 
prolmiger ; et de< plus < il faut * inipérieuBMient que pendant que ces deux dmte 
sont en prUe , elles ne s'opposent point, par certaines de Idurs patties, ao moi»^ 
vemeat i de rotatiea . 

DèftJoM. les courbes d et d^nepeoveol pas>Mre:afbîkraims; 
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Si Ton coupe les deux roues de rengreoage par un plan Q perpendiculaire aux 
^H)e^\ 1*011 obtiendra i)our section dans le premier cylindre le cercle C'{fig. 2), 
et dans le deiixièiùe cylindre le cercle C ; ces deux cercles seront tangents Tun i 
l'autre en le point m. Ce même plan Q coupera la surface hélicoide qui forme la 
dent de la seconde roue suivant la courbe d. 

Cela posé : si le deuxième cylindre (G) tourne autQur de son axe d'un angle a, 
le premier cylindre (Ç") tournera autour de son axe d'un angle 6, et les aros mn' 
du cercle C et mn, du cercle G' étant rectifiés seront égaux en longueur. 

La courbe d aura dès lors pris la position d. lorsque la roue(C) aura tourné; 
autour de son axe de la quantité angulaire a* . 

Or il est évident, pour que les dents des deux roues puissent s'échapper ou nei 
pa^ se gêner penflant cp inouvepaeiit de, rotatipji y qu'il faut que la courbe d, soit 
en arrière du point n, , position que le point m est venu prendre sur le cerde G'.. 

Dès lors il est çncore évident que si la courbe d est telle qu'en tournant autour 
^c l'axe (o) de la seconde roue elle puisse conduire uniformément le point m 
supposé tourner autour de Taxe (o') de la première roue , la courbe 3 avr^i la 
forme limite , c'est-à-dire que l'on devra prendre pour la courbe i une courbe 
intérieure à cette courbe limite. 

Mais la forme de cette courbe limite nous est connue » nous savons qu'elle 
n'est autre que l'épicycloîde plane engendrée pa^r le point m du cercle G' roulant 
sur le cercle G supposé fixe. 

Dès lors pour détermiqer les courbes à et 3' qui doivent être les sections fiiite^ 
à travers deux dents» en pri$ey par le plan Q^ ces courbes i et d' étant telles qu'elles 
ne se gêneront pas pendant le mouvement de rotation de Tengrenage , il faudra 
employer la construction suivante. 

-, § ra. 

Les deux cylindres verticaux {fig. 3) sur lesquels sont tracées les .hélices S el 
Sf également inclinées à l'horizon , seront coupés par le plan horizontal suin 
vaat les cercles G et G'. 

Si l'on fait rouler le cercle G sur le cercle G', le point m engendrera l'épicy- 
cloîde E' ; si l'on fait rouler le cercle G' sur le cercle G , le point m engendrera 
l'épicycloîde E. 

Si l'épicycloîde E se ment autour de Paxe du cylindre (G)» son point de 
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rebroussement m parcoorant Thélice S» on aura une surface hélicoîde-épicycloi • 
cbde ^; si l'épicydoideE' se meut autour de Taxe du cylindre (C), son point de 
rebroussement m parcourant rbélice S', on aura une. seconde surface hélicoide-* 
épicycloidale $'; ces deux surfaces liélicoîdes-épicycloidales $ et ^' seront en 
contact par le point m. Mais si Ton suppose que le mouvement de rotation est 
indiqué par les flècbes F et F', les deux surfaces $ et $' seront en outre en 
contact suivant Pbélice S', en sorte que le frottement sera de roulement entre les 
surfaces <b et 9\ au point en lequel l'hélice S' est coupée par le plan des axes (o) 
et (o'); mais il sera de glissement en tous les autres points de Thélice S'. 

L'engrenage ainsi composé sera donc V analogue de celui que Ton connaît spus 
le nom de cames et pilons, où la dent cylindrique a pour section droite une déve* 
loppante de cercle , et dans lequel la dent frotte continuellement sur une même 
arête droite du menionnet du pilon. 

Il faudra donc pour que les deux surfaces $ et (b' ne soient pas en contact sui- 
vant rbélice S', que les courbes ETet E' soient changées, et il faudra dés lors 
prendre une courbe d intérieure à la courbe E et une courbe d" intérieure à la 
courbe E'; alors les surfaces hélicoides $, et $/ engendrées respectivement par la 
courbe d se mouvant sur Thélice S , et par la courbe d" se mouvant sur rbélice S', 
ne seront jamais en contact que par le point des contacts sucessifs des hélices S et 
S'j point de contact qui sera toujours dans le plan des axes (o) et {p') et situé sur 
la droite M génératrice de contact des deux cylindres (G) et (C). 



§ IV. 

Mais les cylindres (G) et (G') doivent être évidés l'un et l'autre pour donner res 
pectivement passage aux dents en contact (j) et (d'), fig. 3. 

Dès lors la dent (d) doit être reliée au cylindre noyau (B) par une surface , 

et la plus simple sera yn paraboloide <{; engendré par le rayon mi, se mouvant 
horizontalement sur Taxe (o) et sur Thélice S ; de même la dient (^) sera reliée 

au cylindre noyau (B') par un paraboloîde ^' engendré par le rayon o'm, se mou- 
vant horizontalement sur l'axe {p') et sur l'hélice S'. 

Or les dents terminées, l'une par la surface hélicoïde (d) et le paraboloîde <j; , 
l'autre par la surface hélicoïde (d') et le paraboloîde ^\ se mettront successivement 
en contact par le point m se mouvant sur la droite M , si dans le plan horizontal 
Q la droite om ou ain' ne rencontre pas en d'autres points que le point m la courbe 
d" ou d et cela pendant le mouvement de rotation. 

Or : l'on sait que l'épicycloîde E. décrite par le point m du cercle G/ (construt 



— 9i^- 
BwMxfifonim dtucerole.G' G|ri$ fpw diamètM^iimlMifai 

lë^erdëC/,* condbit lé rayotto m. 

Il'filtidhi'dbnc iinpérieusement'que là courbe jjsoit intérieure à rép^cyploide: 
B<% et' que là courBe f soif intérieure à.l^picycloide Ë» j pour que les dents de 
l^grenage ne se' mettent deux à deux en contact que par un seul point cheini«- 
nMt^ur là di^ite M; et cela pendant lé mouvement de rotation. 

Tout ce^que nous venons de dire aura.Iieu , .que Tengrenage se trouve intérieur 
ou extérieur; là fig, 3 représenta Tengrenage extérieur, il sera fScilede faire 
Vipwre dans le cas dé Tèngrenage intérieur {*). 

Ce qui précède nous révèle certaines propriétés g^métriq|ies doatfjoniwttt 
lès surfaces hélicoides-épicycloidales. 

Si l'on engendre une surlace $ au moypn d'une épioycloîde E dont la pcH»t da 
rebroussement parcourt une hélice S décrite sur un cylindre ^;de rôvoUitiMi 
ayant pour section droite un cercle G du rayon R,. cette surface sera utt hëll^ 
coide , car il est évident que chacun des ppints de la coût be g^nératfficerE déofîrif 
une hélice située sur un cylindre de révolution concentrique au cylindre 2. 

Et si l'on trace sur le plan du cercle C le cercle G' du rayon R', ce cercle G' 
étant le cercle générateur de l'épicycloide B, le cylindre l' ayant ce cercle G' pour 
section droite coupera la surface 4> , en vertu de ce qui a été dit ci-devant , sui- 
vant une héliee &' ayam intaie indUBaifloa ifêê rhélice S. 

La surface hélicoîde-épioycMdafe 9.seradon(tiooupéesuifa»|:desliéll6es^t^n 
des c^liudceft de révolution tde^ dmx/siaBièreB'dislîactas s 

1! Par des cylindres 2, |.^,,^«.. de rayons dtfférefU et ooneMtriqties' a« 
cylindre.^,. et leshélicesattcootd^. inclinaisons différentes; . 

2* Par des cylindnes de .même rayon 1\ 2/, 1^\,. tous tan^enta au. i^lindre* 2^ 
et les hélices auront toutes même iocttoaison que rhëlice S.direotiiice:4u imoiH 
vement .hélicoïdal du point de rebroussement de répicycliués^ génératrice E. 



■^TtW»f1^<^*— T^***K— ^^*<>^"»^l lill >W^iii^*^— »»«»»*»»»»##»«#<Wh^i^^-i— —i^-^Pi»i 



C*) II* r t>iiélà*pU8itiinaMié«aqu«tj'ai ^oummtifÊécè^^OÊÊÊkàifBfîiimst^ à taies élèTes , soit 

à VÈcpX^ cenUcpla (toa arts ni ma^uCactims 4 soilr «v GanMrralom roytbdes artaitt mélkm^ Tl O.^^ 
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uJLaifHMdoiâléiteQiicéa citëesaw^^^S W,- sraiu iieii , ^erëpfojroknéé E '«oit n 

Si donc le cercle C a son rayon R' égal à la moitié du ra]j|im A., PépioydMUe 
JË4ie aâra aub^^iae Je^r^oa-R àaeetxÀeC. Bès lots la'ranfiKeJiàlicoide-éiiicy- 
cloidale^dwidQdra .la supfiiMtda fiktiéeftwcarfée. 

La surface du filet de vis carrée jouit donc des mêmes propriétés que la surface 
hélicoîde-épicycloîdale y et elle en jouit non parce qu'elle appartient à la famitte 
des surfaces hélicoîdes-rectilignes , mais parce qu'elle appartient à h famille des 
surfaces hélicoîdes-épicycloîdales (^), et ainsi parce qu'elle est une particularité 
'Btktre les 'sus^keesliélicbîdes^tcycloîSdles^tif féi^e»^^ 

'4fài8lofsqiiè"la surface 'bélicbfde-épicyoIoJâale est lextérieure 9' le njoh'ïi' 4u 

"MMl^C petrt^evtarr Itiffiiii ; dans ce i»rs , ia surÏÏlce^Q> devient une suifface dévdop- 

'^poMe/cttr etle'd6^^t^ne'swfkbétbëltedi8edéVéioppàtte , puistfoe* Féincycloïde^ 

devient une développante 'du t^ercteX ; et en effet , ne ^att-^oti pas'qoe , quel "qtte 

soit le pas de l'hélice S tracée sur le cylindre de révolution (C)^ le plan Qde sec* 

tion droite de ce cylindre coupera la surface développable formée par les diverses 

tangentes à cette hélice S suivant une développante du cercle C? Et dans ce 

cas y les cylindres 1% Ij, 2/v (§ V) n^ sont autres que les plans tangents au 

^ittdre (G) , «t 4es 'jiélifees de «edion ne mmt «iMMs ^paft tes ^tanffetites de 

l'hélice S. 

tAtnsi/ la^eiip&ee^hélieoide développable afppai^tiMl k *la fétHSAk <d66 surfaces 
hélicoides-épicyclpidales dites eorlértrare^. BHe en^Ost «li6*pMttib4laf4lë. 

8 Vil. 

Lorsque l'on considère nn «ercle C du raycm H eft un cercle C du rajon 
'K'='|R et quFlui est tangent en un point m , Ton sait qne le cercle C, roulant 
intérieurement sur le cerdeC, le point m décrit 1e rayon'R (/gr. 4). 

Si Ton construit donc une série de cerclefs^C., C,,*C,,... concentriques au 
cercle G et ayant respectivement pour rayon R,, R,, Rtv ^^ ^i '^^ coiistï*uit 
tes «erclesi C/, C/,. G/,.-. ^apjwrt •iwpcciiwmewtpwr ♦ay(mIi;^î=7Tl. , R.'fcrf R., 
U/ŒifR,,... «es cercles G, 6t «/, «. «t «G/, G,^ G/,... «fanft tangents Tun â 



(*) Voyez dans X^Détéiùpj^smentêdêQéùméirieûiêêeH^i^^ uMdéHMQStraUaBilîreoto 

ce l'existence de ces propriéléd pour la sarfàoe du'ffiel Se vis carHto. 
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l'autre et respectivement aux points m^ytn^y m,, ... en lesquels le rayon R pro» 
longé est coupé par les cercles concentriques G. , G, , G,, ... Ton voit de suite que 
les cercles G/, G/, G/,... roulant respectivement dans le même sens et intérieu- 
rement sur les cercles G., G,, G,,..« les points m, , m., m„... engendreront tous 
la même épicycloide intérieure qui ne sera autre que le rayon R supposé pro- 
longé indéfiniment. 

En sorte que Ton peut , en vertu de ce que Tépicycloide intérieure et recti- 
ligne R a une infinité de cercles générateurs ^ énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME. 

■ 

Étant dmnée une tutfact de filet de vis carrée , iicnla coupe fMxr un cylindre de ré- 
tfoluiion 1 dun rayon arbitraire p , et ayant pour axe taxe A de lavis, on aura pour 
section une hélice Set A ton coupe la même surface par un cylindre de révotadon passant 
par l'axe À et tangent au cylindre 1 on obtiendra pour section une hélice S\ et les deux 
hélices S et Sf auront même incli$unson par rapport à Vaxe A. 



§ VIII. 

• 

Tout ce qui précède étant compris , cherchons si un cylindre ne pourrait pas 
loucher la surface hélicoide-épicycloidale suivant une hélice. 

Goncevons deux cylindres de révolution ayant pour sections droites les cercles 
G et G' {fig. 5) tangents au point m. 

Traçons sur le cylindre (G) une^élice S pariant du point m et faisant avec 
l'axe (o) de ce cylindre un angle a. 

Traçons sur le cylindre (G') une hélice S' partant aussi du même point m et 
faisant avec Taxe (o') de ce cylindre le même angle a. 

Les deux hélices rampant Tune de droite à gauche et l'autre de gauche à droitCi 
de manière à ce qu'elles roulent Tune sur l'autre pendant le mouvement de rota- 
tion uniforme des cylindres (G) et (C) autour de leurs axes (o) et (o'). 

Gela posé : 

Traçons dans le plan horizontal Tépicycloide engendrée par le point m du 
cercle G' supposé rouler sur le cercle C et faisons mouvoir horizontalement cette 
courbe 'épicycloîdale de manière à ce que son point de rebroussement parcoure 
l'hélice S, nous engendrerons une surface hélicoide-épicycloidale E, qui sera 
coupée par le cylindre (C) suivant l'hélice S'- 



Gela posé: 

Coupons la surface E par une suite de plans horizontaux et équrdistants entre 
eux, nous aurons les courbes épicydoidales d , d', ^',... coupant Théliee S^ et 
respectivement aux points x y x\ x"y..* et rencontrant rhélioe S et respective- 
ment aux points n, n\ n",.». 

Les tangentes aux points a:, x\x'%*.. des épicycloîdes de section seront dési- 
gnées par tj t'j i\.^. et leurs projections sur le pian horizontal seront r^, i'\ 

i"\«.. droites passant toutes par le point î extrémité du diamètre mi du cercle C 
qui est le cercle générateur de répicycloîde ayant le point m pour origine ou 
point de rebroussement. 

Les tangentes aux points o:, x\ x",... de Thélice S^ étant désignées par 9, 0', 
9'V-- leurs projections sur le plan horizontal seront 0\ 0'\ 6"%*.. tangentes aux 
points a^, x^'j x'^^,... au cercle C qui doit être ici considéré comme la projec- 
tion horizontale S'^ de Thélice S'. 

Cela posé : 

Désignons par T, T\ T",... les plans tangents menés à la surface hélicoide E et 
aux divers points a; , x\ x'\... 

Il est évident que le plan T passera par les droites I et d 

— T' — 1* et e' 

— T" — I" et e" 

— etc. — etc. 

Or : les plans T... ^ront les enveloppées d^une surface développable A Uin- 
gente à rhélicoide E suivant Thélice S^* 

Mais pour que la surface développable A soit un cylindre, il faudra que les plans 
T... se coupent deux à deux suivant des droites parallèles entre elles. Et il est 
évident que ce résulat aura lieu , si l'on peut mener par une certaine droite de 
l'espace une suite de plans G,..^ respectivement parallèles a la série dej^ 
plans T. ... 

Mais si nous nous rappelons que nous avcms mené des plans de section équi- 
distants entre eux , désignant par % , z\ ^\é.. les hauteurs respectives des poials 
Xj x'j x'\... au-dessus du plan horicontal, onaura a'crcS.^^ J'ss^éZ^u. . 

Si Ton abaisse tous les points x^ x'f x'\... de l'eapaoedaBS le planhoriioolnlt 
ils viendront se superposer respectivement sur leulrs.pie]ectiooa a^, x\ x"''f... et 
l'on aura supposé dès lors que l'hétiee S'* est tfansfoMiéa>6n le cercle G'* ^ 

Et les tangentes 0, e', e",... descendront en dêa droites G , (s\ &>*«• passant 
respedrvement par les points d^ x% ^%«^ duoenole fu^ 
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Et comme ces droites G, ... sont également inclinées sur le plan. AaoeMle G', 
'U êe projBttani borixontalemeat aiiîvant dw itDgtiitBi à oe cande , elles amont 
Jes|[énérotric68 du ptemLer systàme d'un fayperbeloide i «me «appe et de révo^ 
iiilîon 2 ayant la droite (o') pour. axe et le x^orcle G' pottr oerole de gorge* 

Par les mômes raisons , les droites i, t\ t"^... descendront sur le plan imriaw 
fal, et ainsi aiir le plan du eercle G', pour ae placer respentifeoieiit en las drates 
• f • îj * }••• 

Cela posé , il eal évident : 

Qme le plan passant par tes droites G et l^ sera parallèle an plan T 

— e' — G' et 1^ — T' 
— * e^ — G^et^* — T' 

— etc. — etc. — ete. 

Or tous les plans 0,... passent tous, et évidemment y parla droite B menée par 
le point t parallèlement à la droite A tangente en m à Thélice S' ; car la droite k 
est une génératrice du premier système (du système G...) de Thyperboloide 2 et 
.la droite B sera évidemment une génératrice du second système de ce même 
hyperboloide 2. 

Ainsi se trouve démontré d'une manière très-simple que tous les plans T, T', 
T''^... se coupent deux à deux suivant des droites parallèles entre elles , ou en 
d*autres termes :. ainsi se trouve démontré que la surface développable A est un 
eylindre dont les génératrices droites sont parallèles à la droite A, laquelle est 
une tangente commune en m aux deux hélices S et S'. 



S ÏX. 



De ce qui précède, on déduit lé théorème suivant : 

TI1É0RÊIIE. 



âimafdmméê um mmfatt kéikmd^^pàcjictMale ^eaOémeme cm inêMêÊUie E {m/en- 

^éée pm^mmépiafiiMe df^t ^ufoU jpour cercle ^ératem eue certk G dm MqpM A!, 

UmmeauÈowr éun am teMkml (o) jKunÊÊiffmt ie^ceeête d^w^eefàU C, $anpoiei 4e 

.UkmmÊemem m pmfÊekrmu mne , kUke S mcUnée ik Cmfte m mer twm (o) ei meée 

mrmeyOmkèmifemhfcmieU^ifame^^ 

niyofi de lunâin Lfiâemmiemc CBm(pltj m m^t»^ h Vufme de méi^tmaim imeàeem 
HêeémièifieseHL mee^kHiu^M' éJk^ ée MmÈgk^mer l'am ((^ eriMii^Mr tni^||ftK/re 



perpen^SeuUâre à la pnjection L* (wr te plan du cercle C) du rayon de Iméàru L. 

lie thèDrèma précédent doit .être vrai 9. quelle que aoit ta surface hélicaidar 
^picLjcloîdale E, ainsi : l"" lorsque cette surface Ë étant extérieurele cercle C'sea 
une droite tangente au cercle C,. auquel cas le rayon R' est supposé infini ; ainait 
S"" lorsque cette surface E étant intérieure ^ le cercle G' aura son rajon R' égal 4 
la moitié du rayon R du cercle G. 

Dans le premier ca$ la surface E devient un hélicoïde dévelappable^ et dana la 
deuxième cas la surface E devient un hélicoïde gauche ^ qui n'est autre que b 
surface du filet de vis carrée. 

Dans le premier cas , la surface hélicoïde développable ne peut offrir une ligna 
de séparation d'ombre et de lumière qu^autant que le rayon de lumière fait atee 
Taxe (o) un angle égal à rinclinaison de l'hélice S (aréle de rebroussement d^ la 
surface) , sur ce même axe (o); et lorsque les deux angles sont égaux,. la ligM 
de séparation d'ombre et de lumière est la génératrice droite de la surface dére* 
loppable qui se trouve parallèle au rayon de lumière (^). 

Dans le deuxième cas, quelle que soit l'inclinaison du rayon de lumière par 
rapport à Taxe (0), la ligne de séparation d!ombreet de lumière existera toujpm» 
sur la surface du filet de vis carrée; elle sera toujours une hélice, parce ^pM 
cette su rface.peut être recoupée suivant une hélice par tout cylindre passant par 
l'axe (0) , et quelle que soit la grandeur du rayon de ce cylindre (^)«< 

§ xr. 

• Tout ce quenous avons dit précédemment est vrai , quelle que soit la nature 
de la courbe S^ ainsi lorsque cette courbe S est une courbe arbitraire 9 et non une 
hélice, mais étant toujours tracée sur un cylindre de révolution. 

Concevons deux cercles G et G', l'un du rayon R et l'autre du rayon R', H 
tracés tous deux sur le plan horizontal et tangents l'un à l'autre en un point m; 
désignons par (C) le cylindre de révolution et vertical ayant le cercle G pour 
section droite et étant dit : cylindre du rayon R; désignons par à Tépicycloîde 
engendrée par le point m du cercle C, ce cercle G' roulant inlérieurement oa 
extérieurement sur le cercle G; désignons par (G') le cylindre de révolution el 

(•)<Vbyei«l-a?imi ce quêneus «▼onsdlt m premier livre {des ombres) rfans le mémoire n« 8, p. 113. 
(**) Voyez ci-ayaot ce que nous avoM4ii.au frenier Ihrre ( âeêom^êê) àâns le mtfmoke'n^ *9 P* M^ 
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vertical ayant le eerde C pour aeetkm droite et étant dit : eylÊmlre 4u rofm R'^ 

Gela posé : 

Traçons sur le cylindre (G) une courbe ^ arbitraire et passant par le point m 
origine ou rebroussement de répicycloïde d. 

Faisons mouvoir horizontalement la courbe d, son origine m parcourant la 
courbe <f , nous engendrerons une surface 2 qui sera dite : surface épicyct&idale 
générale et cylindrique ( épicyclotde parce qu'elle est engendrée par une épicydoide , 
générale parce que la courbe 9, ligne de rebroussement de celle surface, est arbi- 
traire , cylindrique parce que la courbe 9 est tracée sur un cylindre) 

Gela dit : 

Coupons la surface 1 par le cylindre (G^» nous aurons une courbe 9', et il est 
évident, en vertu de ce qui a été dit précédemment et en vertu du mode de gé- 
nération de la surface 1 que la courbe 9' sera telle, que si Ton fait rouler le 
cylindre (G') sur le cylindre (G) supposé fixe,. elle roulera sur la courbe cp, les 
courbes 9 et f , ayant en chaque point de contact même tangente; en sorte que 
leurs arcs compris entre deux plans horizontaux auront même longueur. 

Gela posé, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Si ton coupe la surface épicycloîdale-générale et cylindrique Ipar une suite de cylindres 
du rayon R' (R' étant le rayon de Cépicyclmde génératrice) tous tangents au cylindre 
du rayon R sur lequel se trouve tracée la ligne de rebroussement 9 de la surface , Con 
obtiendra une suite de courbes 9', 9/, cp/... qui pourront toutes rouler sur la courbe 9. 

On peut engendrer la surface 2 d*une autre manière : 
' Concevons le cylindre (G) et une suite de cylindres (C), (G,'), (G/)... du même 
rayon R' et tangents au cylindre (C); traçons sur le cylindre (G) une courbe arbi- 
traire (ff faisons rouler le cylindre (C) sur le cylindre (G')> la courbe <p laissera 
pour empreinte sur ce cylindre (C) une courbe <p'; faisons rouler successivement 
le cylindre (G) sur chacun des cylindre (G/), (G/). .. (ceacylindres éUnl supposés 
fixes), nous aurons les courbes 9/, f/,... et toutes les courbes 9, <f\ 9/9 90- • 
détermineront une surface qui ne sera autre que la surface 2, et qui jouira dés 
lors de la propriété, savoir : qu'une suite de plans horizontaux la couperont sui- 
vant des épicycloîdes toutes du rayon R' et ayant chacune leur origine, ou leur 
point de rebroussement, situé sur la courbe 9. 



|XIK 

Toutes les remarques faites au sujet de Tengrenage cylindrique de White 
peuvent être faites au sujet de l'engrenage conique. 
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Et en eflbt : 

On sait que si Ton a deux cercles G et G' situés dans des plans différents et 
tangenls Tun à Taulre en un point m, on peut toujours faire passer une sphère A 
par ces deux cercles , cette sphère ayant pour centre le point d en lequel se cou- 
pent les droites menées par les centres o et o' des cercles G et G', et qui seront 
respectivement perpendiculaires aux plans de ces cercles. 

On sait encore que, si l'on fait rouler le cercle G' sur le cercle G , de manière 
à ce que Tangle des plans du cercle fixe G et du cercle mobile G' reste constant , 
le point m décrira une épicycloide sphérique d située sur la sphère A. 

On sait encore que si l'on regarde le point d comme le sommet commun à 
deux cônes de révolution et O' ayant respectivement pour base ou section 
droite les cercles G et G'^ pendant que le cône tournera autour de son axe , la 
courbe i conduira le cône O' en le faisant tourner autour de son axe, et cela en 
pressant sur le point m et le forçant à cheminer circulairement sur le cercle G'; 
de telle sorte que si Ton considère le cône épicycloïdal (d, i) il conduira la 
droite (cf, m). 

On sait encore que si Ton construit des sphères concentriques A^ A", à"\*** 
ayant toutes le point d pour centre commun, elles couperont l** le cône épicy- 
cloïdal ((/, d) suivant des épicycloîdes i\ i'\ i"\... V la droice (c/, m) en des points 
m!f m'\ m"\... 3"" le cône (c/, G) suivant des cercles G,, G., G,,... 4* le cône (d, G') 
suivant des cercles G/, G/, G/,... et l'on sait, dis-je, que les cercles G/, G/, G/,... 
roulant respectivement sur les cercles G,, G,, G,,... leurs points respectifs m\ 
m", m'",.;, engendreront les épicycloîdes d', 3", d"',,.. 

Gela posé : 

Si Ton trace sur le cône (d, G) une courbe arbitraire 9 passant par le point m, 
et si Ton suppose que celte courbe coupe les cercles G, G,, G,, G,,... en les points 
m, «', n'\ n'"f... en faisant tourner la courbe 3' jusqu'à ce que son point m vienne 
en n', elle prendra une position 3/, la courbe d" jusqu'à ce que son point m' vienne 
en n"... , elle prendra une position 3,", et ainsi de suite, les diverses épicycloîdes 
^9 d/, d,", d"\..* formeront une surface diiesurface épicyclmdale^énérale et conique 
2, et cette surface 1 sera coupée par le cône (d. G') suivant une courbe ^' qui 
sera telle, que si l'on suppose le cône (d, G) fixe et le cône (d, G') roulant sur 
le cône (d. G), cette courbe f' roulera directement sur la coui be f , en sorte que 
ces deux courbes ^ et 9 auront même tangente en chacun de leurs contacts suc- 
cessifs. 

Et si l'on coupe la surface 2 par une suite de cônes (d, G',), (d, G'J (d. G'.),... 
de révolution et ayant même angle au sommet que le cône (d^ G'), ayant tous 



pour sommet commun le point d^ étant tous tangents au cône (dy G),«MtolMraKlra 
una suite: de QoiirJi>e4.f/, <lJ, f|'t««* qui pourront tauMs^tonkic sur htoousbQ)^ 

La courbe f. pourra être «m spirale eoni<|iie é'Arahittède'; alorties mur bas 
fj V> f>^ f)'>*** SiSMBtdes coocbesieonMfiies d*Ar(dii«iMe« toutes superposables 
emreewes» 

L*épicycloïde 9 peut être une droite ; dans ce cas les defm cercle» C et C sopt 
faroément situés. dans ua mime plan , et le cercle C^ est iatérûnir au oereie C, 
son nyw R' étant égal à la moitié du. rayon R du cercle C; alors Tépi^oloide^ 
est une droHe, perpendiculaire à Taxe (d, o); le centre o' du cercka C décrira un 
cercle fi ayant le point o pour centre et ayant son rayon égal à f R' c? ^ R. 

Sur Taxe (d^ o) nous pourrons prendre un point arbitraire d et regarder ne 
point comnae la sommet commun à deux cônes, Tun. de vévolulbm et ayanr le 
eerde C pour base , et Tautre MUftie et ayant le cercle G^ pour basa. 

Coupons le système de ces deux cônes par une suite de plans parallèles entve 
eux et perpendiculaires à Taxe {d, o) , nous ebtieiidrofts dans le cône (c/, C) une 
suite de cercles C,, G,, C,,... et dans le cercle (c/, G') une suite decercies G[\ Cj, 
G/,...; les cercles C,\ G/, C/,..» e^ roulsntrespeetivenent sur las oercks G.» G,, 
G, 9... engendreront des épicycloides qui m seront autrfa que les rayons R,, R^, 
R,,... des cercles G, , G,, C^, supposés fixes. 

Le plan de tous ces rayons coupera le cône (d, G) suivant une droite M qui 
sera la génératrice de contact des deux cônes (d, G) et (d, G'). ^ 

Gda posé : 

Traçons sur le cône (cf. G) une courbe cp et supposons qu'une droite G se meute 
perpendiculairement sur l'axe {d, o), et en s'appuyant sur la courba f, nous 
engendrerons une surface 2 qui parait être à première vue*. par son mode de géné- 
ration (sj la courbe f est une spirale conique), Tanalogue, dans le «yattaia conif w, 
de la surface qui dans le ^ysi^me cylindrique est dite :. surface du filet de m corr^. 

Examinons, si cette surface 2 jouit en effet de propriétés géométriques ana- 
logues à celles dont jouit la surface du filet de vis carrée. 

Goncerane le cône (rf, G'), il coupera la surface 2 suivant une courbe 9' ; si la 
surface 2 jouit de propriétés géométriques analogues à la surface du filet de vis 
carrée, il faudra que les courbes (p et 9 roulent Tune sur l'autre pendant que les 
eônes efroîl (d, G) et ob^ue {d, C) rouleront l'un sur l'autre. 

Or : il est de toute évidence que ce résultat ne pourrait exister qu'autant que 
les cercles G et G' rouleraient l'un sur Tautre pendant le mouvement de rotation 
des côae» {d, C) et {d, C), et il est évident que dans un semblable système , le 
roulement; des cercles G et C' ne peut avoir lieu , donc , etc. 



Ainsi la surface précédente 2 n'est pas dans le système conique Tanalogue de la 
surface dite : Jilei de vis carrée , qui ejci^ih dtins le système cylindrique. 

La surface du système conique que nous cherchons sera donnée par une suite 
d'ëpicycloïdes spliérrques intérieures*engendrées ainsi qu'il suit : 

Concevons une série de sphères S, SVS^,... ayant toutes pour centre commun 
un pointa. 

Menons par ce centre une droite À et une suite de plans parallèles entre eux 
et perpendiculaires à cet axe A ; ces plans couperont les sphères suivant des cer^ 
clés C, C,, C,,... Taxe A percera les sphères en les points a, a\ a**;.,, menons 
par te point a un plan tangent au cercle C, il coupera la sphère S suivant un 
cercle C; menons par le point a un plan tangent au cercle C. , il coupera la 
sphère S' suivant un cercle C/ et ainsi de suite. 

Si nous supposons que tous les points de contact m, m', m"y.. des cercles C et 
C\ C. et G/, C, et €/,••• sont sur un même plan passant par Taxe A et que les cercles 
C, G,, C,,... sont tQus situés sur une même surface conique droite ayant la droite 
A pour axe commun, alors les plans des cercles C, C/, C/,... seront parallèles 
entre eux et feront tous le même angle avec la droite A ; de plus ces cercles C, 
C/, G/,... seront tous sur un même cône droit ayant le pointe/ pour sommet. 
Les.épicycloîdes sphériques et intérieures engendrées par les divers points m^ 
m', tn\... des cercles C', G/, G/,... roulant respectivement sur les cercles C, 
C,f G,, supposés fixes, seront toutes sur un même cône ayant te point d pour 
sommet. 

Si Ton ne considère qu^une seule de ces épicycloîdes , celle engendrée (par 
exemple) par le cercle G^ roulant sur le cercle C , on pourra tracer sûr le cône 
droit {d, G) une courbe arbitraire 9 passant par le point m , et Vcm pourra engen- 
drer une surface 2« épicycloîdale générale et conique, comme nou^Tàvons fhit prë«- 
cédemment , et celte surface jouira évidemment de la propriété d'être coupée par 
tout cône droit passant par Taxe A et tangent au cône (d^ G) suivant une courbe 
qui sera apte à rouler sur la courbe 9. Si au lieu de supposer que les points m , 
m'f m'V-« ^n^ â^6c Taxe A dans un même plan, on suppose qu'ils se trouvent 
distribués sur la courbe 9 , alors les épicycloides sphériques et intérieures engen* 
drées par lès cercles G', G/, G/,... (qui ne seront plus sur une même surface 
conique de révolution} roulant respectivement sur les cercles G, G., C,, seront 
précisément les génératrices épicycloîdales de la surface 2, , elles seront toutes 
situées sur cette surface 2,. 

G' est cette surface épicycloidale-conique, toute particulière , qui est dans le 
système conique l'analogue de la surface du filet de vis carrée qui existe dans le 
système cylindrique* 
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§ XIII. 

Mainleuanl, en vertu de ce que nous avouB dit sur les épicycloîdes sphériques, 
nous pouvons déterminer, pour les engrenages coniques de White, la forme de 
la courbe qui doit engendrer la surface d'une dent, celte Corme devant permettre 
aux dents en prise de se dégager facilement l'une de l'autre au moment où elles 
cessent de se conduire. 

Nous opérerons comme dans le cas de l'engrenage cylindrique; ainsi ayant 
les deux cercles primitifs G et G' tracés sur une sphère S ayant le point d pour 
centre; ces deux cercles étant en contact par un point m, nous tracerons dans 
le plan du cercle G' qui a son rayon égal à R' et sur R' comme diamètre un cercle 
G/, Le point m du cercle G/ roulant sur le cercle G engendrera une épicycloide d 
qui sera la limite de la forme de la courbe qui doit engendrer la surface de la 
dent fixée sur le cône (G). 

Nous opérerons de même pour la surface de la dent fixée sur le cône (G% nous 
prendrons pour limite l'épicycloide sphérique décrite par le point m du cercle 
G. tracé dans le plan du cercle G et sur son rayon R pris pour diamètre. 

Ensuite nous terminerons la dent fixée à la roue conique (G) par une surface 
gauche engendrée par une droite, s'appuyant sur l'axe (d, o) de cette roue (G), 
et sur la courbe f (spirale conique ou toute autre courbe ) tracée sur la surface 
de ce même cône (G). 

Nous en ferons autant pour la dent fixée à la roue (G"). 

Et nous serons assurés que les dents ne pourront se mettre en contact que par 
un seul point, pendant tout le temps de leur mouvement de rotation , et que ce 
point décrira la génératrice de contact des deux cônes (d. G) et (c/, G'). 
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W 7. 

CONSTRUCTION DE DLCX NOUTfiAUX ENGRENAGES A FROTTEMENT DE ROULEMENT 

ET A VITESSE PÉRIODIQUEMENT VARIÉE {*). 

PREMIÈRE PARTIE. 



Transformatlott d'nne o««irbe polaire < 1« en vb« ooorbe rapportée A de» eoerdonaéet reete&gdUiret , 

oa ft' e» «ne «aire ooorbe poleiro. 

Nous allons examiner d'abord, entre tous les modes de transformation que Ton 
peut imaginer pour passer d'une courbe polaire à une courbe à coordonnées rec' 
tangulaires, les deux modes particuliers suivants, parce que nous en déduirons 
des applications qui peuvent être utiles. 

SI. 

Pretmer mode de iransfarmatim. 

i. Soit {fig. a) une courbe d ayant le point o pour p6le et la droite X pour 

origine des angles ^, de telle sorte que désignant par a> Tangle a'oa ou Vangle 

que le rayon vecteur o'a (que je représente par p) fait avec la droite X , Téquation 
de cette courbe 3 soit : 

Si du point o comme centre et avec oa pour rayon je décris un cerole, il 
viendra couper la droite X en un point a, ; et si de ce point a, j'élève une droiie 
a.6' perpendiculaire à la droite X, et que je porte de a, en b' une longueur égale à 
Tare de cercle a'a^ rectifié, j^aurai un point 6' qui appartiendra à une courbe ^ 
qui sera la transformée de la courbe d. 

L'équation de la courbe d' s'obtiendra facilement, car on voit de suite qu'il 

suiBt , pour l'obtenir, de remplacer dans l'équation (1) p par o; et (» par ~, en sorte 
que l'équation de la courbe d" sera : f{xj * ) =o, et eette courbe ^ sera rapportée 

(*) Les priocipes géométriques et une partie des résultats exposés dans ce mémoire sont extraits du 
mémoire que j'ai rédigé en 4847 et qui accompagnait le projet de machine (cette machine avait pour/ but 
de tracer des héRces ou spirahi cylindriques , coniques, clepsydres et hyperboloïdiques ) que j'ai été 
chargé de faire , comme travail d'étude , alors que j'elais élève sous-lieuleflant d'artillerie à l'École d'ap- 
plication de Metz. — Foyez le commencement du mémoire n« 5. T. Ot 

4S 
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à la droite X comme axe des a; et à là droite Y menée perpendiculairement à la 
droite X par le pôle o ; cette droite Y seifi t^dse des y et le pôle o sera Torigine des 
coordonnées rectangulaires. 

2. Au Mm de preodjre l'ordonnée a^b' égale ^ Tare rectifié a^a!^ on aarak pu la 
prendre égale à m fois cetuarc ,^dans cfi €a^ réqiaaûoA de la eourbe d' aurait été : 

<- r) = «• 

3. La transformée i' ayant pour équation/^ x,-J=o Jouit d'une propriété 

renarquahlepar vapporl à la^ courbe pobtre^. 

Si ToA û^midènele poiat a> ea lequel laoowrbe polaire i- coupe la droite X y 
on wit.de. suite que la transfinroiée ^' passe nécessairement par ce point ; mais ^ 
en outre, en ce point les deux courbes d et ^ ont même tangente, et en effet : 

La tangente 6 au point a de la courbe polaire d {fig. a) a un élément rectiligne 

et infiniment petit am en commun avec la cjôurbe d. 

Or , si {fig. b) on a une droite 9 coupant une droite X.en un point a , et si l'on 
prend sur cette droite 6 un point m infiniment voisin du point a, et que d'un 
powt.p ^tuéf^w ta dooile X^^ wnsidéré. comme centve, on décrive l*laro mm\ , 

Tang^ mm. él^aUnfîpmenir petit, L'qjremmi di^ cercla G ^ra atsai iAfiniment 
petit, et se confondra, avec sa tan^jenté T menée au point tHi} ^ ^orte (][tte, si sur 
cette tangente T on porte de m, en n Tare rectifié mm., on aura un point n q|ii 
se confondra avec le point m ; car Tariç mmx. doit rigoureusement être considéré 
comme un élément rectiligne perpendiculaire en m/ à la droite X, et dès lors le 
point m est' né«es9aire«iait skué sur la tangente 7, puisque la tangente T au 
point m. du cet^cle G ( sm lequel se trouve compté T élément mm^) a nécessaire* 
ment un élémeni'retetiligne'cammun'a^ec'ce'eerclcf G. 

4. Lorsque la courbe 5* a pour équation /(a:»^]=0, la même propriété 
sutoiu)«lô^;9i>r /$i M«s désigfion» par. â' la aourbaîé^nt l'équationi est/la?, x)^^^ 

et par a^, la. coutbeddnt' l'éiquation es^e f(xy Î^J j;=:0 , nous savons que ces'deux 

eo4Mnb€iSi 9Mt;tMg(3iilâsi Tuais i l'autireau peint vu^mk lequci elks' cMftfM KiM^ 
et Tautre la droite X ( ou , en d'autres termes , l'axe des ^)0« 



I r 1 — --y—^... -... 



H'Vbyte IttrUJfwrfcrppawûwi* âé gfoméMe 4è$cnpHvt, châp. ïl, p. Si. D'aillaurs ce. réauitol 
•ftt'évidèat 011^ l'àimfsr^ip', puisque Tare mn$^ esV un iniininient petit db premier ordre dont re]^pre88ioo 
eèi'fidm, etqùî^tt 1er imiltltJJlant par une quantité' fijiie m^ on 'aura : m.f.im^ qui^sera tovjoars uainfiaimeat 
petit du premier ordltr. 



• * t. 



— 4»4 — 

en.vo ^m «, la trtiAGfoHiiëe d' «yatit pmt éqtwticm /(», - jr=^0 , et icmteô les 

transformées d, ayant pour équjition générale : f(x^ ^i asO^tHiperaM^aofliTte 

droite X au même point a, et les courbes 9, 9^ et $, seront tangentes entre elles 
en ce même point a. 

lu. 

Deuxième mode de tranrfùrmati<m. 

5. Soit donnée une courbe plane i {fig* c) ayant le point a pour pôle et la 
droite X pour origine des dfngles ca, Téquation de celte courbe d étant : 
/(p,a)) = 0. 

Du point comme centre et avec un rayon égal à Tunité décrivons le cercle C 
coupant la droite X au point p. 

Gela fait : considérons un point quelconque cl sur là courbe "polaire i donnép^ 

et décrivons du point a comme centre et avee le .rayon électeur p=:oa' un cecde 
qui coupera la droite X en un point a. ; élevons en«e paint a, et pai^peiMliculaiM* 
ment à Ja droite X une droite n^j ^portons sur cette dbroite et à^partir du point 

a. une longueur a^b' égale à Tare rectifié pq' comptésur fe i^eoèleC>( entre da »diMte 
~X et le rayon vecteur oa').; le» fajsa|Dt:la mâme eomtruotioQ.pMur Iqs divers piointt 
ay a\ d\..^ d#]a ^omrbe p^ir^ el 40nn^ d, oh oèlîeiidra une wtte^de poiots 
a, b\ b"..^ qui détermmwoAt unecourbe.d. q^i serarlairan^fn^-eii coordonnées 
rectangulaires de Ja jQoujrbe polaire (donnée) I, let il est évident que réquatioa ;fle 
la couxbe d. sera : /(a? , y) ss.O. Car il esit «évident^ue dans réqN»ution/(p,t»)a30 
de la courbe d , il suffira de remplacer p par x et o*. par y , pow ^ivoir Téquation Ae * 
la courbe d/, puisque la courbe C a pour rayon l'unité et que ses arcs mesvMiit 

les angles aoa, a"oa,..*. que les rayons vecteurs de la courbe polaire S font avee 
la droite X origine des angles cù. 

6. Au lieu de prendre a,b' égal à l'arc rectifié pq' du cercle G, on aurait pn 

prendre a>' égal à m fois l'arc rectifié pr/', et dans ce cas les divers points 6', b",..» 
auraient déterminé une courbe 3/ dont l'équation serait :f(Xf ni.y) = 0. 

7. Nous devons faire remarquer que la courbe i, ou S,' est tangente à la oOUrbe 
i au point a en lequel l'une et l'autre de ces courbes coupe la*droite X (origine des 
angles a>) , car nous pouvons ici, comme précédemment (| I, articles «3 et i)^ 
appliquer le même mode de démonstration* 



— 332 — 

' 8. Quel que soit le mode de transformation employé pour passer d'une courbe 
d à une courbe d^, lorsque ces deux courbes d et d* ont un point commun a^ ces 
deux courbes ne peuvent affecter en ce point a que deux manières d'être Tune par 
rapport à l'autre , et ainsi : 

Ou 1* elles se couperont en ce point a \ 

Ou 2* elles seront tangentes Tune à l'autre en ce point a. 

Or : soit par les considérations de Xaxial^te infinitésimale , soit par les considé- 
rations géométriques des infiniment petits que j'ai exposés dans le septième cha- 
pitre des DéveloppemenU de Géométrie descriptive » il est évident que , si les deux 
coordonnées (lignes droites ou lignes courbes) qui passent par le point a, l'une 
appartenant à Isr courbe d' et l'autre à la courbe d, se coupent en ce point a, les 
deux courbes d et i' se couperont en ce même point a ; et que si les deux coor- 
données sont tangentes en ce point a, les courbes d et d' seront aussi tangentes 
Tune à Tautre en ce même point a. 

9. Ainsi y étant donnée une courbe polaire i {fig. d) ayant le point o pour pôle 
et la droite X pour origine des angles tùj Téquation de la courbe d étant : 
f{fj a)) = ; nous pourrons prendre sur la droite X un point o', et de ce point 
"comme centre et avec les rayons qp, , o'p., op^^.... décrire des cercles sur lesquels 
on portera des arcs p,b\ pjb'\ p,6'",.-- ^"^ égaux ou 2** proportionnels aux arcs 
P.«'> Pafl", p,a'",.*-- les divers points h\ b'\ o"\.. . formeront une courbe y qui sera 
tangente à la courbe d au point a. 

iO. Ainsi , étant donnée une courbe polaire d {fig. e), nous pourrons prendre 
un point o. hors de la droite X comme pôle de la transformée i^ et alors les deux 
courbes d' et d se couperont au point a ; car les deux ordonnées courbes et circu- 
laires, l'une appartenant à la courbe 3 et Tautre à la courbe d^, se couperont en 
ce point a, puisque ce point a ne sera pas en ligne droite avec le centre odes arcs 
circulaires coordonnées de la courbe d et le centre o. des arcs circulaires coordon- 
nées de la courbe y. 

Et les deux courbes d et d' se croiseront au point a sous un angle égal à celui 
sous lequel se coupent les deux arcs qui sont les coordonnées correspondantes à ce 
point a. ' 

§ in. 

a. Ce que nous venons de dire touchant la transformation d'une courbe po- 
laire en deux courbes distinctes en coordonnées rectangulaires , suivant que nous 
emploierons le premier et le second mode de transformation exposé ci-dessus • 
peut aussi se dire de la transformation d'une courbe à coordonnées rectangulaires 
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en une courbe polaire. On doit donc remarquer qu'à la question résolue précé- 
demment correspond une question réciproque. 

Dans les applications suivantes, nous ferons usage tantôt de la transformation 
d'une courbe polaire en une courbe à coordonnées rectangulaires , tantôt et réci- 
proquement de la transformation d'une courbe à coordonnées rectangulaires en 
une courbe polaire. 

§ IV. 

Propriété remarquable dont peut jouir certaine transformée en coordonnées rectangulaires 
(et obtenue par le premier mode de transformaiion} par rapport à sa courbe polaire. 



12. Supposons une courbe polaire d (fig. f) ayant pour équation /(p, ûi>)=:0 , 
le point étant l'origine des rayons vecteurs p ou le pôle de la courbe, et la droite 
X étant l'origine des angles a>. Supposons que la courbe 3 coupe l'axe X au point 

a, et que nous construisions pour le rayon vecteur pc=ao (l'angle co étant alors 
nul) la transformée en coordonnées rectangulaires A, dont l'équation sera : 

f(xy - j = ; la droite X étant l'axe des x et la droite Y étant l'axe des y, le pôle 

a étant l'origine des coordonnées rectangulaires de cette courbe A, les deux 
courbes d et A seront tangentes Tune à l'autre au point a. 
Gela posé : 

13. Prenons un point a' quelconque sur la courbe polaire d, son rayon vec- 
teur sera oa' ; prolongeons ce rayon vecteur et désignons-le par X'. Transformons 
la courbe d à partir de la droite X' comme nous avons transformé cette mémo 
courbe à partir de X, nous obtiendrons une courbe A' tangente en le pointa', à 
la courbe 3. 

il. Si du point o comme centre et avec un rayon égal à l'unité, nous décri- 
vons le cercle G , nous pourrons représenter l'arc pq' de ce cercle G par m', et 
dés lors l'équation de la transformée A' sera en coordonnées rectangulaires ( les 
axes étant X' pour les abscisses x', et Y pour les ordonnées y\ et le pôle o étant 

l'origine des coordonnées) / [«', (^ +• m'jl =0 , l'équation de la courbe i étant, 

par rapport à la droite X', prise pour origine des angles »', /[p , (»'+ m')] =■•: 0. 

Gela posé : 

15. Si l'on fait tourner la courbe d et la courbe A' autour du pôle o comme 
centre de rotation (et dans le sens indiqué par la flèche F) pour amener le point 



superposera sur Taxe Y; la eourj^o^ jiMMlf si>lai|M)«kiM ^d.', fet^UrMMfwfofWM^'A' 
pntndf a h ipoftition id/. 

Dès lopfl l*éq«Kilion de la cdvrbe A,' sera fïxj r^ + m'j'JŒ»©. 

Cette courbe A/ sera rapportée, ainsi que la courbe A, au même centre oet 
aux mêmes axes rectangulaires X et Y. 
Cela posé : 

16. La courbe A.' identique et superposable à la courbe A^ sera-t-elle identique 
et superposable à la courbe A? 

iBmiKt^qnitmiaax «duriMe A ai A/ mmbI îcleiilicpiesiiaiiiiif^erpKMabkA, H ftmt 
évideBuqpiMH;ir&iM^oiW l'origifie^des ewndetmées « (fig. g )(eii un pMSt lO (ayant 
pour coordonnées a et 6), et changer les axes rectangulaires X et Y en de nou- 
veaux axes rectangulaires X. et Y, , les deux axes X et X, comprenant entre eux 
un angle. <p. 

Ce double changement s'opérera en substituant dans l'équation f\ a;/(-+w»' ) J 

de la courbe 4/ à la place de ^, (a;p=a:, cpsip + i/i sin <f <H- o^) ^ e.t à la,place de^, 

(y==:a;,$in<p— yiCOScp +6). 
Et dès lors Téquation : 

sera l'équation de la courbe A/ rapportée au point o comme origine des .coacdon- 
nées rectangulaires dojit les axes seront les droites X, et Y,. 
Gela fait : 

17. On fera tourner la courbe A/ autour du point o' comme centre de rotation 
et dans le sens indiqué par la flèche F' pour amener Taxe X, à être en X, parallèle 
à l'axe X , et l'axe Y, en Y, parallèle à l'axe Y, la courbe A/ prendra dès lors la 
position A,'. ^ 

Or, si les deux courbes A et A' sont identiques et superposables , les deux 
courbes A et A/ seront aussi identiques .et superposables , par conséquent il suf- 
fira de faire glisser la courbe A/ parallèlement à la droite oo' jusqu'à ce que le 
point o' se confonde avec le poiot o pour que ces deux courbes A,' et A se 
superposept, 

18. Toutes les opérations géométriques et mécaniques que nous venons d'in- 
diquer se AraduisQpt en anaijf^ d'une manière facile, car il :SuCBt de dire q«e les 
deux iéquMîiOBS 



-3» 



(2) 



/(x.D^.O et (3) ^.[^c«,,^.y«l»,H^.)»(|^l:p^|^^+-.^]-0 



sePôM- identiques* teriifve à termes 

Si dooic l'on identifie t^rme à terme les deofx équftiions (2) et (3) , on aura un 
certani nombre d'éqoBdon» de conditioD, qur^erfii^ât à dëtefrmiilei' les indéter- 
mîfiées (p, «et S. 

Si la. solution de ces équ&tions' coDduît à des va^ieufs réelles pour 9, a et 6 , 
alors la coifply^ polaire 9 aura toutes Stiis iransformées A, A', A"..* identiques et 
superposable?. 

i9. On ¥oi4 de suite que de même que parmi les courbes planes^ le cercle est 
la seule courbe dont toutes les développantes sont identiques et superposables , 
de même il doit arriver qu'il n'y ait qu'un nombre limité de courbes polaires 
pour lesquelles toutes les transformées en coordonnées rectangulaires (et obte- 
nues par le premier mode de transformation) seront identiques „ seroiU super» 
posables. 

20. Si par hasard il existe une ou plusieurs, courbes polairesi S jouissant de la 
propriété d'avoir toutes leurs transformées A ideotiqpes , supecposables. , ilexie«- 
tera entre la courbe polaire dei la transformée A o<ne propriété* remarquable et 
que nous altonsr étudier. 

21. Si nous avons une courbe polaire 8 coupant l'a&e X (origine des angles ») 
en un point a et ayant iin point pour pôUei pour éqjualion /(|»^od)=Q; et si 
nous avons constnuit pour le point a la transformée A» qpi aura dè& lors pour 

équation f(x, ^j =s 0. Et si la courbe 3 est telle que pour un quelcôitqtie de êe^ 

points a sa transformée A' soit identique et superposdble- à la courbe At alors^ 
en itiîsant tourner la courbe d autour de^son pôle comme centre de rotation, 
elle ïntprimera à' la courbe A un mouvement pendant lequel ces deux courbes det 
A fouleronCTune sur Pautre. 

et en effet : 

9t. ImagitioM 1^' courbe pùlairef 3^ la» droite X' orijgfiM des an^e» a> (ji^r. g), 
le pôle Oy et concevons la transformée A par le point a en lequel la courbe 9'cdUpe 
la droite X. Nous savons que les deux courbes A et d sont tangentes Tune i 
raiitl^enxe*poiiitWk. 

Cnnfiftvnns \m points a , a', d.\... successifs et iafiniinent vwios de la courbe i. 
La courbe A aura en commun avec la courbe 3 les deux points successifs a et^i',. 

ou, en d'autres termes, l'élément rectiligne aa^, puisque ces deux courbe»^M»A 
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sont tangenled Tune à l'autre au point a. Par conséquent les points succesaifii et 
infiniment voisins de la courbe A seront a, a\ b'\ b"'.... 

Lorsque j'imprimerai à la courbe d un mouvement de rotaUon autour du pdfe 
pour amener le point a' en a/ sur la droite X , j'aurai amené la courbe A en la 
position A/, et la courbe i en la position d/; le point b" de la courbe A sera 
venu en b" sur A/, et le point a" de la courbe d sera venu en a/' sur d/. Or, il est 
évident que sur la courbe A/ les deux points a/ et b" seront des points successifs 
et infiniment voisins, et qu'ainsi les points a.' et a," seront sur la courbe 9/ des 
pointa successifs et infiniment voisins (^) ; et comme les deux courbes d/ et A«' 
sont tangentes au point a/, il s'ensuit qu'elles ont en commun les deux points 

'^et b''y ou, en d'autres termes, que les deux éléments rectilignes a. a/' de la 

courbe 3/ et a/A/' de la courbe A/ se superposent. 

Et il en sera de même en continuant le mouvement de rotation de la courbe 
polaire d autour de son pâte o , comme centre de rotation. Ainsi, chacun des côtés 
du polygone infinitésimal (aa'a"a'"....) qui remplace la courbe i vient, pendant 
le mouvement de rotation , se superposer avec le côté qui lui est homologue et 
appartenant au polygone infinitésimal {aa'b"b'"....) qui remplace la courbe A. 

23. On peut donc afiQrmer que les deux courbes d et A roulent l'une sur l'autre 
pendant le mouvement de rotation. 

24. Puisque les deux courbes d et A roulent l'une sur l'autre, elles auront des 
arcs ^aux , par lesquels elles se rouleront ; et ainsi , supposant la courbe i et sa 
transformée A tangentes entre elles au point a , prenant un arc aa^ sur d, on devra 
pouvoir construire sur la courbe A un arc ar égal en longueur à l'arc aa'. 

Et en effet : 

Si nous revenons à la fig. /, nous devons nous rappeler que , pour passer de la 
courbe A,' à la courbe A/, il a fallu construire la nouvelle origine o' et faire tour- 
ner la courbe A/ autour du point o' d'un angle y égal à celui que la droite X, des 
abscisses x, faisait avec la droite X origine des angles a>. Le point a/ viendra donc 
en o/ sur la courbe A,', et ce point a/ s'obtiendra en décrivant du point o' comme 

centre et avec o'a,' pour rayon un cercle qui coupera la courbe A/ au point a/ 
demandé. 

Cela fait : 

On sait qu'en faisant mouvoir la courbe A^' parallèlement à la droite oo\ elle 
viendra se superposer sur la courbe A. Si donc on mène par le point o^' une 



(*) Voyez ce que j'ai dit au sujet des iDfiniment petits, chap. VU des Dévelappementi ie gé&métrU 
êcripUpe. 
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droite parallèle à oo', elle viendra couper la courbe Â en un point r, et Tare ar de 
la courbe A étant rectifié sera égal en longueur à Tare aa' de la courbe polaire i^ 
ce dernier arc étant aussi supposé rectifié. 

25. Appliquons ce principe à quelques exemples. 

i*' exemple. Soit donnée une spirale d'ArchinièJe d ayant pour équation : 

Sa transformée A (en coordonnées rectangulaires et par le premier mode de 
transformation) aura pour équation : 

x'=a^ (4) 

Ainsi la transformée A est une parabole , et le pôle o est situé sur cette courbe A 

Si nous construisons la transformée A' pour un rayon vecleur p' faisant avec la 
droite X origine des afigles <ù un angle m', la courbe polaire i aura pour équa- 
tion : p = a (a>'+ m!) , et la courbe transformée A' aura pour équation : 



= (J+m'^ ou x'» = ay'+mV 



Ainsi, la courbe A' sera encore une parabole; et comme les équations des di- 
verses transformées A, A', A".... ne diffèrent entre elles que par la valeur attri- 
buée à m', on en conclut que toutes les transformées de la spirale d'Archimède 
sont des paraboles. 

Cela posé : 

26. Voyons si toutes ces paraboles sont des courbes identiques ou non. 

On voit de suite que si Ton fait tourner le rayon vecteur p' autour du pâle o 
pour amener ce rayon vecteur sur la droile X, la courbe A' viendra en A/, et que 
la courbe A.' aura pour équation : 

jr* = ay -f. m'x (5) 

11 suifit donc de voir si les deux parstboles, a^ant pour équation Tune Téqua- 
lion (1) , et Tautre Téquation (5) , sont identiques» sont superposables. 

Or, en regardant ces deux équations, on voit de suite que les deux paraboles 
ont mente paramètre, et qu*ainsi elles sont deux courbes identiques. 

27. Mais pour la suite de nos rechercbes » il est nécessaire d'appliquer tout ce 
que nous avons dit précédemment et ainsi de chercher le point o' et les axes X, et 
Y, de la courbe A/. 

Or, il est évident que les axes rectangulaires auxquels se trouve en ce mo-* 
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usent rapportée la parabplç A^' «ont parall^es am aji«$ recUogiiUiMB, à» b 
courbç A . 

Il sutDra donc de changer Torigine de« coordonnées , en £»îsani «=;4;*ir^f9t 
if =y.+ 69 el transportant ces valeurs dans l'équalroq (&). 

Oaawa4^ Um : 

(ar.4- a)* = a(j.+ e) + m'(x.+ a) 

OU 

Identifions terme à terme les deux équations (5) et (6) y nous aurons deux 
équations de condition , savoir : 

et 

L^équation (7) donne : 

et par suite , l'équation (8) donne : * 



Or obtient doMides valeurs réelles pour « et 6 coordonnées du point o'. Ayant 
construit ce point o\ nous Tunirons avec le point o par une droite D, et en di- 
sant glisser la parabole A/ dans son plan et parallèlement à la droite D, cette 
parabole A,' viendra se superposer avec la parabole A , lorsque les deux points o 
JUBm et o' mobile se superposeront. 

Dés lors, si nous voulons connaître Tare ar dé la parabole A qui routera sur 
l'arc aa' de la spirale d'Archimède, il nous suffira de ramener le' point a' âe 
la spirale, i en a/ sur Taxe X , en décrivant du pôle o comme centre et avec 

le rayon vecteur oa pour rayon, un cercle; puis de supposer que la parabole A 
a glissé parallèlement à elle-même en rasant le point fixe o pour prendre la position 
a/; et ayant construit le sommet s dé la parabole A et le sommet s' de la parabole 

A/, nous prendrons une ouverture de compas égale à ^, et la portant de s^ çn 
o' sur la parabole A/» nous aurons la nouvelle origine o' (d^ telle sort^ qiM les 

droites oj et oV sont parallèles) ; ensuite nous uairons les points o et o' par une 

droite D, et nous mènerons par le point a/ une droite D' qui,, p^rattèlo àD, CO0- 

.pepi ta j^i^aJboli» 4 e» w»v j^iol r« U bous pourrom» affirmer quat Tare para- 



bolique ar esfégal en longoeur à rarevMtii#«ird»tolpiAl»«'At«lkMètf6 f^« 

98« Où pourmit' deiiiMider 1« Itou igéoiii£eHl(iM des dif«MMtDmBtt s, *,\ $,\.^ 
des diverses paraboles À , A/, à,*^.*.. 

Ce proMème esi facile A résoudre , et m élkt : 

f ootes. left parAbi»tes à , A/> A,^.•. tffil fttsseiit f^ar le poitit fixe t), et dont Itt 
axes infinis sont parallèles entre eut, pentenlélrèreprêsefiiées pdr f èqufttioi : 

jir*=cry + m:r (11) 

m étant une quantité qui varie de parabole à parabole. 
Si nous faisons y =0 dans T équation (1 1) , nous aurons a;;=3 m, et'dès lors : 

sem Tabscisse do somuet « ; rentplaçaot t par 6â tateur (12) dans l'équation (I t), 
on aura : -^=^01/ + —^ d'où Von tire pour l'ordonnée du même sommet ê^ 

Éliminant m entre les équations (12) et (13), bous «Uffoiis réqiifttioa du IfMi 
géométrique des sommets s\ celte équation sera : 

En sorte que le lieu des sommets $ est une parabole i ayant son sommet au pâle 
{fig. i ) et ayant pour axe des y la droite Y parallèle à Taxe infini de chacune des 
paraboles A, A/, A/V-«- ^^ 1^ parabole l se trouve identique à la parabole A (puis* 
qu'elle a môme paramètre), mais elle est lottrttée en sens apposé. 

20. 2* exemple. Soit donnée une spirale hyperbolique d ayant pour équation : 

Sa transformée A (en coordonnées rectangulaires et par le premier mode 4» 
transformation) aura pour équation : 

y = a (15) 

— — >-. . ■ ■'- - . >- — • — . ■ — 

(*)yoyoz, dans les Développementiâe géoméirie deseriptivôj chap. II, p. 434 et suivantes, remploi quo 
nous avons fuil de la propriéié de celle parabole pour coii^lruire la tangenle à la spirale d'Ârcliiinède. 

Rêberval est le premier, à ce qu'il paratl , qui a tronvé lu propriéré de la reotificatioit tfe Ifr i^Hob 
d'Ârchimède au moyen de la parabole; sa démonslralion nVst point parvenue jusqu'à nou«< BM$ê 
Pascal a démontré celle propriété dans le mémoire qui a pour litre : De légalité des lignes spirales et 
paraboliques. Lu démonstration que jo donne dans ce mémoire est tout à fuit différente de celle de 
Pascal; celle de ce savant est une démonstration géométrique au moyen des incréments et décrémsniSf 
celle que je doene est xériuiblement une démonstratiofi méâanique. Voyez dans les Déceloppemenis de 
géométrie descriptive lu note placée au bas de la pu^e 434; voyez aussi dans le Cours de géomitrU 
deicriptive la note placée au bas do la page 290. 
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Ainsi la transformée à sent une ligne droite. 

Pour un rayon vecteur p', Téquation de la courbe i sera : p(«»'+ m') ssa, et 
Téquaiion de sa transformée A' sera : y'+ mz^rsia. 

La courbe A' sera donc encore une ligne droite, et dès lors on en conclut que 
Iputes les trapsformées A , A', A'".... seront de^ lignes identiques et superposables, 
puisque chacune d'elles sera une ligne droite. 

30. Si Ton fait tourner la droite A' autour du point o comme centre pour ame- 
ner le point a en a,\ et la droite^' en la droite A/, on aura pour équation : 

y + m'xssa (t6) 

ce qui nous apprend que toutes les transformées, après leur mouvement de rota* 
tion autour du pd/eo, forment une série de droites qui coupent toutes Taxe Y, 
meqé par le point o perpendiculairement à l'axe X qui est Torigine des angles a» » 
lequel est en un même point dont la distance au pôle o est égal à : a{fg. k). 

31. De ce que toutes les transformées de la spirale hyperbolique sont identiques 
et sont des droites, on en conclut que la spirale hyperbolique est une courbe 
rectifiable. 

32. Cherchons maintenant la longueur rectifiée d'un arc aa! de spirale hyper- 
bolique. 

Pour cela , nous amènerons la transformée A/ en la position A,' en nous servant 
des formules : 

x = x,cos<p + y.8Înf-|-a I 

Substituant les valeurs de x et y, données par les équations (17) dans Téquation 

(16), nous aurons : 

• 

x.sinf— îf.cosy + € + «•' (X.C0ST + y. sînf + «)=a 

•u 

A\ (sin <p + ^'<^ r) + y « (»»'»in f — cosy ) = a — € ~ «f a 
ou 

«»n+m'cos, ^J^:z±=L^>- (,8) 

msiuf — coscp msmf — cosf 

Identifiant terme i terme les deux équations (18) et (15), on aura les équa- 
tions de condition : 

ftinr+m'cosrtrzO (19) 

et 

l'équation (19) peut s'écrire ainsi : 
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^^ 1 ■■ =s 0, d'oùToDâ: taiigf= — m' (21) 



V^l + lang'ç l/'l + lang»^ 
réquation (20) peut s'écrire ainsi : 



/m-tang,^l\ ^^^^.^ (22) 

\V/l+langV 



Remplaçant dans l'équation (22) tang(p par sa \aleur donnée par l'équation 
(2i)f on aura : 

— a I — ==z J = a — 6 — m a 

ou 

m'a + ^ — a = a V/m'*+ 1 (23) 

Ce qui nous apprend que Ton peut placer la nouvelle origine des coordonnées 
partout où l'on voudra, pourvu que ses coordonnées a et g satisfassent à l'équa^ 
tion (23), et que Ton pourra toujours, Tcquation (23) étant satisfaite, amener la 
droite A/ à être parallèle à la droite A. 

33. Mais, si l'on supposait , comme dans la dg.kj que la droite A ne soit pas 
parallèle à la droite X, et si dès lors la spirale hyperbolique d avait pour équation 
p (u + m) =3 a , la droite A aurait pour équation : 

y-(-mx=:a (24) 

et la droite A. aura toujours pour équation : y H- m'x:=za (16). 

Alors, en identifiant les deux équations (18) et (24), on aura les deux équa- 
tions de condition : 

m (m'sin ^ — cos <p) = sin ^ + m'cos j (25) 

a— « — m'x 

a^-r: U«) 

msinr — 008 f 

réquation (25) peut s'écrire sous la forme : 

m(m'langf — 1) = tangr+m' 
d'où Ton tire : 

tang ff (mm'— 1} = m'+ m 
d'où 

L'équalioD (26) peut s'écrira sous la forme : 

a\/i + taDg'y= ^r^'^^! (M) 
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Meaani dans Téquation (28) Jq valeur de tang^ flbnaée pac IT^fUilioa (27) » od 
aura : 



V 



itr « ■ 1 " ■ 'L — t 



fttm' 



ri 



et nous ratombona sur un résultai tout à fait semblable à^oelui ^enaiis- a;vioDS 
trouvé précédemment, savoir : que Torigine (l' est indéterminée, en 49e>seQS que 
ses coordonnées a et 6 doivent satisfairc/à Téqvation (29). 

31* Le résultat auquel nous arrivons e^t cotiforme à ce qui doit être, et ne 
doit pas nous surprendre; en effet, une fois qu'une droite A/ est parallèle à une 
droite A, on peut la faire mouvoir parallèlement à etie-mème pour la transporter 
surlardfoUe A» d'uneiûfiniijide laaBièfes. 

35. Wdus tojotis donc que la méthode rigoupeuse^qui nottsa'pértriid, dâM'te' 
cas de b spirale d'Amchimèdé, de coMtruire Tafo de la paribole ( •rittis(<briiiés^)J 
qui était égale en longueur à un arc donné de la spiraflë d*Atèirîmè(te, 'Se'4rauv0 
en défont. Noua sonmes donc forcés de «dberdisr une aotre>inéèhode poiùit la eas 
particulier ûa la spirale hyperbolique. 

36. Remarquons que la courbe ? étant afvi^e cmf9/, apfê$ â^oir (effrnémrtonfr 
du pôle 0, la tangente A est venue en A.', et qu'en toutes les positions que prendra 
la courbe d en tournant autour du point o , la droite A prendra des positions cor- 
respondantes qui toutes passeront par le point 9, ça étant égal & tt. 

Cela posé : 

37. Lorsque la courbe 3/ reviendra {fig. k) en la position d, le point a, vien- 
dra se placer sur le point à, le point a, tournant' autour du centre o; et la 
droite A/ viendra se placer sur la droite A» le point al venant se placer en r sur 
la droite A, ce point a/ ayant tourne autour du centre q. 

Dès lors il est évident que l'arc a/a, de la spirale byperboliquw aord tKmHb Wi* 

la droite A/ en se développait sur cette droite d'une longueur égale à : ar. 

Ainsi la droite ar sera égale en longueur à l'arc ala,^ lequel arc est égaF dû 
longueur à Tare aa! de la spirale i. 

38. Si doNC on veut construire la longueur rectifiée d'un arc aa de spirale 
hyperbolique, on mènera les deux rayons vecteurs oa et aa' \ du point comme 
centre et avec le plus petit rayon vecteur oa', on cTécrira un cerde qui transpor- 
tera le point a en a/ sur le grand rayon vecteur oa ; on unira le point fixe q avec 

le point a/ ; et du point q comme centre avec qa! pour rayon , on décrira un cercle 



sera égalera Taec t^Qt^ùém d^h Bfif^AeÂQnUié^ {T^u 

39. Ce qui précède nous démontre que, pendant que la spirala^ndtik sa 
tangootA, oette* tangente ne gjisse pas sur le point àneq* Maïs imékIiiU remarquer 
que la spirale ionruant uoiforméivent autoor de son ffébiO^ sa tafogente natoiir* 
nera pas uniformément autour du point fixe q. 

40. Si Ton suppose que la spirale ^ tourne autour de son pôle o jusqu'à ce que 
la tangente A prenne la position A en laquelle elle sera parallèle à la droite X , 
alors la courbe d , en sa nouvelle position , aura la droite A pour asymptote , et le 
point infini de cette courbe i sera situé sur la drtoite A et du côté du point /. Et 

si Ton a décrit du point q comme centre , et avec qr pour rayon , un arc coupant 
la droite A au point r\ Tare infini de la courbe d\ à partir du poMl>«'f ^era repré- 
senté en sa rectification par la portion infinie r'/de la droite A. 

Mais QÎ ji*on suppose que la courbe i tourne en sens inverse , et que sa tangente 
vienne passer par le pâle o^ alors elle aura pris la position Y, et en cette position 
elle sera tangentâ & la noutelle posiûon prisa par la spirate 9 en son point 
asymptote o. 

Si donc nous décrivons du point ^^omme œstre et avec oq pour rayon (et nous 

savons que oq=^a) un cercle coupant la droite A en un point &, la portion rfcde 
la droite K sera égale à Parc de la spirale compris entre le point ii^' et le pôle ou 
point asymptote o. En sorte que Tare a o de la spirale hyperbolique n'a que Tappa- 
rence d'être infini ; cet arc a réellement une longueur fioie. 

41. Il en est donc de la spirale hyperbolique comme dés 9éne$s chez lesquelles 
la somme de leurs termes en nombre infini est pour les unes nne quantité finie , 
et pour les autres une quantité infinie* 

42. 3* exemple. Soit donnée la courbe polaire d ayant pour équation : 



■•{i+:^)= 



sa transrormée A aura poitr équatioa : 



■J + f = i m 



Cette transformée sera donc une ellipse aymit le pôle o pour ce^jLre, et ses axes 



(*yyoye& dans te chap. il des Déoêloppements de géométrie deeeriptive , les divers problèmes' que 
i|9y4 4MW)««r^l9^^¥r lu ^\n9ià tvpt rbelîqiM ^ mu^ OBfWMilikpIS tMMi^rnéeCen coordioniiées rectan- 
gulaires) de celte courbe. 
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seront dirigés , Fun suivant la droile X origine des angles ca, et l'autre suivant 
la droite Y menée par le pôle o perpendiculairement à la droite X. 

Cela posé : 

Si Ton fait tourner la courbe i autour du pôle o pour prendre la position i' 
( Tangle de rotation étant m'), Téquaiion de cette position d/ sera : 

et Téquation de la transformée A/ sera r 



.[i.(ii^"] 



= 1 



et après les réductions , on aura : 



ih+Th$+'-^=' 



(SI) 



Mous remplacerons dans Téquation (31) x et y par les valeurs 



et Ton aura : 
1 . m' 



a? = j:, ces f + y, si n f + « 
y = ar.sin ç — y.cosf + ^ 



sin'f 



9 



4 
+ 



6^ 
6' 






+ 



6* 
2m'sinf cosf 



V 



y 



2(inf oosf 



+ 



6* 
Sm'cos'f 



6* 



*.».+ 



Csinf 



+ 

+ 



h- 

2m'g co»y 

6* 
2m'x sin f 

6* 



gcos<p 



+ 



6- 
2m'6sin<f 



'Mï+fl 



^p 



+ 



6- 



s=0 



{^) 



-• 1 



Il faudra maintenant identiGer terme à terme les deux équations (32) et (30> 

43. Mais si Ton examine Téquation (3i), on voit de suite qu'elle appartient & 
une ellipse concentrique à Tellipse A. 
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Par conséquent, il sera inutile de changer Torigine de place pour reconnaître 
si les deux ellipses A et A,' sont des courbes identiques, superposables ; il sulBra 
de changer les coordonnées rectangulaires X et Y en d'autres coordonnées rectan- 
gulaires X, et Y, ; dès lors l' équation (32) se réduira , après y avoir fait « = et 
6=0, à : 



(?+?-)«*'• 



, Mn't 

-r-TT 



■+ 



Sm'coflf.sinr 



6' 









Sm^sinfOOSf 



6* 



y 



â.siofcosf 



+ 



b' 
g.m'coifip 

*• 
im' sin'y 
6* 



jf.y. 



=1 (88) 



Pour faire disparaître le terme en x.y. dans l'équation (33) , nous poserons 
l'équation de condition : 

V'*"f;~'*""'^ — *= F-+— F-^=® 

Cette équation peut se mettre sous la forme : 



/l m'*\ tangy m' m'tanR> 



*• 



= 



ou 



ou 



d'où l'on tire : 






b' /i 1 , m'-X . t /, , *< /1 « , m"V 



et l'on aura , après rédaction : 



^°*^ "" "■ ^{h'^^^^) =*=ro l^6a%i-+6*+fl*m'*-H»H-2«Vm'*~2aV 



(34) 



44. Les coefficients des carrés a:*' et y,% après y avoir remplacé cos<p et sio^ 
par leurs valeurs en tangf seront : 
Pour aî," ; savoir : 



I 



1\« *V **^ fc' J i + tang*? "^A* 



44 
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#^ fiam: j^' 'y. savoir :« 

Or, en remplaçant dans les expressions -rr ^^ "li? i tang^ |jar 6a valeur (Xif^ 

on aura les valeurs des demi-axes A et B de l'elliiise A/, et fl est facile devoir, 
saûs pousser pliisf loin 1m' calculs, que ces demi-affes A el B de seront pôiot égaux 
aux demi-axles a et fr de Teflipse A. 

45. Ainsi', pour krcottrbe polaire dont il s*âgU , tes diverses Irandforniées sont 
des? ellipses^ ayant toutes même centre, mais n*étaot point deé courbes identiques, 
supeiposablés. 

§ V. 

ê9i Vans €6 f^prètéàm ^ èdut«vDm lecDfHM» ^se la t p hrrie^-A reMiflèé^ «t la 
spirale hyperbolique jouissaient Tune et Taulre de la proprfièév rtrhinrffmMr^ 
savoir : que toutes leurs transformées en coordonnées rectangulaires (d*après le 
premier mode do traifêfbrmaliofl ) étaient dos courbe» tdfentlqiie^, superposables. 

Il est évident que la circonférence d*un cercle est encore une courbe qui jouit 
de la même propriété , puisqu'elle setrâtisfitrnie suivant sar UingoalOb 

Ainsi, nous connaissons trois courbes polaires: l"" la circonférenct) du cercle, 
2* la spirale hyperbolique, et 3* la spirale d'Archinéde, font lesquelles toutes 
les transformées sont des courbes identiques et superposables; pour les deux pre* 
mières, la transformée est une droite qui leur est tangente ; pour la seconde, la 
transformée est une section coni)]ue qui est Une parabole. 

Mais n y a-t-ii que ces trois courbes polaires qui jouissent de cette propriété? 

§ VI. 

Pour résoudre cette question , qui n'est ptis sans intérdl (vu les applications 
aux engrenages, qtie nous allons faire, ci-après, eh utilisant lés propriétés géo- 
métriques des spirales d' Archimède et hyperbolique )> ob «tovraîi déiernioery {Mr 
Vanalyse^ quelles sont les courbes pour lesquelles les deux équations : 

en supposant que 

x'ss X cos ç 4" Sf si"'f "h ^ 
y =s X si n f — îf cof f -(- 6 

peuvent être ren<lu€s identiq^uçii par des vsrietnr» réelles ^ ^ » vi et (• 
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rabandonne cette recherche aux analysteê, car elle est essentiéhment 9n do- 
maine lie Vanaigse; les problèmes (te ce genre ne peuvent être résolus que par la 

lan(/ue ,algébrigue. 

î VIL 

47. En examinant attentivemtMKtila^. f^dda wfiitâiam peÎMiQBe bucoiiiiha^p»^ 
laire S peut ôlre'^considirée comme Tenveloppe de Fcspace parcouru par sa trans- 
formée en (coordonnées reciangulairesu 

On voit donc y d'après ce qui a élé dit ci-dessus, que les courbes polaires qui 
auront ^m^ .ipi)gueur d'arc que leur. transformée, devront, être l'^avai^pp^ ide 
l!i3fij]^c,parcourvi par une courbe detôtma C0|islai^« 

Mais la loi du mouvement de Tenveloppée (constante de forme) ne sera J)9S 
{arbitraire , pour, que J;i propriété des arcs égî^ux subsiste* La loi du.nuHiv6mi»nt 
devra être une déciles que nousavonsjjrécé^em.ment établies. 

48. Ainsi, par exemple, lors(|ue la loi du niouvemexiit d^ Fe^veloppée ^s^ 
(fflM que ^elle que nous avants reconnue exister pqur Ja parabole trans^0rmé^len 
PQOidonnéos rectangulaires do la .spirale td'Ai'<^bimède, îl .sera Cicilf^.disXrouvi^ 
rp^ualion difift^entii lie de h courbe ppla ire cnvoloppe^ et en ^ffel : 

J&oil /(a:,'j/) = Téquaiiop de «renveloppée, 
JQ» différcntiera £eUe équation , ci l-on aufa : 

dx * dy ■ 

m 

et dans celle ^(|U9lion différentielle , on remplacera a; par p, dx par (/p<,jy par o^i 
et 4ii par [pd(^ rh cocfp) , et Ton aura réquiUion différentielle de toutes les courtes 
pQlaircsi]ui pouvc.ql être Tenveloppe de l'espace parcouru par une enveloppé^ 
çpASlante de forme , ei soumise à une loi de mouvement jdenlique à celle qui di- 
rij[e le ntouvemeqt de |a parabole par rapport à la spirale d*Archimède. 

49. Vérifioûs <^e qui priéoèdjî jpar un exemple : 
Soit x^^=a}j Téqualion de Tenveloppée, 

En ditiércnliA»t„ ^n lyaus^ ; 

2xdx = ady 

- • ' ' 'I 

fiefirplaçttnt u:, éax,^, fi^ ptr.Ji^ss tf«toiij:s i«yliéliiN^«ir4^$ç^a,iOfiAr^W ^<^tlfift 
tion dillérentielio : ; 

dont Tintégral» 

2 ydp = a\(&du> -|- «dp) 

sera Téquation en coordonnéeSApolaires de la courbe enveloppe cherchée. 
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Cette iotégrale est : 

(en négligeant la constante arbitraire C, ce qui évidemment est permis dans ce 
cas, puisque pour p = on a cd = 0, et que par suite on a C=:::0); et Ion 
retrouve bien l'équation de la spirale d' Archindède. 



§ vni. 

50. Le premier mode de transformation , que nous avons examiné § I , n'est 
qu'un cas particulier d'un mode de transformation plus général , et que je vais 
exposer. 

Soit (fig. e) une courbe polaire i ayant pour équation /(p, a>) = 0, le point o 
étant le pôle, la droite X élant l'origine des angles a> comptés de gauche à droite, 
ainsi que l'indique la flèche. 

Prenons sur la droite X un point o, distant du point o d'une quantité a. Cela 
fait, prenons sur la courbe i une suite de points m\ m\ m", etc., dont les rayons 
vecteurs seront respectivement p\ p", p'", etc., ces rayons vecteurs faisant avec la 
droite X et respectivement des angles <ù, tù", ta", etc. Du point o comme centre 
commun , décrivons des cercles C\ C", C", etc. et respectivement avec les rayons 
fj f", p'\ etc. ; ces cercles couperont respectivement la droite X aux points q\ q\ 
q"\ etc. 

Cela fait , du point o, comme nouveau centre commun, décrivons les cercles 
D\ D", D'", etc. et respectivement avec les rayons q'o^^^p -ha, q"o,=p" + af 
q'\=zp" + a, etc. Puis prenons sur ces cercles D', D", D'", etc. des arcs q'x\ 
q"x'\ q"'x'\ etc. tels que Ton ait : arc rectifié . qx = arc rectifié . ç'm'; art rectifié. 
q"x" := arc rectifié . q"m\ etc. Les divers points x\ x", «", etc. détermineront 
une courbe A qui sera la transformée de la courbe d, et les deux courbes d et A cou- 
peront la droite X en un même point m en lequel elles seront tangentes Tune k 
Tautre. 

51. L'cquation de la courbe A sera facile à trouver ; et en effet : 
Désignons pur X un des rayons vecteurs de la courbe A, et par |t langle que ce 

rayon vecteur X fait avec la droite X; on aura , en se rappelant que le pâle c$t le 

point o, : 

f = l— a cl ••p = |û 

De ces deux équations on tire : 



ps=^ — a cl *» = 



l—m 



Sul)8tiluaot ces valeurs 4e (tel de u dans l'équation /(p,#)s=:0, qui est celle 
de la courbe d, on aura : * 

qui sera Téqualion de la trauformée A. 



• S IX. 

52. Si y au lieu de chercher la transformée A de la courbe 9 par rapport à la 
droite X, on cherchait la iransrormée A' par rapport i une droite X' (fig.l) pas* 
sant par le point m' de la courbe d, et faisant avec la droite X un angle iù$ on 
devrait prendre su^ la droite X' un point fixe oj qui (distant du pôle o d'une quaa* 
titc a') devrait être considéré comme étant le pôle de la transformée A', et faire, 
par rapport à la droite X' et aux deux pôles o et o', des constructions analogues à 
celles que nous avons exécutées ci-dossus § YIU. On construirait dés lors par points 
la courbe A\ lac|uelle serait tangente à la courbe 9 au point m\ 

53. Pour obtenir Téquaiion de la transformée A', il faut au préalable trouver 
l'équation de la courbe i , en passant de la droite X à la droite X' comme origine 
des angles co. 

Or, on sait que dans ce cas Téquation de la courbe dosera , en désignant Tangle 
u (qui reste constant pour toutes les constructions subséquentes) par n : 

Ap, (-. + «)) = (1) 

Il suffira donc de rempbcer, dans cette équation : 

f par X— o» et •. PWj^;^ 
et Ton aura : 



'{^-'^' (î^+")]=« 



» 



qui sera Péquation de la courbe A'. 



§X. 



54. On voit que si Ton cherche les transformées A y A', A", ùk'\ etc. correspon- 
dant aux divers points m, m\ m\ fn"\ etc. de la courbe polaire donnée i, les 
divers pôles ( nouveaux) o,, oj, o,", o,"\ etc. pourront déterminer une courbe non 
arbitraire et dont Téquaiion sera évidemment : 
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" ' ' • ' F'i-a, (18û*+ii)]=:-o' 13) 

réquation de la courbe d étant : 

De sorte qu*à une valeur de p prise dansji;é4iia4i»i)(i^4i) APWe^fHiiadffj^fVie' valeur 
de a> qui , substituée dans Téquaiion (3) , donnera une certame valeur pour le 
rayon vecteur a. 

Nous désignerons la courbe polaire dont Inéquation est (3^par B.* Ainsi la courbe 
B sera le lieu- des jiôles des diverses transformées A, A\ A", A"\ etc. de la courbe 
pbteii»eMj0iMéô<d. . 
mB.^D\&pi-és ee'^iiî pt^cétle, on voitiqûe^lWn peutppendm^at^bitriiiroaieÉtda 
ee^rbe-plMiiine'^B , et qu à dfnque cotf H^ 'S. ^nouvelle y oorrespondroiU desi^trau* 
fermée^WHëi^attes^A, r&\\ 'A/'i'A/'\'etc. de^la cmrbë folâtre déiméeia. 

■ l^xi. 

56. Op^fx^ut se proposer la solution du problème suivant : 

Étant donnée^^ne courbe polaire 8 ayant pour équation :./{pi (« + «)l=0.i 
reconnaître si cette courbe aura toules ses transformées A» A', A^} etc. identiques 
et suf^erposables t pour une certaine courbe B, lieu des pôles respectifs 
0,, o/, o^\, etc., de ces diverses iransFormces. 

57. Geprdbtème, dont j'abandonne la solution aux mià/i/^r^jy nous conduirait 
à connattret les courbes polaires d «t A qui pourraient rouler l'une sur Tautre, 
Jusqu'à présent on ne connaît que le cercle d, aynnt le pôle o pour centre, qui 
jouisse de la propriété d'avoir pour ses iran^forniées A , A*, A", etc. des courbes 
identiques et supërposables(;.et cela lorsque la courbe B est elle-même un cerclo 
ayant aussi le pôle o pour ciçnUT ; et dans ce cas , les transformées A , A', A", etc, 
sont des cercles iden(i<|ues ayant leurs centres respectifs situés sur ie^wrole B. 
( Voyez la dtg. m ). 

DEUXIÈME PARTIE. 
AppUeations de «• qui préoède à la oop»t««ioUoB dm deux aoweavz «ogrenagM. 

'Les deux engrenages <)eRt-fT6m^«H€^i9exposerh) eon^ir«etion.,Joi]î«Mnt<fe la 
même propriété quelles f ngreirtgesde^White; ils oirtJHio^fr^Mwwefit doTéUtei 
'et les deu5t^detits ^nythe tte «mit en^^cqntact qHe'pa^ un «tetH^^pomt. 

Mais le mouvement de rotation de^l^itie^des fotie» 



4 

daQtK))ie4eiJX dénia $e,c(UKUwefîttMr*"AoiJVfineRlid^r^^ la,^sfliictti4^c(N|ifs 

déniée esl variable; en sorle qne dans ces sories d'engrenas^^ftepii^au ^lûsievurt^ 
denlsudeu*r^na deaxeiies'vne.iu&ayenJLéipc »i.(:^pJse.aA'ec di^ux aur[:^ii«iQ|^ dents 
deTautre rooe, il ner peut jamais y avoir, q^iluner seule de«lp4<irf^^rptAU^il44 
qt^'elfio qpil(o.^,il faut que la.danx suivante se.meUeîmmcdiutefDendeo^î^ RpiK 
^^la/mau^enieÀi de roiauanrpu*is$e se coniinuer.Siins iuterniptlân. 

-Ce mouvemont de roUlion varié de l'une des^roues ( le mouvement dâxotAliop 
de l'autre roue étant uniforme) reeommenee à chaque nouvelle denl en prUe^ 
de sorle que le mouvement de rotation de cette roue est périodique de dent à 
denl. 

On pourrait donc désigner ces deux engrenage», sous le nom d'engrenages à 
mouvement j de rotation , varié et périodique ou périodiquement varié. ^ 



Premier engrenage dan$ lequel les axée se couj^t. 

58. Si sur un plan (/</.. «), nous traçons une spîralèd'Àrchîmède-d'ayanrlepoiiH 
o pour pôte elr mie^ pardfbole A thngenie en aà la spirdie d*et passant par ièpoint*a^ 
son sommet élant en s et cette parabole étanl-Iainms/i/nn^e de la -spirale^, cm 
Voîtde'^ke': 

Que si Krplainde' la ^pir^fe peur preudye un* mouvement de rotetibn autour 
rfy* point o; h parabole A eu glissant surfepoîni o, son axe inriWri restant pendant 
1^ mouvement paralTèie à lui même, conduira avetPuir IVotteneiit'd^droulement 
Ib spirale {en la forçant à tourner autorur dh points. 

Et lorsque la spirale i aura pris la position d* , h parabolbA é(tot'vemie'm*Ar, 
oii voit (ftte : f^ le sommet « de A sera venu en s\ ayanf parcouru KSirc m' de là 
parriïbiirle Ç; fi*'te poîftl a' de i sera venu en a/, et le point a die îwra venu en Oi, 
lesf points cret (/ ayant décrit des arcs de cercles autour du point cr;^ S" le points 
tfè A sera venu en 9, et le point r de à sera venu en a/; <^^ sorte que T^rc or do la 
ftorabde & se 'sera développé en roulant sur Tare ac/' dte» làspriaVè^ill 

KO. D*^rèdcequi préèède, où voit qw.ài VoiSfMtonMéèt&niÊ^ ff^tearêeh 
p*rat)uli9 d ef I tffifr <ta' de'ia êpî^'sH^ 8\ (tes' éém arc» se cdiid«ir«n« Ptan VMim 
par un frottement de roulement » Tare aa' de i ayant tourné autour du péiii9<f 
<réfi angle wét Tare ar êe â «*éMiH «4 paraboli^etteMl' M ptii«Mletten# à là 
pmàÈOn l, lut qMfifM â» uausIMion élant^'. ss m^V 

Il est bien évident que si Ton ne considère que le point de défMM «t le pilAlt 
d'arrivée y on pourra supposer que l'arc ar de A s'est m A parallèlement à la droite 
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D^ laquelle est parallèle à la droite D qui unit les sommets s et a' des paraboles de 
départ A et d'arrivée A^ 

60. On voit donc que si Ton prend : i"" une règle (fig^q) sur laquelle on trace 
des arcs équidistants de paraboles égales A, A,, A., etc., et 2* un plateau tournant 
{fg, p) sur lequel on trace des arcs équidistants ide spirales égales ij i,f d., etc. 

La règle , en glissant parallèlement à la flèche / ( les deux droites X sC X. 
étant supposées superposées), fera tourner le plateau autour de son centre o. 

V 

§ II. 

« Engrenage à crémaillère, 

61 . Il est évident que l'on a dam ce qui précède tous les éléments d*un engre- 
nage à crémaillère, dans lequel le frottement sera de roulement, et pour lequel 
la vitesse de rotation de la roue dentée étant uniforme, la vitesse de translation 
de la crémaillère sera périodiquement uniforme, car pendant que le pointu' de 
A se mouvera pour arriver au point a/ de A, (fig. 9), son mouvement de Jlrans* 

lation ne sera pas uniforme, mais les espaces entiers aV,, a\a\j etc., seront 
parcourus dans des temps égaux. 

62. Pour achever l'engrenage, il faut habiller les courbes^ et d que nous 
>avons considérées jusqu'ici comme des lignes rigides 9 et il faudra les habiller, ou 
en d'autres termes il faudra leur donner du corps , pour en faire de véritables 
dénis d'engrenage, absolument de la même manière que pour les engrenages à la 
White , ainsi : en désignant par Q le plan sur lequel est tracée la spirale d, on 
fera mouvoir un plan P normalement à la courbe d, et dans ce plan P 09 aura 
tracé une courbe A ayant en le point m une tangente I perpendiculaire au plan P; 
le point m parcourant la spirale d, la courbe A engendrera une surface spiraide 
qui formera la dent du plateau tournant (en d autres termes de la roue dentée). 

On fera la même chose pour la crémaillère, mais la courbe K! qui engendrera 
la sucface parabolique de la dent de ia crémaillère, sera tournée en sens inverse 
de la courbe A, comme l'indique la fîg. r, et l'on aura soin, de placer les courbes 
A et A' dans le plan P, de manière à ce qu'elles aient même tangente, I au 
point m. 

i 63. Ces considérations et ces constructi.ons oq peuvent offrir aucune diffiçulié 
à ceux qui auront étudié avecp^H? la. théorie des of^grenages de White exposée 
précédemment. 



s m. 

Engrenage composé de deux roues dentées. 

64. Si [fig. o) Vfiïk conçoit un cylindre ayant ses génératrices droites parallèles 
à la droite X, et taftgent à IsMrègle suivant cette droite X. , Ton pourra enrouler la 
bande.de papier DD' sur ce cylindre, et Ton obtiendra des courbes à double 
courbure , qui , lorsque le cylindre sera planiflé, se transformeront en les arcs de 
paraboles A, A, , A,, etc.; et il est évident que si Ton prend ce cylindre, et qu'on 
le place tangentiellement au plateau tournant, comme l'indique la {fig. o), ce 
cylindre en tournant autour de* son axe borizontal A, fera tourner le plateau au- 
tour de son axe vertical Z« 

Et les surfaces des dents du cylindre, ainsi que les surfaces des dents du 
plateau étant construites comme pour les engrenages de White^ on aura un en* 
grenage.dan$ lequel, le frottement sera de roulement. 

I>es deux dents 3 et A seront en prise et en contact par un seul point , et 
aussitôt qu^elles se quitteront, les deux dents suivantes d. et A. se mettront m 
prise , et ainsi de suite ; et de telle sorte que le plateau denté tournant unifor- 
mément autour de son axe Z , la roue cylindrique,. prendra. deux mouvements, 
Tun de rotation autour de son axe A indiqué par la flèche G, et l'autre de trans* 
lation et parallèle à cet axe et indiqué, par la flèche/ {Jig. o). Pendant que les 
dents d et A se conduiront, le mouvement de translation sera varié ainsi que le 
mouvement de rotation du cylindre denté. 

6&. Op voit donc que par ceinoyen on peut transmettre un mouvement de rota* 
tîon périodiquqpent varié entre deux axes perpendiculaires entre eux, et de telle 
manière que l'axe du cylindre dénié aittun mouvement de translation, qui 
aura d'autant plus d'étendue que l'on aura fait le cylindre denté plus long. 

66. Rien n'empocherait. d'enrouler sur un cône le plateau (considéré comme 
une fmiille de papier), alors on obtiendrait un engrenage composé d'une roue 
conique et d'une roue cylindrique; l'axe du cylindre serait alors parallèle à une 
génératrice droite du cône , et dès lors les axes des deux roues dentées ne se 
couperaient plus sous l'angle droit. Les propriétés de cet engrenage seraient 
identiquement lès mêmes que celles de l'engrenage précédent. 

0:7. Pounquele mouvement de dotation puisse se continuer non pas indéfini* 
menî^ car cela est impossible dans ces sortes d'engrenages , mais de manière à ce 
que le cylindre puisse faire plusieurs révolutions autour de son axe, on ne peut 
pas prendre le diamètre de ce cylindre arbitrairement. 

45 



Et en effet : les dents placées sur le cylindre doivent 6C^e également espacées; 
ov : on voit de suite^en enroulant la ccéiudiUère {fig. 9) sur Iecy|indre, que les 
droites D' et D" qui sont parallèles entre elles ( et qui font un certain angle avec la 
droite X. h laquelle les^éoératrices du i^Uodre sont parallèles) , détermlnepont 
sur le cylindre ( après y avoir élé librement piiées et enroulées) deux Rélices pa- 
raliiies (ayaal par ooRséqpieat mémjQ, pa^ )• 

Il lauMlra.doAc pMtfr que leS'deatsxiuiirampeiiii'^iliélice wr le cylindte^sas 

fitHTfeni èg«leiDem«8pmées€Mr6<eUesyqu«) b distsince«'iâr^ie je pq[>réaMierm 
fnr 4^ mittoMemï un fwmliracntieridetfeîsdMS'me spire ^iiu^évohil^'ett* 
Itère ih Tiiélîce' doniiée Mr te idmîte^ D'. 

On pMirra drae 8ii|»pQMr q«ie pwr «ne féwidutiaii^ au spire ^eLfliâioè en a(t 
iii^«iiis(vit étant tio flOlfll>r0^enûer},«til Dati^lra éès lors ^ M désignant parr Rie 
rayon du cercle section droite du cylindre , et par y r^ngfle quela droite'D' ftft 
ttvec la îdroîie CK, , que Timaît : mii«icoayssii27r«li;>d':iA Ton cdciltera R, et Ton 

aura : R =3 — - — • . 

6tt. Lorsque Toii Ibrmei^a l'e^gtem^ au ttoy«a d*un ctee denté (etîAon 
id'iM plateau dénié), il i^MHlra. arussi calculer le dami^in^le au smmM du «èae^ 
par la coodiiioo quoles deal^se triMiveat «éi^alemeBi eq^acées^^sur ie o6m. 

'Or si nous désignons par L le rayon m dutcrole <i (fiy. p ), et pr r le rayon thi 
loerele hase du cône sur lequel le cercle C doit s^enrouier, Tapolhéme de ce fidne 
'i/totït égal en longueur à L^^n voit do suite 1 en désignsnt par n le noînbre de deMs 

à placer sur le pourtour du cône , et par d Tare rectifié aa, , qull faudra poser 

l'équation : * 

•ir :ssn.â '^ • r ■ 

n.d 

Le demi-ai^e au sommet 4n cône sera doMné^^n (e désignafDt par 6,*V^r 

l'équatîon : 

rseLcSiû^ 
d'où Ton tire : ' « 

n.d 
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60. JLe système 4|iie jkmis^ v«Moa d'iéliMUer aeua 4QiMie4|ttatM «ipgramgeràif** 

- IVRoM cylindrique oMduiMBt ou :.l* un |Ualeau é^Bté, ùdtqfé dooaeMift 
crémaillère circulaire; ou 2* uao Muejcoaiiiue dentée à : sa .sairfMe «Mua wie > ^ 



9^.1 donne wà efisreiMigeMléiieur ;.eu.3? iHM^Moe.diiniqiiÉ'énlétt à>8tr^tMrraioei 
concave , ee qtû dma^t im WiQ*eaage iulérieiNh 

2* Une roue conique dentée à sa surrace conveie et conduisant une'crèoNivHère 
droilA « dèoÉ la diredacn. Jart ar? ae i «fOtliènae'di» 'odiie tm anvgle^ y. 

iVbicV ^11^ ne< peut pas fêiîre conduire un phitean denté par une crémaillère 
droite, parce que les dents ne pourraient pas se dégager les unes des autres, ^ti» 
qu^élfes auraient cessé d 'être en prise. 

70. Bemarquons que dans tous ces engrenages lé jHnni de contact des deux, 
dents en prise se meut sur la droiie X , par laquelle se mettent en contact les sur-- 
faces coniques et cylindriques; ainsi il arrive ici la même chose que pour les 
engrenages de.Whiie. 

71. Remarquons encore que les distances dtt..point de. contact aux deux axes 
des roues dentées, ne sont point dans un rapport constant, car la distance diof 
point de contact à Taxe de la roue cylinJrique^est toujours la même, qvelfe que 
soit la position de ce ppint dé contact sur fti di^oite X*, tandis que la distance du 
point de contact à Taxe dé la roue conique varié de grandeur à mesure que ce 
point de contact s'approche ou s^éhorgne dû sommet du cône. 

Le rapport des vitesses ne peut donc pas être consiant , et Ton \oit dés lors 
pourquoi le fnduvcment de rotation de Tune des roues dentées étant uniforme, 
lé mouvement de rotatfbn d^ l'autre roue doit être» variable. 

72. Nous devons encore faire remarquer que le cylindre devrait avoir une lon^ 
■gnear îndéflnrre, pour que'letnon^veln^nvderotatibn'ptmsese eontinuer indéfini- 
ment, dans 'le jnèmo^sens^ 

Par conséquent ces engrenage^ ne pourront être employés que pour des mou- 
temems ultemiaûjê de rotation* dé Id roue coni<|ues iaquelln imprime des moii«* 
vemAils alleirnalirs de rotation à I» roue cylindrique, et de plus imprime, en 
même terifipa, un mouvement devo^etr^teiti à Taxe de la roue cylindrique.. 

Deuxième engrenage dans lequel les axes ne sont pas situés dans le même plan. 

7d; Sur uniplan (Jpg. >) nous traçons : i* une spirale hyperbolique i ayant le 
pdin^ pour pôle (ou pour pomtMSymptote ) ;. T uji^droite X. passant par le point 
0} é^ une tangente.A. a.b> point a eu lequel, la droite X coupe la. courbe d; A"" une 
dr'oite y pasaani.p9r1e pointa et. p»rpendÎ£ulaîre à.l;^ droite X , el coupant la tan- 
gente A en *uai.poi|i^9| 5trun:ce«aie' C ayasit le f»ini o pour centre et ao pour 
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rayon; et 6* an cercle C d'un myon arbitraire, mais«pliis petit que ao, ayant 
le même point o pour centre et coupant la spirale d en un point a'. « 

Cela fait : 

Si nous faisons tourner la courbe 9 autour du point o jusqu'à ce quele point a* 
vienne en a/ sur la droite X , celte courbe i aura tourné d'un an^Ie y et prendra 
la position i,. 

Et si pendant ce mouvement la courbe 9 a entraîné avec elle sa tangente A^ 
cette droite viendra prendre, à la (in du mouvement de rotation, la position A, ,.en 
laquelle elle sera tangente à la courbe d, au point a/; ainsi la droite A [)euiètre 
considérée comme ayant décrit autour du point q, un angle 6. 

Si donc on suppose qu'au delà de la droite A se trouve une droite A, timgente 
à la spirale 9, au point p, cette droite A, faisant avec A un angle g et passant aussi 

par le point q^ les arcs a a,' et aaj seront égaux , et dès lors en faisant tourner les 
rayons A,, A , Ai , autour du point q^ ils conduiront avec un frottement de roule- 
ment les courbes d., d, d., en les faisant tourner autour du point o. 

Mais comme les vitesses de rotation étant supposées uniformes pour les courbes 
9 y ne seront pas uniformes pour les droites A i il faudra que pendant qu'une des 
tangentes A conduit l'une des courbes 9 y ou est conduite par elle i lesrautres tan« 
gentes et courbes liomologues ne se trouvent point en contact. On ii^évident; par 
le tracé graphique et tout ce qui a été dit dans la premièic partie de ce mémoire, 
que cela aura lieu . 

74. Pour que le mouvement de rotation puisse se cootinOer indéflniment î il 
fondrait que Tare mesurant Tangle y soit égal à —, m étant 'un" nombre entier, 

n 

entier. Mais comme les dents courbes et droites sont enchevêtrées ks unesMans 

• ». ♦ 

les autres, et de telle manière qu'elles ne pourraient se dégager les unes des 
autres, tant que l'on voudrait les considérer comme olacées sur deux plj^ieaujr cir- 
culaires et horizontaux, l'un tournant autour du pomt<^etràutre tournant autour 
du point 9, nous allons voir qu'il suffira de prendre l'angle 6 tel que l'on aiti<, , 

Et en elTot, pour que les dents courbes 9 puissent se dégager des denfs droites 
ou flancs A , il suffit de s'arranger de manière à ce qu'elles passent au-dessous'du 
plan des droites A avant et après le contact qui a lieu sur la droite X. 

Or c'est ce que l'on obtiendra en pliant le plan circulaire su; lequel se trouvent 



et il faudrait aussi que l'arc mesurant l'angle 6 soit égal à -*, n étant uiipoombre 



V 
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tracées les courbes d^ sur un cône ayant son sommet spi"* point o et qui serait 
tangent à, ce plan tout le long- 4^ la droite X. 

On déterminera ce cône de 4a qianière suivante : 

'Ayant tracé la roue plane à flancs (fig. 1), et ayant dès lors tracé les divers 
rayons A j A.» A.^... tels que léft angles 6 étant égaux entre eux , on aura.: 

n.t s= 360% 

on tracera la droite X et on fixera le point o sur cette droite X, lequel sera donné 
par le pied de la pehpeiidiculaire abaissée du centre q sur cette même droite X* 

On tracera la spirale hyperbolique 3 ayant le point o pour pôle ou pour point 
assymplote, celte courbe d étant tangente à la droite A au point a en lequel les 
droites A et X -se coupent. ^ 

. Dy poîi>t comme centre et avec oôl' pour rayon , on décrira un cercle C' cou* 
pant la*€ourbe i au point a' ; et Ton remarquera que le point a,' est celui en lequd 
8Q,coupent lesiÉlroites A. et X. 

Cela posiT, on cherchera le rayon d'un cercle qui serait tel que sa c*irconlérence 
• * __— _ ^ 

aéra égale à p fois Tare rectifié a'a,\ '* 

JEt ainsi désignant oa/ par L, par R le rayon du cercle cherché , et par rf la 
longueur de rarcvectifié aat^ on aura : 

'Sir.R = p.d 

d'où ; • 

. • " 

On çoi^truira donc un cône. 2 ayant r son sommet au point o, ayant 2* le 
plan des droitesi^ pour plan tangent tout lelongjle laxlroite X, qui sera VopQ- 
thème de ce cfine 2, et ayant 3* pour seclîon droite un cercle du rayon R, ce 
cercje passant par le peint a,. ^ 

(Sela fait : ■ % ■ > 

Supposant (jî^. «) que les courbes a., 3, a.,... sont également espacées entre, 

«lies ,' et que les arcsô??, Tâj,... de la fig. (s) sontégaux entre eux «t à l'aro a.'u' 
de la. fig. (0, il suffira d'enrouler sur le cône 2 le plan sur lequel «e trouvent tra- 
cées l«s courbps a , et l'on aura syr le cône 1 des courbes à double courbure qui 
conduiront par un frottement de roulement lea rayons on flancs du plateau dont 

le centra est enq. 

■ 15. if suffira d'M.«''«rlescourbes du cône 2 et les'rayoïis ou yïa«c« du plateau, 

de la Blême manière qu'on l'a fait pwr L^ engreûages de White , et l'on obtiendra 
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on nouTél engrennge âTrott^ment êe routenient et composé iFutt phfrau denffê 
et d'une roue conique dentée ; et cfnns cet engrenage les Bxes m seront petirt 
situés dans un même plan y deux dents seront en frise et ne se' toucliereTif que 
par un point, et le pornt de contact se mouvra sur la droite X, droite sàiirant 
laquelle se touchent et le cAne 2 et le plan du plateau. ' 

76.' Il est évident que la roue conique tournant uniformément)' le pla4eau aura 
an moMvement de relation variable, cnr si {fig. ti) on considère un point de 
cooUct a de deux dents en prise , les distances de ce point a,, savoir : «g à r«e Q 
perpendiculaire au plateau et passant par son centre q^ et ah & Taxe O du jcàtm i 
et missantpar seo.sommet o, ne seront poini dans un lapport constant longue 
ÏQtï fera varier la position de ce point a sur la droite X (^). 

77. Il est encore évident que cet engrenage ne peut donner aficune variété 
comme i'^grenage précédenu U doit être rangé dans la classe des engrenages 
à crémaillère circulaire} il est seul et unique de son genise. 

ndtetËliE MAT». 

;; 

Nous sHmis dans cettetroisièn^e paKie donner la construction géométrique des 
excentriques destinés à tracer : t* sur4]n plan et T sur la surface concave ou con? 
vexe, iCakard d'un eylindre et ensuite d'un c^e, une oeurhe defonne-déteNBÔiée^ 

. 5 1. . . 

Tracé itune,,courbe sur Mne- surf ace plane et rectangulaire. 

m 

78. Soient données la droite X et une droite D perpendiculaire ^ cette droite X 
et la coupant au point m (fig. v); d'un points pris sur la droite X>.et comme 
Centre et avec un rayoo om, -décrivons un cercle C; traçons une courbe 8 arbit 
traire et passant par lepoint m. . • • • ' 

Cela fait : dîvisoqs la droite D , et à partir du point m; en un certarn nombre 
de partiesiigalQ^ entre eliesi par les points m, m\m\ m'",.. .'en menant par ces 
points dés paraffèles à la droite X , nous aurons les divers pofe» m, af^ x'^j a;"',... 
delacoari)^. ' , . 

fiîi sorte que le p^int métavt considéré comme erigine des €ODitdonnée8;et les 

droites X et comme axes des coordonnées , le point x' delà courbe i aura itim^ 
pour abscisse et m x' powv ordonnée. . • . 

I ■ ■ ' !■ I ■ g I i I W 

■ f _ ■'! 

i*) Voyei à ce sujet la Théorie géomélrique de$ engrenages , et les Véwstàppements âê g^métfk 
^seeripiim. 



.* Cela posé : 

Si Ton suppose que la courbe i ae meow parai lèlemeoi à elle-même, et daus le 
sens de ladroiieD, ainsi que Tindique la flèche/'^ à mesure que les poipts 
m\m\ m'V-« viendftiot se adperiioaer iur ifi point m, à «lerare aussi et en 
Iftème tenyps, les points x\ x"i x'\... de la courbe i viendront passer par 1^ 
p9iBts.p\ p V p'^#* . dû la droite X. 

' Et si Ton c^nte le cercle C el-.la droite D , demaaière à. former iweDgrenagei 
erémaillère, pendant que le cercJe^C se mouvra uniformément,, b crémaillère D 
M iftoavra aussi Ufliiorméflie&L 

Cela posé : ^ 

6i J*on divise le cercle C en arcs égaux entre eux , mn'j nWy i/V",.»» ^ de 

teaniôre ace t|ue Ton ait m9n =: arc- rectifié mit', on iroit de suite que les points 
m et Uf m el n'\.m"' et »%«,• viendront sucôessivement se superposer sur le 
point m-, parce que le cerde C et la ^norte D sont les lignes prUnitim$ de Ten^ 
greuage à cjpémaiJlère, et que Itf. cercle C et la droite D se conduisent dés lors par 
un frottement de rouloment/ 

tiela dit : • 

Traçons sur le plan du cercle C les divers rayons cn\ ofi", im'\... et. partons 
rèspacUvemtet sur ces rayons les dislances : . 



ny =tup^ tt y, z=zmp ^n y^;=imp ,... 



les divers pdints m, y', y^^ y'"»*** détermineront une courbe polaire ou excen^ 
trûifte <fé 

£t il est évident que si la Voue dentée tourne suivant la flèche f' et force la 
jcrémaillère à se mouvoir suivant la flèche /» les pdints homalog«es des courbes f 
cid vienikdnt en même temps sesuperposer'sur la droite X;:et ^u*ainsl les points 
a;'. et y^ viendroM se superposer sur le point p't'x" et y" \jendront se superposer 
sur le point p", et ainsi de suite. Ce qui précède étant compris : 

70. On voit de suite que si Ton siippose en m un siyle ou pointe à tracer, ce- 
style sera oU i* poussé le Jong dé la droite Z par Vexcenirique f et dans le sefis 
indiqué paKia flèche/, et tracera sur un plan fixé à la crémaillère la courbe d, 
comme Tindique la fig. a; ou 2^ il sera poussé le long de la droite X-par le ca* 
titre d et «lors il tracera sur le plateau tournant Kla courbe. f, ainsi que l'indique 
laflg.y, ^ ic 
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5 H. 
Tracé dune ùourbe sur une surface cylindrùfle au mo^fen de t excentrique. 

80. 1* Concevons un cylindre 2 de révolutioo dont le cercle E de section droite 
aura son rayon égal à p {fig. x)\ > 

2'' Désignons par B son axe ; 

3* Imaginons que ce cylindre étant transporté sur Ja fig. t^ se troui^ tangent 
au plan ( sur lequel est tracée la courbe d) , suivant la droite X ; 

4* Enroulons le plan de la courbe d sur le cylindre* 2, la courbe plane setrans^ 
formera en une courbe à double courbure ( {fig*x), et les'^arcs égaux en^r^eux 

mq\ q'q\ q"q"!y.... du cercle E Seront, étant rectifiés, égaux aux parties égales 

entre elles mm', m'm\ m'W", ( fig. v) de la droite D. * ^ 

L*angley mesuré par Tare mq' du cercle E {^g. x) sera donc connu et Vam» 
plitude de cet angle dépendra de la grandeur du rayon p. ^ 

Le rapport entre les angles co {fig. v) sera donc connjiet sera construit gra^ 
jMquement sans difficulté aucune. 

Cela posé : 

Si Ton place le cylindre 2 sur la fig. 9, de manière à ce quMl soit tangcsit sui* 
vaut la droite X, on pourra remplacer, dans les systèmes ou machiner dont les 
éléments sofft indiqués (/^. y et a), la courbe i par la courber $} de telle sortQ 
que si {fig. 2) le cylindre 2 tourne autour de son axe B et uniformément, Vexcen^ 
irique K tournant aussi uniformément autour de son axe I', les vitesses angulaiiiea 

étant dans le rapport constant - , les pdints homologues des courbes <p et (, sa- 
voir : n' et z\ n" et *", n'" et x"V«- vrendront en même se superposer sur la 
droite X. ♦ 

81. Nous allons indiquer entre tous les systèmes mécaniques qut pourraient 
être employés pour transmettre le mouvement demandé entre Ies«ax9 T et B, 
celui qui nous paraît le plus simple (^). 

Le cylindre 2 sur la surface convexe 4uquel on devra tracer la courbe g pren« 
dra un mouvement de rotation autour de son axe B, au moyen d'une bague ou 
anneau denté G {fig. z), qui sera conduite^ar une roue dentée C du même 
rayon porté par l'axe I parallèle à Taxe B est situé avec lui dans un plan vertical 



n Daoa tout ce qui ra suivre jusqu'à la fia de ce mémoire, noua n'exposerons que les priticipes ^Taprès 
lesquels les machiaesdoîvealétre coostniilee » et nous olndlqueroos que les éléknento de ces madiines. 
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En sorte que l'axe I transmettra par l'engrenage cylindrique G et C\ son mou- 
vement à Taxe B, et les deux axes I et B tourneront dans le même sens. 

Cela posé : 

On devra transmettre le mouvement de rotation de l'axe I à Taxe T de l'excen- 
trique K. Les deux axes I et V se coupent sous l'angle droit , et les trois axes F, 
I et B sont dans le même plan vertical. On transmettra le mouvement de rotation 
de Taxe I ^Taxe V au moyen d'un engrenage conique C" et G"^ mais il faudra 

diviser l'angle droit I, T, en deux angles « et 6 tels que l'on ait : * = - , pour 

que Taxe V tournant de l'angle oè transmette à l'axe B au moyen de l'axe I un 
mouvement tel que cet axe B tourne sur lui-même d'un angle y. 
' L'excentrique K poussera ou i* une tige ou verge F qui sera parallèle à l'axe B 
du cylindre plein 1 et dont la pointe m tracera la courbe g sur la surface convexe 
du cylindre 1 {fig. s) , ou V une tige ou verge F' qui sera parallèle à l'axe B' du 
cylindre creux 2' et dont la pointe m' tracera la courbe \ sur la surfsice concave du 
cylindre 7! {fig. 6). On ne doit pas oublier que le rayon p de la surface cj^lin* 
drique est celui de (^ surface convexe dans le premier cas (fig. z) et qu'il est 
au contraire celui de la surface cencave dans le deuxième cas ( fig. 6). 

Tracé dune courbe $ur une iwrfiwe cylindrique , au moyen du calibre. 

82. On peut tracer sur une surface cylindrique 2 une courbe donnée au moyen 
du calibre d; mais il faut remarquer que l'on ne peut alors tracer la courbe que 
sur la surface convexe du cylindre. 

Et en effet : 

Étant donnés un cylindre 2 et un plan T qui lui est langent suivant une de ses 
génératrices droites X » on pourra couper tout le système par un plan perpendi- 
culaire k la droite X, on aura donc un cercle E section droite du cylindre 1 et 
une droite D tangente à ce cercle E et au point m en lequel la génératrice X se 
trouve coupée par le plan sécant. 

Cela fait: 

On pourra remplacer le cercle E par une roue dentée et la droite D par une 
crémaillère. 

Dès lors le mouvement de rotation imprimé au cylindre 2, forcera le plan T à 
prendre un moovement de translation et paraHèlemeirt à la droite D. l 

Dès lors ayant tracé sur le plan T une courb« d, elle dirigera une pointe ou 

46 
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style (en la forçaat à &e monvok* W long 4a la droiia X) » ^ <>ûfclie poîaM Uractra 
sur le cylindre coavexdZ uoe courbe 4 qui aéra k oowbe demandée , c'eai^MÎM 
la courbe à double courbure, dont la transformée ( le cylindre 2 étaat 4iéveloppé 
8ur son plan tangenlT)» n'est autre que la coocbe plane {wk calibre) i. 

Il est bien évident „ d'après ce qui précède , qoe la courbe |^ œi^ui être tracée 
que sur la surface convexe du cylindre I» et jamais m^ sa siutfiMe «OMStvck, lorsque 
l'on construira une machine à tracer basée sur remploi du oaUbre^ . 

|iv. 

Tracé if une courbe sur une surface piane ei drcuUwre. 

89. Concevons (fig. y) un plateau circulaire A tournant autour de son axe 0. 
Ce plateau étant terminé par un cercle C , Taxe passera par le centre o du 
cercle C. 

Tfàçotts un diamètre X du cercle G et une courbe d qui passe par le point m 
en kufuel la droite X et le cercle C se coupent. 

Ceia iait : 

Prenons sur la (freîte X un point o, , et de ce point o, comme centre et avec o,m 
pour rayon, décrivons le cercle C,. 

Les deux cercles G et C, seront lang^nts l'un à l'autre au point m. 

Cela fait : 

Partageeoe leeepeto € «n partfes égales entre elles parles points m, q\ q'\ 
q"\.. et tirons les rayons ^'o, q"oj q"o...y ces rayons couperont la courbe 3 en les 
peints m', nl'^ »'"•.. 

Du point o comme centre et arvtc les rayons orrl^ om'\ om!"... décrivons les 
cercles P', P", P'",.., lesquels couperont la droite X, cl respectivement, aux 
points p', p'\ p"',... 

CeU fait : 

Partageons Je cercle C, en parties égales entre elfes par les points r', /', /",••. 

et de telle manière que l'on ait : arc rectifié mr'== arc rectifié inq'.... etc. ^ 
Ensuite menons les rayons or\ o/', o/'V** ^^ portons sur chacun d'eux 

rye=impj r"i/"=:mp", r"y"=:mp"\... les divers points y^ y", y"V- détermi- 
neront une courbe f. 

Cela posé : 

Si Ton suppose que la courbe (^ tourne autour de son centre o, et dans le sans 
ilhlFqâé par la flèche /^, elle forcera le point m à se mouvoir sur la droite X dans 
le sens indiqué par la flèche/, et si en même temps le cercle C tourne aufaar 
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4a m* eediM • dhofé le sens indiqué |)ar fe llècke fn de telle manière que le 
cercle C, tournanl de l*angle o , le cercle C tourne de l'angle yX on ce qui rei^îent 
au mftttd) defiiaiiière 4 m que les eerclM C et €, roulent Tun sm Fautre , comme 
les oercles primitifs d'un engrenage), la pointe m trmerasur le plateau tour- 
nant A la courbe d. 

El réciproquement . 

Si la courbe i conduit la pointe m en la forçai^ à se ODUfoir le lottg de k 
droite X dans le sens indiqué par la flèche/ , cette pointe m traœea «ur le pla- 
teau $ (tournant autour de son centre' oj la eourbe cp. 

84. On voit donc sur-le-champ qu'en dentant les deux cercles primitifis G et 
G, y on pourra construire deux machines à tracer» dont j^ ne dooue «ei que 
les éléments , savoir : Tune {fig. co), dans laquelle ï excentrique <b poussera la 
pointé m et lui fera tracer sur le plateau tournant P la courbe d; et l'autre, 
dans laqueUe feisacfl taennnar (fty- 1) lacoMev li^ il poussera la pointe m, et 
l\ki fera traeer sur le plateau tournanC Q la courbe <^ 

■ 

Tracé dune courbe sur une sur/ace conique , au moyen de Ce$xentrique. * 

85» Si Ton enroule le cercle C (Jig* y)» et toutes les ligBes et points de division 
qui s'y trouvent placés, sur un cône l^fig- tt) la circonférence C s'enroulera 
sur le cercle E, section droite du cône 1. Les points m, ç', q", g'",... du cercle C 
viendront se placer en les points i, î', t", i"',... du cercle E, et ces points seront 
équidistants entre eur, puisque ceux du cercle G sont équidistants entre eux. 
L'arc mq^ du cercle G mesure un angle y, l'arc correspondant ii' du cercle E me- 
surera un angle y. qui sera plus petit que l'angle y. 

86. Il sera facile, en enroulant le cercle C sur le cône 2, d'obtenir la courbe 
à double courbure S, , dont la transformée sera la courbe 5, ce cône 2 étant pla- 
nifié sur son plan tangent. 

Cela posé : 

87. On devra calculer le rayon du cercle E, de manière à ce queia circonfé- 
rence E renferme un nombre exact de fois Tare rectifié m(f ; ainsi désignant par R 
le rayon du cercle E , et par / la longueur de l'arc rectiBé mq\ m devra avoir : 

d'où : 

n.t 



n étant un nombre entier. 



2n 
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V 

Dès lors , on pourra employer Fudo ou l'autre des deux disposition^ indiquées 
{fig. X) el (fig. pi). . 

. 88. Dans la fig. /a, on suppose un axe I parallèle à la génératrice droite X du 

côqe ly et l'on divise en deux parties égales par la droite L, l'angle l, B formé 
par Taxe I et par l'axe B du cône 2. 

On place un engrenage conique (G, G'} qui transmet le mouvement de rotation 
de Taxe T à Taxe B. En sorte que les vitesses des deux axes I et B seront les 
mêmes, seront égales. 

Gela fait : 

On divise Tangle droit formé par Taxe I et par l'axe O, de l'excentrique (l'axe 
0, étant supposé vertical et l'axe I étant supposé horizontal } en deux parties par 

une droite L et de telle manière que l'on ait : ^ = - ; on construira l'engrenage 

conique (G", C"'); et l'on voit que l'axe 0, transmettra à Taxe B par l'intermé- 
diaire de Taxe I une vitesse telle que pendant que l'excentrique 9 décrira un 
angle a> , le cône 1 décrira un angle y,. 

L'excentrique 4> poussera une lige F qui se mouvra le long de la droite X et 
sa pointe m tracera sur le cône 2 la courbe demandée d.. 

89: Dans la fig. X, on divise l'angle formé par les axes B du cône 2 et O, de 

l'excentrique <^en deux parties a et 6, telles que ^on ait : |=^* I^^ ^^^ ^'^^^ ^> 

transmettra son mouvement à l'axe B, de telle manière que pendant que l'excen- 
trique 9 tournera d'un angle co , le cône 2 tournera d'un angle y.. 

La tige F se mouvra parallèlement à la généi^atrice droite X du cône 2, et 
suivant que l'on voudra tracer sur la surface convexe ou concave du cône 2, on 
disposera la tige F comme Tindique ou la fig. X, ou la fig. p. 

90. La première disposition (fig. fx) exige deux engrenages coniques; la 
deuxième disposition (fig. X) n'exige qu'un seul engrenage conique. 

§ VL 
Tracé d'une courbe sur une surface conique , au moyen du calibre. 

9i. Si Ton place le cône 2 de la fig. n sur le cercle G de la fig. y, le sommet 
du cône étant au centre o du cercle G, et l'apothème du cône étant égale au 
rayon du cercle G, il est évident que le cercle E, section droite du cône, se dé- 
roulera sur le cercle G, lorsque Ton planifiera le cône sur le plan du cercle C 
et qui ne sera autre qu'un plan tangent à ce cône. 
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Si donc l'on dente le. cercle C pour en feife mie crémaillère circulaire^ et si 
l'on dente le cercle E pour en faire une roue eenique, on déterminera un engre* 
nage à crémaillère, et le système sera tel que la courbe i (on le calibre A) 9 
poussant une pointe à tracer m le long de la droite X, cçtte pointe traœra sur 
la surface convexe du cône 2, la courbe d. 

Il est évident que par ce moyen mécanique on ne pourra pas tracer la courbe 
d, sur la surface concave du cône 2. 

S VIL 

92. Dans tout ce qui précède, nous avons exposé les principes géométriques 
d'après lesquels devaient être construites les machines à tracer une courbe 
voulue; nous allons indiquer très- succinctement certaines dispositions méca- 
niques qui permettent de réaliser la conception géométrique. 

93. Lorsque Ton doit employer une courbe 3 pour diriger une pointe m , la 
courbe i tournant autour d'un j)oint , et la pointe devant prendre un mouve- 
ment do va-et-vient le long d'une droite X, il faut matérialiser cette courbe 3, 
ainsi quo h pointe m. 

94. Or il y a en général quatre manièrcsde matérialiser une courbe, savoir : de 
faire : ou V une rainure ayant la forme de la courbe d, comme l'indique la fig.q>, 
ou 2* de prendre une verge et de la plier suivant la forme de la courbe i comme 
l'indique la fig. A , ou de découper une plaque suivant la forme de la courbe d , 
et dans ce cas il y a deux manières de découper la plaque , ou 3*" suivant Ja forme 
convexe de la courbe i, comme l'indique la fig. ^, ou i"" suivant la «forme concave 
de la courbe i , comme l'indique la fig. l (^). 

95. Maintenant la pointe inr devant prendre un mouvement de va-et-vient dans 
le sens de la droite X, son mouvement doit être dirigé. 

Il y a en général deux manières de diriger le mouvement de translation de la 
pointe m : ou i* en faisant glisser cette pointe dans une rainure A , comme l'in- 
dique la fig. 9, ou 2* en fixant la pointe m à une règle M qui glisse dans deux 
douilles ou guides fixes N et P, comme l'indique la fig. A ( la fig. A' est une coupe 
horizontale qui permet de voir comment la courbe i agit sur le manche de la 
pointe à tracer m. ). 

96. Dans les fig. <f et A , le mouvement de va^-vient de la pointe m est 
(omplel. 



'*) Voyez ce que j'ai dît au sujet des surfaces terminant les ovtfls è employer pour façonner la ma- 
tière et exécuter les dents d*un engrenage , dans Tonvrag» que j*al pnblié sous le titre : Théorie géomé- 



( 
triquê des engrenages, etc. 
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IMii^tlahB'Ies'flg.^ et ^,^te^téqeiiifsiiie appliqué àla poîAte^'ine ^ilfflrâlt' plus , 
H'DWt que/)OT9que ies'divefs poîtits'fle lacoufbc 8 arrmnl duceeâ^lvemanft sur 
la ^Airite'ï, ^là poitite m soit forcée de suivre céb poidts, et qu'mtisi elle se 
Mppronhe ou s'âoigiie dii een(re o à mesure que ce sont dés points de ia 
courbe i plus éloignés ou plus rapprochés du centre d qui*\iénnent passer sur 
fck'tfwtte^X. 

Aussi , lorsque Ton emploie la forme concave ou convexe de '1b courbe d, 
faut-il, outre le guide de la pointe m, placer un ressort S qui se trouve comprimé 
par la courbe d, ou qui presse sur cidtte t^ourbe i suivant que la pointe m doit 
s'éloigner ou se rapprocher du centre o. 

Les fig. X ^^ ^ indiquent celte disposition. 

91. Nous devons faire remarquer que lorsqu'on matérialise la courbe d en lui 
donnant la forme d'une rainure ^ comme fîg. 9» ou la forme d'une 6arr^ rig^de^ 
comme flg. A, les faces latérales, ne sont point terminées par deux courba iden- 
tiques à la courbe j. 

08. Ainsi {fig. A) pour tracer les^eux courbas i\ $" qui doivent terminer la 
rainure à droite et à gauche, il faut supposer que la tige de la pointe sera un 
cylindre vertical U d'un certain rayon p, et portant en son centre la pointe à 
tracer m, laquelle devait être conduite par la courbe $; et en décrivant des divers 
poîrtts V, v\ v\ !;'",.•• de la courbe 3 comme centres et avec un rayon p, les cercles 
V, V', V", Y'",... les courbes 3' et 3" langentes à ces divers cercles, détermîne- 
i'ont la forme et la largeur de la rainure dans laquelle se mouvra la tige cylin- 
driqueU. 

99. Ainsi {fig. B) pour tracer les deux courbes \, 5^, qui doivent terminer à 
droite et à gauche la verge rigide ^ il faut supposer que le point m, milieu de la 

distance ît' des deux couteaux enlre lesquels la verge courbe doit se mouvoir, 
parcourt k courbe d, puis du centre on mènera les divers rayons vecteurs oc, 
oaj okp Dp,.,, de la courbe d et sur chacun d'eux on portera à droite et à gauche du 
point de. la courbe d, des ouvertures de compas ^ales entre elles et à 7 /.(/étant 

la.dtfltânoeiit' des deux couteaux); on obtiendra par ce moyen les points .d,fr, 
Vy r,.«.\far« lesquels passera une courbe d., et les points^', b\ v, r\... par les- 
quels passera une courbe d,, et ces deux courbes détermineront la forme et 
l'épaisseur de ia verge rigide et eourbe qui doit conduire la pointe à tracer qui 
sera fixée au point m de l'équipage qui porte les couieaux. 
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N' 8. 

DE LA NATURE GÉOMÉTRIQUE DES DIVERSES ESPÈCES DE FROTTEMENTS QUI PEUVENT 

EXISTER ENTIfC DEUX COURBES ET- DEUX SURFACES {*). 

Il esiste huil espèces de frottements entre deux couii)e6 ayant un point com- 
mua > sarvoin'r 

h • ^ (idireel, 
roulement ] , . • 

Frottement àe [' i- . ^ /avec ou sans pivotement. 

* (direct, * *^ 



glissement \ . \ - 
P V angulaire,. 



tl existe seulement quatre espèces de frottements entre deux surfaces en con- 
tact suivant unelîgne coarbe ou dt*oite, saToir : 

■ 

, (direct, 

roulement | i • 

Frottement de { j- . ' 

^ -. ^ (direct. 

Par rapport! à.d^ux, courbes : , . . . 

J'appelle froHetnwi direct celui qiui a lieM. âalr.e:deaxi.ei»irfatts^ 'SKj^snt an fmoi 
de contact et à chaqœJ^^taAi du nK>u.vjQmeat, même iangeaAe>;. - 

Et j'appelle/ro^em^n^ angulaire cMniqjai^jà^i^Afïti^ deux iCOUfibes-^ ajnaALaxi 
point commun. et à abaque instanL du.«ioiki.v^menir^ des.tanganlM ^ifiE&r^o^e^ 

Lorsque^ à chaque iostanl.du mou^âip^ti, Tangle fojimépar/ les. plan&daa 
oercjes osculatoiir^ cotirrc^po^danta, pour cfimim^ d€i3icaufîb€;3».attpoiot(COfaauin 
ou de:congtaat>^,^i,coi>staqt),ailors i\ Q;;iapd«t4^.$^yâtaiPeni;;âiQd,Mgle^vani0^ 
lQ.pi.volea)^aLa.lidii«. 

Par rapport à deux surfaces : 

y apj^ell&fiqUement. direct cqlui qui e)(ia(€^k>nsqtiiuHe.coittb6 qnricanquoi^éUànt 
tracée sur Tune des surfaces, elle laisse sur Tautre surface, {iaiidank.8Mirmûuiit>f 
ment de rotation.,, uu/^ em^wM V>. telb&.qWàipb^^ue- îiuÉaat.Ân a)fm^«oia»t^ 
les courbes 9 et 9' ont en leur point de cqj^imlmi^^^laè^eiïUti. . 

^^ r^Ppellej^^tieinfiiUan^tilfiir^jiMluiti^ 4jîâu.lociBquâ)k8tc(HMrliMjp^t;y ant 
au point qui leur ^at commAiA; de^iODg^ia&ea dîfii&nMMs. 



I » 
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{*) J'ai fait publier co petit mémoire en (juillet) 4827; on n'en tira qu'un très-petit nombre d*exem- 
piaiftt. IfiàGiimB.pmle de ce némoire âanp une nete plMé^à^lsHhhdi^ebfipUre sur ItBieftgftmfMy 
dans ]» i« éditioA d^ 0m Traité de9*fnifchinm* T Jâk 
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Exemples des divers frottements existants entre deux courbes. 

V FroUeiueni de roulement direct et sans pivotement. 

Je suppose deux cônes droits ayant même sommet; les cercles-bases , corres^ 
pondant à une même longueur d'apothème*, jouiront de cette espèce de frotte- 
ment : en supposant que Fun des cônes restant fixe, Tautre prenne un mouve- 
ment de rotation, les deux sommets restant toujours confondus en un seul poinL 

2'' Frottement de glissement direct et sans pivotement. 

Je suppose deux cônes droits, en contact suivant une génératrice droite, mais 
n'ayant pas même sommet. 

Deux cercles correspondants gliaseront Tun sur Fautre, pendant que Fun des 
cônes restant fixe, Fautre cône aura un mouvement de rotation tel, que son 
sommet parcourra un cercle tracé sur le premier cône; les deux cônes étant par 
conséquent, à chaque instant du mouvement, en contact suivant une généra- 
trice droite. 

3"* Frottement de roulement direct, avec pivotement. 

Je suppose un cône droit C, ayant pour axe une ligne droite A. 

Sur ce cône C je prends un cercle-base c. 

Par Faxe A, je mène un plan P, sur lequel on trace un cercle a, ayant un 
rayon r, et ayant son centre au point d'intersection du cercle-base cet du plan P. 

Le plan P, en tournant autour de Faxe A , entraînera le cercle a , qui d^ns 
son mouvement engendrera une surface annulaire y. 

Je suppose, ensuite, qu'il existe dans l'espace une surface quelconque d (une 
sphère , par exemple), dont le centre ne sera pas situé sur Faxe A. 

Je.suppose, enfin^ un second côneC, ayant pour axe une ligne droite A' coupant 
Faxe A ; sur ce cône je trace un cercle-base c^, ayant un rayon r égal à celui du 
cercle a, et cordant, sur le cône L\ à la même longueur d'apothème que le cercle 
c situé sur le cône C. 

Je mets les deux cônes G et G' en contact suivant une génératrice droite, leurs 
sommets se confondant. 

Dans cette position , les deux courbes c et c' seront en contact par un point , et 
auront, en ce point, même tangente i. 

Je fais tourner le cône C' autour de la tangente i, comme axe de rotation^ 
jusqu'à ce que, Faxe A' s'appuyant toujours sur l'axe A^ ce cône G' soit tangent 
à la fois aux deux surfaces y et d. 

Puis supposant que le cône C reste fixe, et que le côue G' se meuve de manière 
à ce que son axe A' s'appujant toujours sur l'axe A, il reste, à chaque instant du 
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mouvenieni tangenl, à la fois aux deux surfaces 7 et i^ les deux cereles cet c 
rouleront en pivotant Tun jpir Tautre. 

4"" Frottement de glissement direct, avec pivotement. 

Ce frottement aurait lieu entre deux cercles c et c'qui , se trouvant d'ailleurs 
dans les mêmes circonstances que celles énoncées n"" 3 , ne correspondraient pas 
à une même longueur d'apothème. 

5* Frottement de roulement angulaire, sans pivotement. 

Deux hypQfboIoides à une nappe , de révolution et égaux, peuvent toujours 
être mis en contact suivant une génératrice droite G, en sorte qu'en chaque p^int 
de cette génératrice G^ les deux surfaces auront même plan tangent. 

Deux cercles tracés respectivement sur chacune de ces surfaces gauches, et 
ayant un point commun situé sur la génératrice de contact G, rouleront angu- 
lairement Tun sur l'autre, en supposant que l'un des hyperboloïdes reste en 
repos, et que l'autre se meuve, en se mettant eu contact suivant les génératrices 
successives et du même système que G. 

6"" Frottement de glissement angulaire, et sans pivotement. 

Je suppose un paraboloide hyperbolique droit, ayant par conséquent ses deux 
plans directeurs perpendiculaires l'un à Tautre. 

Je prends sur cette surface deux génératrices droites G^ et G'^, quelconques, 
mais appartenant au même système. 

Je suppose ensuite que la génératrice G, du même système que G' et G", et 
coupant à angle droit toutes les génératrices de l'autre système, tourne respec- 
tivement autour de G' et de G", ces deux droites étant considérées chacune 
comme un axe de révolution. 

Cette génératrice engendrera deux hyperboloïdesà une nappe et de révolution, 
qui seront en contact suivant cette droite G. 

Mais l'on doit observer , qu'en disant que G' et. G" sont deux génératrices 
quelconques, je suppose qu'elles ne sont pas également distantes. 4& la droite G. 

Si, maintenant, je considère deux cercles ayant un point compiun situé sur 
la génératrice G, ils glisseront angulairement l'un sur l'autre, en supposant tou- 
jours que l'un des hyperboloidcs restant fixe, l'autre se meuve en se mettant en 
contact suivant les génératrices successives. 

7'' Frottement de roulement angulaire et de pivotement. 
Les deux hyperboloidcs du n* 5 étant donnés, je suppose que les courbes dont 
on veut examiner le frottement, soient les deux cercles de gorge. 

Dès lors, l'un des hyperboloidcs restant fixe, je suppose que l'autre hyperbo- 
loïde prenant un mouvement de rotation^son axe, au lieu de décrire un troisième 
hyperboloide à une nappe et de révolution autour de Taxe de la surface fixe, 

47 
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f)i^i»ne un fitow^Ametit de bakidôement^ dont ta loi sera déterminée par la con- 
dition suivante: 

Supposant un conoïde engendré par une droite sfappnjant snr Taxe de Thy* 
p«rbeloide fixeei stnr«on cercle de gorge ^ Taxe de Iliyperboloide en mouvement 
sera y four -chaque position de contact angulaire des detnc cercles de gorge , per- 
pendiculaire à la génératrice du conoïde, passant par le point commun à ces 
deux cercles. 

8* Frottemenit de glissement angulaire , avec pivotement. 

<0b suppose que les deux hyperboloîdes du n* 6 sont donnés, et que les cercles 
de gorge de <s9è deux surfaces ont tm mouvement de rotation assujetti à la loi 
«énoDcée n* 7, désiors ces deux cercles jouiront du frottement énoncé. 

Exemples des diverses espèces de frottements qui peuvent exister entre deux surfaces* 

1* Frottement de roulement direct. 

Deux cônes droits ayant mémo sommet et étant en contact suivant une géné- 
ratrice droite, roulent directement fun sur Tautre. 

2^ Frottement de glissement direct. 

Deux cônes droits n'ayant pas leurs sommets au même point, et étant d'ailleurs 
en contact suivant une génératrice droite, glissent directement Pun sur Taulre. 

3"* Frottement de roulement angulaire. 

(/es deux hyperboloides à une nappe et de révolution^ décrits n"" 5, roulent 
•ogvlairement f un sur Tautre. 

A"" Frottement de glissement angulaire. 

Les deux hyperboloides à une nappe et de révolution, décrits n"* 6, glissent 
angulairement l'un sur Taulre. 

J'ai donné Te^amen détaillé de ces diverses espèces de frottements, d'abord 
èàn» deux mémoires présentés à TAcadémie royale des sciences de Stockholm , 
ie premier ayant pour titre : Nouvelles recherches sur tes engrenages ^ qui fut pré- 
senté a«i mois de septembre 1822, et approuvé par W&. Lagerhjelm et Svanberg, 
oominissaires nommés par !* Académie; 

Le second ayant pour titre : Des relations qui doivent exister entre deux surfaces 
en contact suivant une ligne courbe êu droite^ pour que le frottement soit de roulement où 
^glissement, qui fut présenté dans f année 1823^ approuvé par les mêmes com- 
missaires , traduit en suédois , et imprimé dans les Acte3 de l'Académie pour 
tMinée4824; 

iSnMke, dans At\ïx mémoires présentés à Tlnstitut de France, Fun au mois 
4^ décembre 4'625, ayant pour titre : Recherches sur tes engrenages cylindriques de 



White; et l'autre, au mois de février lflS9, ayant pour titre : Comirmiion d*ua 
engrenage hiiperboloidi(ffjie ^ au moyen duquel ion peut trqnmneUre Ifi mQWeimeikt de 
rolattan entre deux axes qui ne sont pas situés dans un même plan* 

Je me bornerai , dans cette note , à donner ce qui est refatif au froUement de 
roulement direct entre deux surfaces (*). 

Je suppose que Ton fasse momroip un plan tangent à une surface courbe quel- 
conque M, de manière qtre fes points de contact se trouvent sur une ligne de 
courbure mmtmum d de cette surfece. 

On formera alors une surfece dêveloppable D, dont Je désigne l'arôte de 
rebroussentent par î. 

Si j^opère de la même manière, par rapport à toutes les lignes de courbure 
minimum d, d', d", etc. , de la suirfàce M, la série d'es arêtes de rebroussement 3, 
3^, 3^, etc., formera une surftice courbe , dont les fignes.de courbure seront les 
développées des lignes de courbure minimum , et les développantes des lîgifes de 
courbure maximum de la surface M; ôt cette surface, que je désigne par P, sera 
telte , que ses plans tangents seront normaux par rapport à la surface M , et que 
les plans tangents de la surface M seront normaux par rapport à la surface P ; les 
deux surfôrees M et P pourront être dites : surfaces réciproques. 

Si, au lieu de considérer les lignes de courbure minimum de la surface M, 
j'avais employé ses lignes de courbure maximum , j'aurais formé une surface Q , 
dont les lignes de courbure auraient été, les unes développantes des ÏSgnes de 
courbure minimum de M, et les autres développées des lignes do courbure maxi- 
mum de la même surface. 

Et les plans tangents des sur&ces Q et M auraient été récipro(iuenient plans 
normaux de M et Q. 

Si Ton opère ensuite par rapport à la surface P comme nous l'avons fait par 
rapport à la surface M , l'on obtiendra une nouvelle surface P'. 

Et les surfaces P' et M seront , par rapport à P, ce que les su^faces P et Q sont 
par rapport n M. -. * 

De la surface Q l'on pourra déduire une surface Q', et ainsi de suite; de sorte 

que Ton formera la série de surfaces, etc P", P',#P, M, Q, Q', Q", etc., les 

surfaces P et Q seront dites ; surfaces des centres de rotation de la surface M, et 
Ton verra plus loin pourquoi je jeur donne ce nom. : 

(*) Ce qui suit est extrait du mémoire publié en 4824 dans les Actes (Je l'Académie royale dos scioncos 
de Stockholm. > T. 0. 
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§n. 

Soit donnée me surface développable D, ayant pour arête de rebroussement 
une ligne à double courbure d. 

Je suppose un plan tangent T à la surface D, et passant par une génératrice g 
de la surface D, et la tangente i menée au point m de d, point m en lequel cette 
courbe d est coupée par la droite g. 

Ce pion T contiendra le cercle osculateur de la courbe 3, au point m. 

Je désigne par r le rayon de ce cercle au point m. Tous les rayons de cour- 
bure r forment une surface gauche. Perpendiculairement au plan T, et par le 
point m, je mène une droite h. Si en chaque point de la courbe d je fais la même 
construction, la série des droites A formera une surface développable , dont 
l'arête de rebroussement C aura pour développante la courbe d. La portion de I9 
droite h comprise entre les deux courbes d et i; sera le rayon de flexion de la 
courbe d pour le point m. Je désigne ce rayon par R. 

Si je déroule la surface dévejoppable D sur le plan T, la courbe d se transfor- 
mera en une courbe y, dont les rayohs de courbure formeront la série des rayons r. 
Cette courbure y est dite : ligne de courbure simple de Tarête de rebroussement 3. 

On peut replier la surface D, plauiHée, de manière à varier la loi des rayons 
de flexion R. Par conséquent, Ton peut former une série de surfaces dévelop- 
pables D', D", D'", etc., ayant pour arêtes de rebroussement des lignes d', i", 
d"\ etc. , qui auront toutes pour rayons de courbure la série des rayons r» mais 
qui auront chacune des rayons de flexion diflerents et formant des séries R'» 
Wf etc. Il est évident , maintenant , que si l'on prend deux de ces surfaces déve- 
loppables D et D', qu'on les mette en coniact suivant une génératrice droite, 
passant par un point m de la courbe d et un point m' de la courbe d', points tels 
que les rayons de courbure qui y correspondent soient égaux, supposant que la 
surface D reste fixe et que la surface D' prenne un mouvement de rotation, cette 
surface D' roulera sur D^n se mettant -en cc^ntact suivant les génératrices <lroite8 
successives , et les deyx arêtes de. rebroussement i eiSi auront toujours en leur 
point de contact 1 une tangente commune. On peut donc dire que deux surfaces 
développables , dont les arêtes de rebroiussement ont même ligne de courbure 
simple 7, étant mises en contact convenabfement , rouleront l'une sur l'autre, et 
le frottement sera celui que f ai désigné par le nom defroUemènt de poulemenidxrecU 

Sur la turface développable D, je suppose uiîérdes développées rfde l'arêie de 
rebroussemei^t d, et unô gcnéralrjce droite G coupant la courbe d au poiiiiitt 
et tangente à la courbe ât^au point m. 
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Je suppose un cône de réyolution C , ayant son sommet au point m, et ayant 
pour base un cercle dont le rayon sera celui de courbure maximum âe la surface 
D, lequel correspond au point n; le côneC et la surface développable D étant 
d'ailleurs en contact par la génératrice droite G. 

On sait que d et G seront, Tune la ligne de courbure maximum, et Vautre la 
ligne de courbure minimum de la surface D. 

Le cône C sera tangent à la surface D, suivant tous les points de la généra- 
trice G y et en chaque point le contact sera du même ordre qu'en le point n , par 
conséquent tous les centres de courbure maximum correspondant à la droite G^ 
seront sur la ligne qui joint : V le centre de la sphère osculatrice en le point n, 
et 2*" le sommet m. 

Si je mets en contact les surfaces développables D et D' par la génératrice 
droite G, et de manière à ce que le roulement ait lieu , Ton voit que les deux sur- 
faces D et D' auront leurs rayons de courbure maximum^ correspondants au 
même point de la génératrice decontact, dans un rapport constant. 

De sorte que si le rayon de courbure maximum de la surface D est , au point n , 
représenté par v , et par u pour la surface D'; et que » pour un point quelconque 
n'de la génératrice droite G, le rayon de courbure maximum de la surface D soit 

v\ el ti' pour la surface D', l'on aura toujours : ^ = -,. Et cette équation aura tou" 

jours lieu pour un point quelconque de deux génératrices droites se mettant en 
contatp'^ ndant le mouvement de rotation. 

Les deux cônes qui auront même sommet m, et pour base, l'un le cercle oscu- 
lateur de la surface D en n , et l'autre celui de la surface D' au même point , 
pourront être considérés comme pouvant rouler l'un sur l'autre dans le premier 
instant du mouvement, le sommet commun m pouvant être regardé comme centre 
de rotation. 

C'est pourquoi je donne à Tarête de rebroussement d'une surface développable 
le nom de ligne des centres de rotation de cette surface ; et c'est aussi par la même 
raison que j'ai désigné la surface Q et la surface P par celui de surfaces des 
centres de rotation de la surface M. 

I IV. 

Revi^'nons à la surface M. 

D'après ce qui précède, il sera facile de construire une surface courbe N, et 
Ton pourra en construire une iniinité, telle qu'elle ait même ligne ^e cour buro 
maximum que la surface M, ses lignes de courbure intntmtim étant eeque deviennent 
les lignes de courbure minimum de fit, lorsque l'on transforme les surfaces déve- 



— BJÀ — 

loApablQSiP. eiVid!atUce»<.attiAi£Qs«aiiifti d^velofitiAblM iVpMite imnafimnMitii 
éUj(]A$QUinisa à. celt^ Lgâ ,. savoir : ^le.WS'rdj^^ns.dti «ourfagra mànmum cies simh. 
fac^.N H it^qnloMte&fùuàBid à* un mena poink àe laJigseée^eeBlMt, laqMalle 
sera une ligne de courbure maximum des-.$u«£i€6S. M «i M, sont dans la» npfMrt 
constant, „ ^pel qpie. sail. ce poinu 
Ainsi les lignes de courbure tnaximym é% la surface Bl ^tmà désignées par*$^ 

Et soy lignes d^ corn bure minîmiim^ par. d^ il>»,d'V eto. ;. 

l^a Ugpe^. de caqrb.ure maximum oi^ minimum de la^ surface N MionL awm S , 

Et ses lignes de courbure mimmum ou maa:imtim seront désignées paPn^Vyii"» etc. 

Leys surfaces M ei«Ni étaiit dans- la premier instant en contact suivant la courbe 
l , par exemple ;. 

Les^cayaM de courbure des courbes vi ^ y]', r/V eto. , eoffrespoodant aux points, 
où ces lignes coupeni la couji^be^ , étant désignés par v^ tf', tf'j eto. ; 

. Les courbes -n^X d^y! et (£', etc. ^ seront chaoune en contact par un paint , et 
seront nonwnéea ligues hQmotpgu^s. 

Et les rajotts de cQurburte daa.e^iurbes dy d'^ d'\ correspondant a«x mêmes 
points, étant désignés par r, r', r", etc., on devra avoir la proportion suivante : 

v: r ::vf : r* :: v* : r", etc. ; 

Et cette proportion devra subsister par rapport à tous les points des autres 
courbes $', Ç", etc. ; 

De sorte q«e, lorsque la proportion précédente subsistera, les deux surfaces 
M et N auront mèmes; lignes de courbure daps un sens ; 

Et lorsque ces deux surfaces auront mêmes lignes de courbure dans un sens, 
cette proportion subsistera , excepté dans deux cas , où cette proportion pourra 
exister ou non; savoir : lorsque les deux surfeces auront pour mêmes lignes de 
courbure dans un sens des lignes droites , ou des lignes égales entre elles. 

Ainsi ^ lorsque les deux surfaces seront développables ou seront de révolution, 
si Ton suppose que les surfaces M et N étant en contact suivant la courbe Ç, 
par exemple, M restant fixe, N prenne un mouvement de rotation, cette surface 
tendra à rouler sur M , en se mettant en contact suivant les lignes de courbure 
successives 4' } Ti i"\ etc. ; et Ton peut énoncer ce théorème général : 

Si deux surfaces courbes ont mêmes lignes de courbure minimum ou maximum^ 
lorsqu'on les mettra en coni^iel suivant une de ces lignes , elles aurocU lue ten- 
dance, i se rouler par leur» l^ea de eeuvbirre mamnmn ou minimum. 
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Et dans le» denx cas |>articdfief s énonces ci^deisos , si la proportion entre les 
rayons dceominire stibsisle, les 'denxswfacês teindront à rouler f une surTautre; 
«i «elle ne subsiste passées surfaces tendront à glissrer l'aneêur l'autre^ et le frotte- 
weDttde roulement , ^a 'de^issement qDi acrra lieu , est celui que j'ai désigné par 
le JUMB de firoUemem , de rtnUemeni oti de gtbfsemem , direct 

Les deux surfaces M et t( étant darfô les conditions établies ci-dessus ^ on 
pourra^eoaslratre, par n^ipenrt à la *scprf!aee K, deuxsui^feces X etT qui seront les 
*amUoffueê des suriarces'P et Q. 

Locsqiie les deati sorfaoes M et N se mettront en contact par leurs lignes de 
courbure du même genre, les surfaces P et X, Q et Y Be mettront aussi en con- 
tact par ides lignes 'de*courbure d'un même genite ; 

• Ainsi (par exemple ), les surfaces M et'N 'seroiilant parleurs lignes de seconde 
courbure , les swfeeesi^ et X, Q et Y, se rou/ero;^r aussi parleurs lignes de seconde 
i4)ourbiire. '' 

Mais dans les deux «as particuliers énonces d-dessus , lorsque les surfaces M 
et N fissent ii'oine s»r fauire, ies surfeties P et *X , ^ et % ne sont point en con- 
tact^ de !6ontej(|ue Vxm 'peut énoncer ne thëorrème^ 

&i<deux sarlsees M et N étaol mises en contact suivailt une figne de courbure , 
lesfiunÊioes des centres de rotation sont en contact, les deux surfaces H et N 
ieftdreni à rouier i'ane sur l'autre; 

Si les surfaces des centres de rotation ne sont point en contact^ alors les deux 
surCaeesdi et N tendront «à gïisser T ttne sUr Tatnre (*)• 

§ V. ' . 

■ 

Je suppose que sur la surface M, on ttace une courbe arbitraire 9, la surface 

{*) On doit Tuire remarquer, que lorsque Ton dit que les deux surfaces M et N tendciU â JROukr ot à 
glisser l'une sur l'autre , on n'entend *pas Ûffe qu'en effet , la surface 1M restant fixe , et1a surface N pre- 
luintiin mouvemenlt «ll« soûlera on glistra (afféetiiHmdni '«uf la ^orfaee H efn se mettant en contact 
avec elle par ses lignes de courbure sucçessivaa. 

On entend dire : si certaines conditions , que nous n^avons point examinées lorsqu'il «^agîtdQSfiFfeQes 
géoévalea («t mm p^irtfctriièi e<*)lâ't!t N, i^ébifëtbtot , les ôurfaces satisfaisant à ces conditions rouleront ou 
glisseront effectivement Tune sur l'autre, et le frottement sera direct ; si ces condtKiMiâii^ subsidtèac pais, 
les surfaces M et N auront seulement ujif tendaqoe <à.4Milff-ûu4^1iW8rdire«i«nieKl<i*iiMeisurriDaiitre « 
quoique la surface N ne puisse effeetitement changer de place une fois qu'elle est en contact.avec laaar- 
face M. C'est ainsi que pour les surfaces particulières M et N , savoir : deux surfaces développables quel- 
conques, i>u deia canes, ou deux cf liadrti, -il «ti^idoiii qit^ke w^v^meiit deia surface' N sur la 
surface M peut effectivement avoir lieu, quoique nous 0^ d^^uisioostfas 4;»tie jpo np i WW 4ê*WDKRêfêt 



de Texislence de certaines conditions générales , qui subsistent nécessairameai dana ces cas. parlicuUai^. 

' ' T.O. 
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N, en roulant ou glissî^nl sur M , recevra de cp une empreinle ^\ telle que ^ et ^' 
auront une tangenie commune en chaque point de contact successii. 

Il est évident que^ pour chaque contact de ces courbes, les plans contenant 
leurs cercles oscdlaleurs se conlondront; de sorte que les courbes (^ et tf auront, 
pendant le mouveiiient de rotation des deux surfaces M et N, un frottement, de 
roulement ou de glissciiienl , tiirect et sans pivotement. 

Deux courbes telles que f et (^^ peuvent être nommées Hgnes homeiogues* 

Ainsi , deux surfaces en coniact suivant une ligne courbe ou droite ne peuirent 
pivoter Tune sur Tautreen prenant un mouvement de rotation, parce que leurs 
lignes homologues ne pivotent pas pendant la rotation. 

Je supjjose maintenant que perpendiculairement à la tangente commune aux 
courbes <f et 9^, je fasse passer un plan B, dans lequel je trace deux courbes arbî«- 
traires a et a, mais tangentes Tune à l'autre et précisément au point de contact 
des courbes cp et 9', et ayant en ce point pour normale commune, TintersectioD 
du plan tangent commun aux surfaces M et N , avec le plau B. 

Faisant ensuite mouvoir les deux courbes a et a', la première sur la courbe 9, la 
deuxième sur la courbe 9', de manière que dans toutes les positions de contact 
de 9 et 9', tout le système soit dans les conditions que je viens d'énoncer, î*obtien- 
draî deux surfaces-canal qui , pendant le mouvement de rotation de la surface N 
sur M, rouleront ou glisseront Tune sur l'autre, suivant que N roulera ou glissera 
sur M. 

Je puis multiplier sur les surfaces N et M , le nombre des courbes telles que 9 
et 9', et former dès lors un engrenage composé d'autant de dents qu'il y aura de 
surfaces-canal. 

S VI. 

Ce sont les considérations précédentes qui m'ont amené à envisager la théorie 
des engrenages, sous un point de vue tout nouveau. 

Dans les arts mécaniques, il est important que Ton puisse engrener et désen- 
grener avec promptitude et facilité. L'uniformité de mouvement est indispen- 
sable; et, pour la solidité, il est nécessaire que les surfaces dentées tournait 
autour d'axes fixes. 

Ces diverses conditions seront remplies si Ton prend pour «surfaces M et N 
des surfaces de révolution. 

Et comme dans les surfaces de révolution, lés lignes de première courbure 
90ni les méridiens j et les lignes de deuxième courbure sont les cercles dont les 
pians sont perpendiculaires à l'axe^ les deux surfaces M et N, pour pouvoir se 
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mettre en contact suivant une ligne de courbure, devront avoir leurs axes de ré* 
Yolution dans un même plan. 

Si les axes se coupent y on pourra prendre pour les surfaces M et N deux cônes 
ayant leurs sommets au point d'intersection de ces axes; 

Si les axes sont parallèles y on pourra prendre deux cylindres. 
En opérant, par rapport à ces deux surfaces particulières , comme je Faî fait 
ci-dessus pour les surfaces générales M et N ^ on obtiendra un engrenage à la 
White; et comme pour un cône, la surface des centres de rotation se réduit au 
sommet , et que pour un cylindre ce sommet est situé à Tinfini , on pourra affir- 
mer que le frottement des dents sera de roulement direct , et sans pivotement. 

Et les lignes de courbure par lesquelles les deux cônes ou les deux cylindres* 
se roulent , étant des cercles y il s'ensuit que les vitesses angulaires sont 
constantes. 

On parvient donc , au moyen des considérations développées dans cette note , 
à démontrer rigoureusement que les engrenages coniques et cylindriques que le 
mécanicien White présenta à l'Insthut pour le concours décennal de 1810, 
jouissent en effet de la propriété qu'il leur attribua, savoir : celle de satisfaire à 
la fois aux deux conditions : l"" de frottement de roulement; S"" de vitesse angu- 
laire constante; conditions qui avaient été, jusqu'à lui, regardées comme ne 
pouvant avoir lieu, en même temps, dans un engrenage (^). Mais White, qui 
sentait bien que la matière agissait, ainsi qu'il l'annonçait, ne put le démontrer 
mathématiquement ; et le mémoire qu'il publia en 1811 , bien loin de présenter 
la question sous son véritable point de vue géométrique, ne servit qu'à confirmer 
les géomètres dans l'ancienne idée de l'incompatibilité des deux conditions. 

Si , au lieu de prendre pour courbe méridienne des surfaces de révolution M et N 
une ligne droite , on trace sur le plan des axes une courbe arbitraire z\ par son 
mouvement de rotation autour de chacun des axes, cette courbe z engendrera 
deux surfaces de révolution, sur lesquelles on pourra opérer comme sur les sur- 
faces générales M et N. 

Mais alors l'engrenage obtenu aura un frottement de glissement direct et sans 
pivotement , et les vitesses angulaires seront encore constantes. Le frottement 
sera de glissement, parce que la surface des centres de rotation pour une surface 
de révolution , n'est autre que l'axe de révolution , et que dans le cas que nous 
examinons, les deux surfaces des centres de rotation ne seront point en contact. 
Les vitesses angulaires seront constantes , par la même raison qui fait que 
cette condition est remplie pour deux cônes ou deux cylindres. 



(*} Yoyes le mémoire publié par Euuau 

48 
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La différence entre les engrenages dont je viens de donner ane idée , et eaux 
ordinairement en usage , consiste en ce que y dans ceux-ci : V les dents sont ea 
contact par une portion de surface cylindrique on conique, suivant que Tengi^e- 
nage est cylindrique ou conique, puisque l*on est obligé de donner aux dents 
une certaine épaisseur, pour qu'elles résistent ; 2"" le point de contact des épyci- 
cl(Mdes planes ou sphériques qui terminent les deols^ ne sort pas du plan qui 
contient ces courbes, pour l'engrenage cylindrique ou de la sphère sur laquelle 
ces courbes sont tracées pour Tengrenage conique , tandis que dans les engre- 
nages à la White , les dents ne sont en contact que par un point, et ce point, 
pendant que l'engrenage fonctionne , se meut sur la courbe % tracée sur le plan 
•des axes ; et il y a autant de dents en contact, en même temps , qu'il y a de sur- 
faces-canal coupant la courbe méridienne» 



W 9. 

BU TRACÉ ET DE l' EXÉCUTION DE L ENGRENAGE DIT YIS-SANS-FIN (^). 

§1. 

Dans la quatrième et dernière édition de son Traité des machines, H acikettk 
dit au sujet de la vis-sans-fin : 

« La vis*sans-fin est une roue dentée engrenée dans les pas d'une autre vis, à 
» laquelle elle imprime un mouvement de rotation (^^). Si la vis est enveloppée au* 
» tour d'un cy4indre, il n'y a qu'une seule dent de la roue dentée qui soit en- 
» gagée (^^^); mais on peut en engager plusieurs en traçant la Tis sur une sur^ 
» face de révolution qui serait tangente à la circonférence du cercle passant ptf 
» le premier point de contact de chaque dent (****), 

» La figure du filet de la vis'^sans-fin et celle de la roue menée par oelte yîs 



(*) Extrait du joiirnai du génie civil , 3« yol., année 4829. 

(**) Celle défiriilioD n'esl pas très-claire; la roue dentée par la vis ne peut être comparée à une vis. 

T.O. 

(***) Ceci CAt inexact. Quand on tailie ane rone au moyan d*ane ▼iscfltodriqve, ptaBienra deitaâe la 
roue peuvent être en contact avec les filets de la vis; le nombre des dents en oantacl dépaod du r^yMi 
de la roue, de l'épaisseur et du rampant du filet de vis. T. 0. 

4***^lUanfM déaigM ici iea ene r enag e s c fo p s fi lrM , ^hmt il n*a pas parlé dans son outrage. 
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9 poarraent donner Ueu à une mnhîtude de recherehes analogues à celles qui 
» concernent les roues dentées en général. 

t La meilleure manière de tailler la roue dentée d'une vis-sans-fin consiste à 
» faire la vis en acier, à la tremper , à donner à ses arêtes un bon tranchant, et à 
» la faire agir sur la circonférence de la roue dentée (*). 

» A mesure que le tranchant de la vis entraîne la circonférence de la roue, on 
» les rapproche Tune de Ta aire jusqu*à ce qu'elles se pénètrent de toute lapro* 
» fondeur de lavis, et on continue à les faire mouvoir ainsi Tune sur l'autre^ 
» jusqu'à ce que la vis n'ait plus d'action sur les dents qu'elle a taillées (^^}. 

D'après cet article , extrait en son entier de l'excellent ouvrage de Hachette , 
l'on voit que tout reste à faire au sujet de la vis-sans-fin, que l'on ne connaît 
point encore la nature géométrique de la surface des dents de la roue dentée; 
que Ton ignore comment s'opère le contact entre une dent de celte roue et le filet 
de la vis; quel est le lieu géométrique des contacts, et que l'on n'a point encore 
cherché quelle devait être la courbe génératrice et de la dent de la roue et du filet 
de la vis pour que les vitesses angulaires soient dans un rapport constant, condi- 
tion qui doit nécessairement être remplie pour que les machines de prédeion 
dans lesquelles on emploie la vis-sans'fin, comme les machines à diviser^ elc. , 
soient exactes. 

Je me propose dans ce mémoire de remplir la lacune qui existe encore dans le 
tracé des engrenages à frottement de glissement, en recherchant quelle doit être 
la construction géométrique de rengrenagenommém-^an^-yîn, pour que le rap- 
port des vitesses angulaires y soit constant, comme cela a lieu dans les autres en» 

enages cylindriques et coniques^ dont les dente sont taillées suivant les formes 
géométriques décrites par Hachette dans son Traité des machines. 

Dans le mémoire suivant (n"" 10), j'examinerai l'engrenage dit en^ettoje ciep- 
sydre. 

§ II. 

Tracé de la vis-sans-fin, » 

Pour que l'engrenage dit vis-sans-fin satisfasse à la condition du rapport con" 
stant entre les vitesses angulaires de la roue dentée et de la vis^ il Paul (en n'oubliant 

(*) La vis ainsi préparée ne pourrait entamer la matière de la roue à denter* il favt transformer la vi», 
en taraud, en pratiquant des encoches, ou sillons équidistants sur la surface du filet , de manière à 
se procurer des rabots qui puissent entailler la roue à denter. T. 0. 

(**)Geci est inexact. A mesure que Ton enfonce la TÎs-taraud , elle mort toujours; par un traT&il con- 
tinu y on finirait par ronger toutes les dents formées, et en poursuivant le travail on reformerait la roue 
dentée , mais elle aurait une dent de moins que celle que Ton avait obtenue d*abord et dont on a 
successivement rcJngé toutes les dents par suite du taraudage soutenu. T. 0. 
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poini que dans cet engrenage Taxe de la vis et Taxe de la roua dentée sont rec- 
tangulaires entre eux) que la section faite par un plan passant par Taxe de la vis 
est perpendiculaire à Taxe de la roue dentée, offre le tracé qui convient à une 
crémaillère. 

Pour pouvoir démontrer qu'en effet tel doit être la construction de la vis-sans* 
(in, et que l'idée^ qui , je crois, n'a été présentée avant moi par aucun mécani- 
cien , de comparer la viS'Sans-fin à un engrenage à crémaiUère ^ est exacte, je rap- 
pellerai d'abord le tracé : l"" des cames et 2* de la crémaillère, en répétant, tex- 
tuellement et en son entier, ce que Hachette a dit dans son Traité des machines 
Ml sujet de ces deux engrenages. 

§ m. 

V DES CANES ET PILONS. (Extrait du Traité des machines de Hachette , 4* édition.) 

« Les dents d'une roue cylindrique prennent le nom de cames lorsque cette 
» roue conduit le manche (^) d'un pilon ou d'un marteau, et lui imprime un 
« mouvement rectilign 6 ou circulaire, alternatif. 

» La fig. i représente un pilon et son manche; ce manche est composé de deux 
)» pièces de bois CDEF , ABGH, réunies par deux au très pièces (P et Q), qui lais- 
y sent entre elles un espace vide ABGD. 

» Étant donné un pilon de cette forme, il s'agit de lui imprimer un mouvement 
» rectiligne dans le sens de la droite RS , en le faisant glisser sur les faces verti- 
» cales des pièces de bois horizontales LM, L'M'; soient {fig. i) ce même pilon et 
» son manche vus de profil; un arbre abcdef^rte les cames A, B, G, D, E, F. 

» Lorsqu'il tourne , chacune de ces cames s'engage successivement dans Finter- 
» valle ABGD (fig. 1) du manche du pilon, et le soulève en pressant laïace hori- 
u zontale AB delà partie du manche ABGH. Chaque came est un solide terminé 
« par une surface cylindrique, qui a pour base la ligne vxyz (fig. i). RS étant 
» la projection de la ligne milieu du manche du pilon, et T le centre de Taxe de 
» rotation de Tarière abcdef^ on abaisse du point T une perpendiculaire Tt sur 
» RS. On décrit de ce même point T, comme centre, un cercle du rayon Ti; en- 
9 fin, on développe une portion «6y de ce cercle, ce qui s'exécute en déroulant 
» une corde ou un fil aS appliqué sur la circonférence a6y, et l'extrémité a de 
)> cette corde décrit la portion de développante oTif. 

» Chaque came telle que A est terminée par une courbe vx égale à la portion de 



(*} On devrait dire le mentimnet d'un pilon , ou le manche d^un martoau. T. 0. 
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développante oircp, doàt la grandeur dépend de la hauteur à laquelle on doit 
élever le pilon. Pour la hauteur trdont le pilon esl soulevé, on développe 
l'arc de cercle tv égal en longueur à la droite tx] la courbe vx est la seule par- 
tie du contour de la came dont la forme soit déterminée. Le cercle décrit du 
point T comme centre ^ avec Tx pour rayon, coupe la développante indéfinie 
aTif au point <p y et la portion oL<f est la développante de l'arc de cercle aS, égal 
en longueur à Tare iv. 

» Connaissant, par Texpérience, Tépaisseur qu'il convient de donner à la 
came, on la termine par une droke yz qui concourt au point T, et l'on raccorde 
la courbe vx et cette droite y% par une courbe quelconque xy, qui soulève 
encore le pilon d'une petite hauteur, avant que la came soit dégagée du manche 
du pilon ; alors le pilon tombe par son propre poids. Lorsqu'il est arrivé au 
point le plus bas de sa course , il est important que la came suivante F, déjà 
engagée dans l'espace vide ÂBGD {fig. 1), se trouve près de l'extrémité de la 
pièce de bois ABGH ^ afin d'éviter le choc de la came contre cette pièce de 
bois, tif {fig. i ) est la longueur de l'arc parcouru par le point i' autour du 
point T, tandis que le pilon descend de toute la hauteur verticale dont il a été 
élevé par la came A. 

» Les liauteurs dont le point t de la ligne milieu du pilon s'élève sur la 
verticale tx^ seront de même longueur que les arcs décrits par le même point 
t autour du centre de rotation T, et l'arête de contact de la came et de h face 
AB {fig. i) du manche du pilon sera constamment perpendiculaire à la droite 

2^ DE l'engrenage d'une roue et d'une crémaillère comprises entre deux 
PLANS parallèles (extrait du Traité des machines de Hachette , 4' édit.). 

« La roue tourne autour d'un axe passant par son centre A {fig. 2) ; un plan 

> perpendiculaire à cet axe contient le cercle du rayon primitif AC de la roue; 

. • 

(*) Le manche du marteau doit être terminé par une courbe particulière. Hachette a oublié d'en parler ; 
il ne s'est occupé que des pilons. 

Le marteau peut être soulevé de deux manières différentes : 4o la came frappe le manche du marteau 
et rabaisse , comme dans les anciens ordons, ou 2** la came soulève un mentonnet placé à la téie du mar- 
teau comme dans Vordon anglais. Dans l'un et l'autre cas le manche et le mentonnet doivent être termi- 
nés par une développante du cercle décrit de l'axe de rotation du marteau comme centre^ et avec un 
rayon^gal à la distance existant entre l'axe du marteau et l'axe de la roue à cames, diminuée d'une quan- 
tité plus grande que le rayon de cette dernière roue. On a dans ce cas un véritable engrenage cylin- 
drique, composé de deux roues dentées, et dont les dents sont terminées par des développantes de 
cercle. T. 0. 



hs droite TGDRD'rqiut 9é diMt e» même (eaifw q«e fe crémiiHàf e^ doM eHe 
«st. la Ugaa milieu , touche constamnoent le ccnrolo du logron AG au poini G, 
«ft^sofie qjiaia vkesse absolue du point G est la «éme , soit qu'on regarde ce 
point eomine fixé à la roue, oii> coname iiké à la orémaillèpe. Cette droite 
TGDED^ pouvant étce considérée comine un^ cercle d'une roue dont le rayon 
pnimUif est infiai , Tengrenrige d'une roue et d'unecréosailière cbI uaeaa 
particulier du cas plus général où les deux roues ont des> rayons primitifs de 
dimeoâions finies. 

» Faisant* tourner le cercle du dîamtoe AG sur la droilie TGE1>', le point G du 
oeurcle en^eodre^ Boa pas un épicycioide , coimne dans la cas général des deux 
rouesty «lâÎÀtMtecytQloide CM» On- |>veml pour la dicmMpabswur d*une dent de 
la crémaiUèré, unaditoilé.CN contenue un nombre entier de fois dans le cercle 
<itt raiyon AG r «ne perpendlonlaire NAl.à la droite GT déterjnine I9 grandeur 
de Tare GM de la eyclpide. La pcrpiendicidàîre M« au rayon AG rencontre la 
circonférence dntdîamètre AG au pbinti^, ihieaa<t AQ=:'A9, GO est la< grandeur 
du flanc de la roué qui correspond i Farc de cyeloïde GM. Le creux de la dent 
de cette roue est terminé par la* courbe MZRQ <{ue décrit le point M de la 
crémaillère sur le plan du cercle dont le rayon est AG. Oasnit^pour constrnire 
cette courbe, la méthode qui a été décrite (art. 54 du traité cité); on prend 
Tare GN' du rayon AG , égal en lenteur à la droite GN , épaisseur d'une demi«> 
déni de la crémaillère^ et Ton trre le rayon kZîi'.. Les deux arcs. N'Y et GN' 
étant égaux, on mène le rayon AY, et QRZX est le creux de la dent, de la 
roue ; GQXY sont les flancs des deux dents adjacentes à ce creux. 
» Cette figure GQRZMXY a été transportée en DVGKE. Pour compléter la 
dent de la roue , on considérera la ligne milieu D'T de la crémaillère comme 
l'axe du pilon RS dans la figure précédente {fig. 1). La courbe Drf (fg. 2), 
développante du cercle du rayon AG, conduira la crémaillère de la même 
manière que la came vx {fig. 1) conduit le pilon. Le point dOîjr. 2) est l'inter- 
section de la développante Ddet d'un rayon A3D, tel que l'arc D3est de même 
longueur que la droite GN. 

» La crémaillère porte des dents, et deux dents consécutives sont séparées par 
un creux ; mais elle n'a point de flancs, ou autrement le flanc se réduit à une 
ligne droite, comme on Ta déjà vu à Tarticle des cames et pilons. On aura 
donc tout ce qui est relatif à l'engrenage d'une crémaillère et d'une roue, 
lorsqu'on connaîtra la forme du creux qui sépare deux dents consécutives de la 
crémaillère ; ce creux est terminé par deux branches de courbes égales à E'H'. 
Celte branche de courbe est égale à celle qui est décrite d'un mouvement 
relatif par rexirémiié M de la dent de la roue sur la crémaillère. On construit 



» 4)eU6 oourbe d*aprds ee ^ a été dit (art, iS4 lu tmlté «téjà' eîfé), «t H Mit Aë 
» Tartiole (55) ^ue l6 ]»jon.AG (Qi»be à la :fcw ^k développafnte du oerofo OMét 
» la cycloide ralkugée GR'Z'. .y 

Par ce qui suit je ^ais compléter oe çue Hi>CHfiTTB a dit sur T engrenage à 
crémaillère. - ' 

§ IV. 

Lorsque le pignon doit conduire la crémaillère , les mécaniciens donnent 
ordinairement aux dents de la crémaillère la forme d'un rectangle, et ils négli- 
gent la construclion de la courbe du creux qui devrait séparer 3es dents entre 
elles y ou mieux qui devrait exister entre deux dents consécutives. 

L'engrenage à crémaillère s'exécute donc ordinairement ainsi qm^'il est indiqua 
{Jig. 3 ). 

Le pignon tournant autour de son cenlire Oj de x' en y\ la crémaillère se meut 
en ligne droite de x en y. 

Le lieu des points des contacts successifs de la dent RSM'Q'' de la crémaill^e 
avec la dent m'Bm" du pignon , est la droite ZZ' (*). 

l. De la manière dont le pignon et la crémaillère se conduisent. 

On doit remarquer (fig. 3) que le point de contact se mouvant de x en y sur 
b droite ZZ' tangente en C au cercle (o, C) (désignant le cercle par son rayon), 
qui est la développée des courbes qui. terminent les dents du pignon^ le côté 
droit Q1M[' de la dent RSM'Q' de la crémaillère, conduira la développante de cercle 
m'B qui termine à gauche la dent du pignon qui suit immédiatement la dent de la 
crémaillère, jusqu'à ce que le point de contact M' soit arrivé en G. 

Ensuite à partir de ce point, le mouvement continuant, le côté QlM' cessera 
d'être en contact avec la courbe m'B. De sorte que les points des contacts suc- 
cessifs de Q'M' et de m'B seront distribués sur ZG et s'arrêteront en C. 

Si l'on considère le côté gauche QR d'une dent delà crémaillère, il ne sera 
en contact avec la coui4)e m^B qui termine à droite la dent du pignon précédant 
immédiatement la dent de la crémaillère, que lorsqu'il sera arrivé en G; à partir 

« 

(*) Dans la pratique , on doit distinguer trois cas : 4® celui où le pignon conduit la crémaillère , et l'on 
emploie )a construction que je viens d'indiquer; ^ celui où la crémaillère conduit le pignon ; alors les 
dents de la crétDaillèreeont termioéespar des arcs decydiM'de et les dents du pignon sont teraiinéas par 
des lignes droites qui tendent vers le centre de ce pignon ; et ^ celui où Ton veut que le figaen pmm 
alternativement conduire la crémaillère et être conduite par elle , alors on auperpose les deux tracés j)ré« 
cédenlBy et Tob a«elui qui 6Bt4ndiqsé par HacBMrs dans son Traité des machines. T.t). 



n 
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4e celte position la courbe m'H conduira le côté QR , et les points des contacts 
successifs de QR et de m"B, seront distribués sur CZ'et à partir du point G. 

Ainsi chaque dent QRMP de la crémaillère t cesse d'être e» contact avec les 
deux dents B et 6 du pignoo , entre lesquelles elle est engagée , pendant le temps 
que son extrémité MR emploie à passer sur le point G. 

2. Du nombre des dents en contact. 

Bans le tracé que je donne {fig. 3) Ton voit qu'il y a quatre dents en contact ; 
lieux dents de la crémaillère sont conduites par les développantes de droite des 
dents B et fr du pignon , et les dents B' et b du pignon sont conduites par les 
arêtes de droite Q'M' et PM de deux autres dents de la crémaillère ; en sorte que 
quatre dents d^* la crémaillère et trois dents du pignon se trouvent en prise. 

On pourrait avoir un plus grand nombre de dents en contact ou en prise, en 
dinfiinuant la largeur RM et l'intervalle QQ' des dents do la crémaillère ; mais 
alors le nombre des dents du pignon augmentera , et par suite leur longueur ou 
#ai//te 6c diminuera. 

3. Tracé de la crémaillère à dents triangulaires. 

Je ne sache pas que Ton ait encore cherché quel doit être le tracé géométrique 
d'une crémaillère lorsque ses dents sont triangulaires. C'est un cas d'autant plus 
intéressant à examiner, qu'il conduit en partie à ce qui est relatif à la vis-son^ 
jin, engrenage dans lequel la vis est ordinairement triangulaire. 

Soit (.fig* 4) une crémaillère dont les dents sont formées par des triangles 
isocèles égaux entre eux et au triangle VV V, ces triangles ayant leurs bases 
juxtaposées sur une droite XX'^ et leurs sommets situés sur une droite ZZ' 
parallèle à XX' et à la direction du mouvement de translation que doit prendre 
la crémaillère. 

Soit o le centre du pignon. 

Du point o abaissons oa perpendiculairement à XX' et coupant ZZ' au point C. 

Par le point C je mène CD perpendiculaire au côté droit V'V" de la dent de 
la crémaillère. 

Par le même point C je mène CD' perpendiculaire au côté gauche VV" de la 
même dent de la crémaillère. 

Du point j'abaisse oP' perpendiculaire sur CD et oP perpendiculaire sur CD'. 

Du point comme centre et avec le rayon oP = oP', je décris un cercle sur 
lequel je prends deux points fixes (arbitraires) S et S'. 

Au point S' je fixe Texlrémité d'un fil enroulé sur l'arc S'P' et se dirigeant 



ensuite sor la tangente I^D. Les points M', M, G de ce fil, décriront respective- 
ipeit les développantes M'm', MH', GA, lorsque Ton enroulera sa partie recti* 
ligne P'D sur le cercle (oP) . 

Au point S je fixe l'extrémité d'un fil enroulé sur l'arc SP et se dirigeant 
ensuite suivant la tangente PD'. Les points N", N', N, G, de ce fil décriront 
respectivement les développantes N V^ NV, NA', CH , lorsque l'on enroulera sa 
partie rectiligne PD' sur le cercle (oP). 

Ces diverses développantes, qui ont pour développée commune le cercle (oP), se 
couperont deux à deux aux points KS K'", K, K\ K*\ situés sur un oercle ayant ofr 
pour rayon, et aux points C^, G'", G, G", situés sur un cercle ayant oG pour rayon. 

En sorte que les dents du pignon devront être taillées suivant la forme indiquée 
par les hachures. 

4. De la manière dont se conduisent le pignon et la crémaillère à dents triangulaires. 

En supposant que le pignon tourne de x' en y\ la crémaillère se meut de x en 
y parallèlement à la droite ZZ', et Ton voit que : 

1* Le côté droit Y\" de la dent de la crémaillère ne commencera à conduire 
la courbe M W qui termine à gauche la dent du pignon qui suit immédiatement la 
dent de la crémaillère, que lorsque les points K" et M' seront arrivés en d'; le 
point de contact de ces dents parcourant à partir de ^ la droite DG et se mouvant 
dans la direction uv. 

Lorsque le point de contact sera amené en G, le mouvement de rotation conti- 
nuant , le côté V'V" et la courbe MW cesseront d'être en contact. 

2* Le côté gauche Y'G' de la dent de la crémaillère ne se mettra en contact 
avec la courbe G"R" qui termine à droite la dent du pignon précédant immé- 
diatement la dent de la crémaillère, que lorsqu'il sera arrivé en la position \"'G. 

A partir de cette position la courbe G"K" conduira le côté V'G', et le point de 
contact de ces deux dents se mouvra sur la droite GD', dans la direction u*v' et à 
partir du point G. 

Ainsi, pendant le mouvement, chaque dent Y'G'Y'", de la crémaillère, engagée 
entre deux dents K" et K' du pignon , conduira jusqu'en G la dent K' qui la suit , 
et sera conduite à partir du point G par la dent K'' qui la précède. 

5. Du nombre des dents en contact. 

• Dans le tracé que j'ai donné (fig. i) Ton voit que trois dents de la crémaillère 
sont en contact (en prise) avec deux dents du pignon , les points de contact étant 

49 



M , N et C ; Ton voit 6b même temps qw b éMii V^GV^^e la eréMmUère ait 
6« eoDtact au point G , en même lempa » atec lea deux deiitB K' et K du pignoq; 

En sorte que chaque dent de la crémaillère ne cesse pas d'être « panda»! le 
Mouvement, en contact avec Tune des dents du pignon. 

Si je suppose que le point K'^^ extrémité de la dent du pignon , arrive en ^\ 
point ^intersection de la droite GD et du cercle {ob)j il y aura, dans cette po8i« 
tion de la crémaillère, par rapport au pignon, autant de dents en contact qu'il y 
aura d'extrémités de dents du pignon situées sur l'arc 99" et d'extrémités de dents 
de la crémaillère situées sur la droite d^; les points i et d' étant les intersections 

« 

de la droite ZZ' avec les droites <f'8' et cpd, qui sont respectivement parallèles aux 
côtés V'V" et VV" de la dent de la crémaillère. 

On pourra augmenter le nombre des dents en contact (ou en priée) en dimi» 
nuant la base W du triangle qui forme la dent de la crémaillère; mais alors le 
nombre des dents du pignon augmeatera, et par suite la longueur ou mUie de 
ses dents diminuera. 

6. Observations sur les crémaillères à dents rectangulaires et à dents triangulaires. 

« 

On doit observer : 

4*" Pour la crémaillère à dents rectangulaires, la dent du pignon glisse constam- 
ment sur le même point de la dent de la crémaillère avec laquelle elle se trouve 
en contact, tandis que pour la crémaillère à dents triangulaires, le point de con- 
tact change de position sur la dent de la crémaillère à mesure que ce point de 
contact parcourt la ligne brisée DCD' ; 

2'' De ce que Les développantes de gauche des dents du pignon sont en contact 
avec les côtés de droite des dents de la crémaillère (que cette crémaillère ail des 
dents rectangulaires ou triangulaires) avant le rayon oa perpendiculaire à la di- 
rection de la crémaillère; et de ce que, en même temps, les développantea de 
gauche des dents du pignon sont en contact avec les côtés de gauche des dents 
de la crémaillère après ce même rayon aa-y il s'ensqit que, si le pigoon ayant 
tourné de droite à gauche vient à tourner de gauche à droite, il conduira la 
crémaillère, immédiatement et sans perte de temps, puisqu'il n'y a pas de j$u 
entre les dénis du pignon et les dents de la crémaillère; 

3* Dans l'engrenage à dents rectangulaires , le cercle primitif (oG) (fig. 3) est 
en même temps le cercle développé de toutes les développantes qui terminent 
Isa dentadu pignon \ mais dans l'engrenage à dents triaugulaires , le cercW prî- 
Vitîf (oG) (fi§. A) est diffèreot (il est au(re) du eevcle développé éta orarbea 
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développantes qui ttfrmiiiMt les dents du pignon , car ce dernier ( le cercle dé- 

teloppé) est le cercle (orf). 

Dans ce qui précède, je n*ai pas eu égard à l'épaisseur que Ton doit donnera 
la crémaillère et au pignon, épaisseur qui est déterminée par deux plans paral- 
lèles entre eux et perpendiculaires à Taxe de rotation du pignon («). 

En ayant égard i cette épaisseur, Ton voit sur-le-champ que les dents de là 
crémaillère peuvent être : 

i* Des parallélîpipèdes droits ou obliques; 

2* Des prismes triangulaires droits ou obliques. 

1 . Cas ou les dents de la crémaillère sont des parallélîpipèdes au des prismes trimgulairei 

droits. 

t. Dans le cas o* les dents de la crémaillère sont ded pamttéUpipédes ou dei 
prismes triangulaires droits, il est évident que la surface qui termine la dent du 
pignon se compose de deux cylindres dont le^ génératrices ^ont parallèles à Ynû 
du pignon , et dont les bases (mi sections droites) sont respectivement les déte- 
loppantes de droite et de gauche situées dans le plan dd milieu du pignon et dé 
la crémaillère. 

En sorte que Textrémité ou arête saillante de la dent do pignon est une droîM 
parallèle à son axe, et qui n'est autre que la génératrice droite intersection ém 
deux surfaces cylindriques (fiff. 3 et 4). 

é. Cas où les dents de la crémaillère sont des parallélîpipèdes ôu des prismes triangtUairei 

obliques. . 

Dans le cas où les dents de la crémaillère sont de» parallélipipédes ou des 
prismes triangulaires obliques, la surface d'une dent du pignon s^ compose de 
deux surfaces dcveloppables dont je vais examiner la nature géométrique. 

Si sur un cylindre (C) droit et à base circulaire on trace une hélice d, on sait : 

V Que toutes les tahgentes à Thélice d font avec Taxe du cylindre un même 
angle «^et déterminent une surface développable 2, nommée hélicoide dévelop^ 
pabk^Qi dont Varéte de rebroussement n'est aÔtre que riiélice ô; 

^''' Que tout cy Kndre à base circulaire , et ayant même axe A que le cylindre (GX 
coupe rhélicoide dëvcloppable 2 suivant ane hélice dont les tangentes font avec 
Taxe A un angle qui est égal à a; 
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C) U8 iracés donnéft ( /If « 3 et 4 ) utnt nippMés effeotuéft dMis le plan inrKev de l'engreiiage. 

T.O. 
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3* Que tout plan perpendiculaire à Taxe À coupe l'iiélicoide développable 2 , 
«uivant deux développantes égales et tournées en sens inverse, ayant le cercle 
base (ou section droite) du cylindre primitif (C) pour développée commune ; 

4"* Que deux plans parallèles entre eux et perpendiculaires à Taxe A, coupent 
les deux nappes de rhélicoïde développable 2, suivant quatre 'développantes 
égales et tournées deux à deux en sens inverse , et que les parties des tangentes 
de rbélice d, interceptées entre ces deux plans, sont toutes égales entre elles; 

5"" Que les nappes qui se tournent Tune à Taulre leur concavité , et qui appar- 
tiennent à deux hélicoïdes développables 1 et l' ayant pour arêtes de rebrousse- 
ment respectives deux hélices iet 3' parallèles entre elles et tracées sur un même 
cylindre primitif (G), se coupent suivant une hélice $ située sur un cylindre 
primitif {C) ayant même axe A que le cylindre (C), et dont les tangentes font 
avec cet axe A le même angle a que font avec ce même axe A le^ hélices i et d'. 

Gela posé : 

Examinons le cas où les dents de la crémaillère sont des paratléliptpèdes obliques. 

Pendant le mouvement de rotation , le plan de Tune des faces obliques de la 
dent de la crémaillère se meut tangentiellement à la développante de droite ou 
de gauche de la dent du pignon , en faisant constamment avec Taxe de ce pignon 
un angle constant qui est le complément de langle 6 qui mesure Finclinaison de 
cette face oblique sur le plan milieu du tracé {fig. 3). 

La surface de la dent du pignon sera donc composée de deux surfaces déve«^ 
loppables qui seront les enveloppes de Tespace parcouru par les plans de Tune et 
l'autre face oblique de la dent de la crémaillère. 

D'après ce qui précède il est donc évident : 

1^ Que la surface de la dent du pignon se compose de deux nappes se tour- 
nant leur concavité et appartenant à deux hélicoides développables ayant pour 
arêtes de rebroussement respectives deux hélices tracées sur le cylindre droit 
ayant pour base (ou section droite) le cercle (oG) ()!gr. 3), et ayant pour axe celui 
du pignon. 

2^ Que les tangemes à ces deux hélices font avec Taxe dû pignon un angje qui 
est égal à celui que Tune des faces oblique^ du paraliélipîpède fait avec cet axe. 

9^ Que les deux hélices sont paraflèles entre elles et interceptent sar les géné- 
ratrices du cylindre (oG), des parties égales entre elles et à la distance vertieaW 
AV ifig.^) qui existe entre les plans des faces obliques h'V' et MM' qui détermi- 
nent le creux existant entre deux dents consécutives de la crémaillère. 

4"" Que l'extrémité (ou arête saillante) de la dent du pignon est une hélice 
dont les tangentes font avec Taxe de ce pignon un angle égal au complément de 
Tangle S. 
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9. Cas ail les dents de la crémaillère sont des prismes triangulaires obliques. 

Tout ce que je viens de dire sur la forme des dents du pignon conduisant une 
crémaillère dont les dents sont des parallélipipèdes obliques , s'applique tnot à mot 
à la forme des dents du pignon qui doit conduire une crémaillère dont les dents 
sont des prismes triangulaires obliques; seulement l'on doit faire observer qtie 
dans ce dernier cas les deux hélices parallèles entre elles , et qui sont les arêtes 
de rebroussement des deux hélicoides développables qui terminent la dent du 
pignon^ interceptent sur les génératrices du cylindre primitif (od) {fig. A) des 
parties égales entre elles et à la distance verticale existant entre les droites, qui 
sont les intersections du plan tangent au cylindre primitif (od) suivant la gêné* 
ratrice (rf) et des deux faces obliques (C'Y'") et (CV") qui déterminent le creux 
de deux dents consécutives de la crémaillère. 

r. * iO. Du lieu des contacts des dents du pignon et de la crémaillère. 

Le contact entre deux dents du pignon et de la crémaillère ^ se fera suivant 
une génératrice droite de la surface développable , cylindre ou hélicotde, qui 
termine la dent du pignon ; la face de la dent de la crémaillère étant un plan 
tangent à cette surface développable. 

Pour la crémaillère à dents parallélipipèdes droits ou obliques , la droite de contact 
se meut dans un plan parallèle à l'axe du pignon et passant par la droite ZZ' 
{fig. 3 )* Cette droite de contact est toujours la même sur la face plane de la dent 
de la crémaillère, en sorte que le frottement s'exerce toujours aux mêmes points 
sur la face de la dent de la crémaillère. 

Pour la crémaillère à dents prismes triangulaires droits ou obliques ^^Isl dent de 
contact se meut dans deux plans parallèles à Taxe du pignon, et passant , Tun 
par la drohe DCP', et l'autre par la droite D'CP (fig. A). La droite de contact 
change de place sur la face plane de la dent de la crémaillère , en sorte que le 
frottement ne s'exerce pas aux mêmes points sur cette face de la dent de la 
crémaillère. 

11. Tracé de la projection horizontale du pignon. 

D'après ce qui précède il est facile de tracer la projection horizontale du 
pignon dont les dents sont terminées par des surfaces hélicoides développables. 

En effet : ayant tracé les fig. 3 et 4, il suffira de supposer que ces figures tour- 
nent respectivement autour du centre o d'un angle tel que l'arc aA (Jig. 5) soit 
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^al à la projection de la partie ( interceptée entre les deux plans parallèles 
déterminant l'épaisseur du pignon) de Thélice tracée sur le cylindre primitif , et 
dont les tangjentes font avec l'axe du pignon un angle égal au complément de 
Tangle 6. 

Ainsi dans la fig. 5 qui représente ia projection horizontale du pignon et de 
la crémaillôre dans le cas où les dents sont des parallélipipèdes obliques, Tare ak 
étant rectiûé est égal à la droite eE projection horizontale de l'arête HM' de la 
dent de la crémaillère (*). 

Ites moyens mécaniques qni peuvent être employés pour tmUer les dents au pignm. 

I. PREHIER PttOCtDÉ. 

t 

Je suppose {fig. 6) que larondelle R j qui doit être taillée, est honaontaje , et 
tourne librement autour d'un axe fixe et vertical (a). 

Le rayon ad de cette rondelle sera égal au rayon ao des fig« 3 et 4. 

Sur le phm supérieur de la rondelle R, on décrira un, cercle concentrique aa 
cercle {ad)^ et ayant pour rayon une ligne ab égale en longueur au rayon oC des 
fig. 3 et 4. 

Ensuite on fixera au moyen de deux vis m et w! sur le plan supérieur de la 
rondelle R, un limbe G tournant avec cette rondelle R autour de Taxe (a) et 
terminé par une surface cylindrique verticale ayant pour base (ou section droite) 
un cercle du rayon ob. 

Aux deux points n et n' de ce limbe, ou fixera deux chaînettes s'enroulent^ 
FtineAà gefUche et l'autre A' à droite, sur le cylindre vertical {ab). 

(*) Dans les fig. 3 et 4 nous avons donné des tracés géométriques qui peuvent être dits : tracés théori- 
ques. Dans la pratique, les dents du pignon ne pourraient pas élre terminées ainsi par une pointe, laquelle 
ne résisterait pas aux efforts; mais le tracé théorique étant exécuté , rien n'empêche de tronquer la potote 
et de doaner par ce moyen une certaine épaisseur à ia dent du pignon, épaisseur qui devra être calculée 
en vertu de la résistance des matériaux et de l'eiïort que la dent aura à exercer lorsqu'elle sera arrivée 
en la position où elle devra agir par son extrémité sur la dent de la crémaillère. 

Nous n*avons pas donné de jeu aux dents de Fengrenage ; on pourra obtenir ce jeu, s'il est nécessaire, 
de deux manières différentes , et sans rien changer au tracé : 4^ en éloignant la crémaillère du pignon; 
2® en diminuant Tépaisseur des dents du pignon , ou l'épaisseur des dents de la crémaillère. 

Dana les tracés donnés ( Gg. 3 et 4 } , il est évident que Ton a un engrenage à développantes et qui doit 
jouir des mêmes avantages que les engrenajges cylindriques extérieurs à développantes, et ainsi l'éloigne- 
ment des axeâ pour donner le jeu nécessaire, ou le rapprochement des axes lorsque le jeu est devenu trop 
cotisidérable par TiMure des dents, sont chose possible sans madifier lea propriétés de l'engrenage^ aans 
(kuic altérer W rapport cottstant eiire las vitesses des axes. T. 0. 



£eB deux efaalnetteB seront horiionuteft, l'uoe av-dessiCHis de l'autre et due 

plan tangent au cylindre (116). 

La chaînette Arpasiera sur deux poulies de renvoi B et B', et viendra s'attacher 
par s(^ extrémité q à l'équipage X. 

La chaînette h! passera aussi sur deux poulies de renvoi B" et B'". et viendra 
s'attacher par son extrémité q^ au même équipage X . 

m 

4 

\ . De l'équipage X. 

Cet équipage {fig. 6 et 7^ 8 et 9) se compose d'une règle horizontale D', glis- 
sant dans une rainure &; la direction de son mouvement de translation étant 
parallèle au plan tangent qui contient les chaînettes A et A'; ensuite, de deux 
supports D et D' auxquels sont fixées les extrémités q et q' des deux chaînettes, et 
ces supports portent en même temps les paliers / et /' sur lesquels tourneront 
les axes coniques d^une scie circulaire E, laquelle sera mise en mouvement au 
moyen d'un archet H , ou d'un rouet. 

A l'une des extrémités de l'un des supports sera fixée une vis v, tournant dans 
un écrou fixe L. L'axe de cette vis v sera parallèle au mouvement de translation 
de la règle D'. 

2. Jeu de la machine. 

En iTaisant tourner la vis v au moyen des bras I , la règle D' s'avancera dans la 
direction yy', et les chaînettes forceront la rondelle R à tourner dans le sens z%'i 
de telle sorte que la chainette h se sera enroulée et la chaînette h! se sera déroulée 
d'un arc égal en longueur à Tavancement rectiligne de la règle D'. 

Pendant que l'on fera tourner lentement la vis v dans son écrou fixe L, la scie 
circulaire E recevra un mouvement de rotation continue au moyen du rouet , ou 
un mouvement de rotation alternatif au moyen de Tarchet, et cette scie découpera 
la rondelle R. 

Les croqufs {fig. 6 et 7) donnent, je pense, une idée suffisante du mécanisme 
à exécuter. 

3. De la scie circulaire £• 

Si la Mie fi était une simple plaque , après avoir entaillé la rondelle R jusqu'à 
une certaine profondeur, elle serait forcée de se plier ( de se déformer, de se 
gauchir ), lorsqu'on continuerait à faire avancer la règle D\ pour pouvoir aehev^r 
le travail. 

Pour obvier k cet încoiivéAieai Ton dottoera à la scie E une forme partiouliène 
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qui dépendra de la nalure géométrique de la dent de la crémaillère ; ainsi : ou la 
forme indiquée {fig* 10), si le pignon doit conduire une crémaillère à dénis 
priêmes-iriangutaires y ou la forme indiquée [fig. il), si le pignon doit conduire 
une crémaillère à dents parallélipipèdes. 

m 

4. Du découpair E'. 

La scie ou découpoir E' (fig. 10) est composée de plusieurs plaques circulaires, 
toutes d'épaisseur égale et séparées les unes des autres par des plaques non den- 
tées ayant même épaisseur, mais ayant des rayons moindres. 

Ce système forme un tronc conique dont Tarète mr sera égale à bd (fig. 6). 

L'angle 6, complément de celui que Taxe du tronc conique fait avec une de 
ses arêtes , sera égal à la moitié de Tangle Y'G'V"' (Jig. A) qui forme l'extrémité de 
la dent triangulaire de la crémaillère. 

5. Du découpair E". 

La scie ou découpoir E" {fig, 11) est aussi formée de plusieurs plaques dente- 
lées à la circonférence et alternativement séparées par des rondelles ou plaques 
non dentelées et d'un diamètre moindre. 

Le système forme un cylindre (mmnn^) accolé à un tronc de cône (rrmm). 

L'arête nm du cylindre sera égale & la tangente trigonométrique du demi-angle 

m'om construite dans le cercle dont le rayon =oC {fig. 3j, et l'arête mr du tronc 
conique sera égale à bd(fig. 6), ou , ce qui est la même chose, on aura mr égale 
à aC {fig. 3). 

L'angle 6', complément de celui que l'axe du tronc conique fait avec l'une de 

ses génératrices droites, sera égal à la moitié de l'angle m"om {fig. 3) mesuré dans 
le cercle oC par l'arc mm"j dont la rectification égale en longueur l'épaisseur MR 
de la crémaillère. 

6. Travail des découpoirs E' et E". 

L'axe de la scie étant horizontale, son plan peut être, ou 1* perpendiculaire 
au plan tangent qui contient les chaînettes et à l'axe de la vis v, ou 2* oblique à 
l'axe de la vis v, et ainsi oblique par rapport à la direction du mouvement de 
l'équipage X, 

Dans le premier cas, la scie ou découpoir E" {fig. 11) découpera la rondelle R 
suivant un cylindre vertical ayant pour base une courbe développante du cercle 
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(ab) (^fig. 6), et qui sera apte à conduire la crémaillère à dents parallélipipèdes 
droits. 

Dans le deuxième cas, f axe de la scie étanl toujours horizontal et faisant avec 
Taxe de la vis v un angle égal à celui que le côté Y' V'^ {fig. A) de la dent triangu- 
laire de la crémaillère fait avec la ligne ZZ', la scie ou découpoir E' (fig. 10) 
découpera U rondelle R suivant un cylindre vertical ayant pour base une déve- 
loppante , lequel sera apte à conduire la crémaillère à dents prismes iriaugulaires 

droits. 

Ainsi les supports D, D, devront être disposés y dans le premier cas, de manière 
à ce que les paliers /, /', soient verticaux et perpendiculaires à Taxe de la vis v\ 
et, dans le deuxième cas, de manière à ce i|ue les paliers / et /' soient encore 
verlicapx, mais faisant avec Taxe de la vis v un angle égal à celui que le côté 
V'V" {fig. 4) fait avec la ligne ZZ'. 

. Pour exécuter la surface hélicoHde développable qui termine la dent du pignon , 
lorsque les dents de la crémaillère sont des parallélipipèdes obliques , Ton prendra 
^e déooupoir £'' {fig. 11). On placera son axe conique dans un plan vertical pas- 
sant par Taxe de la vis v, et en inclinant le plan de la première scie circulaire nnf 
de manière à ce que Tangle qu'il fera avec le plan horizontal soit égal à Tangle 6 
(fig. 5) qui mesure Tinclinaison de la face oblique de la dent de la crémail- 
lère. 

Dès lors les paliers l et t devroQjt être parallèles au plan de la première scie 
circulaire nn'. 

Lorsque les dents de la crémaillère sont des prismes triangulaires obliques ^ 
Ton prendra le découpoir E' (fig. 10), on placera le plan de la première plaque 
dentelée mm\ de manière à ce que sa position , par rapport à Taxe de la vis v, soit 
absolument Hi même que celle de la face oblique de la dent prisme triangulaire 
de la crémaillère par rapport à la ligne horizontale ZZ' {fig. 4). 

Dès lors les paliers / et /' devront être parallèles au plan de la première scie 
circulaire mm'. 

Les fig. 8 et 9 représentent l«s croquis du plan et de Télévation de Téquipâge 
X poar le deuxième cas. 

La fig. 12 représente diverses époques du travail effectué par le découpoir E'', 
dans le cas où le pignon doit conduire une crémaillère à dents parallélipipèdes 
droits. Dans cette figure on a supposé que l'extrémité n!' du découpoir E'' {fig. 10) 
étant d^bord en contact avec la rondelle (à découper) au point m, la machine 
tetant ensuite mise en mouvement, le découpoir soit arrivé d'abord en la posi- 
tion bamP'j ensuite en la position 6aWP'; enfin en la position extrême b^aWP'^. 

En sorte que les parties successivement rongées par le découpoir pendant le 

50 
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il, seront, d'abord : le polygone Myam^ ensuite le polygone yyWmm'Uf enfin 
le polygone vjy^amvfid. 

Ainsi Ton aura , par ce moyen , découpé le cylîndi'e droit Mm" qui termine la 
{âirtie de gauche de la dent du pignon, en obtenant dans la rondelle une enlatile 
de la forme A WM. 

L'on opérera de même pour chacune des dents du pignon ; ensuite pour exé- 
cuter le cylindre droit qui termine la partie de droite de chaque dent du pignon , 
Ton retournera la rondelle , plaçant son plan supérieur en dessous et vice versa. 
De sorte que la courbe ÂA' à tailler, se mettra à la place de la courbe taillée mM 
et vice versa. * 

Le travail fini, le creux qui doit séparer deux dents adjacentes aura la forme 
A'Aa"iii"M. 

Il ne restera plus qu'à enlever le petit solide ayant pour base le triangle Aa' m'^B, 
et formé : i*" par deux cylindres concaves ayant leurs génératrices droites paral- 
lèles, pour Tun à la droite mV\ pour Tautre à la droite a 'A, et ayant pour 
section droite un cercle égal à celui de la scie circulaire; 2" par un cylindi^ 
irertical ayant pour base Tare de cercle ABa". 

Le travail des découpoirs E' et E", que la surface de la dent du pignon soit un 
cylindre ou une surface hélicoide développabie , s'effectuera dans tous les cas 
d'une manière analogue à celle que j'ai représentée par la fig. 12. 

II. DEUXIÈME PROCÉDJÈ. 

La rondelle R et l'équipage X étant disposés comme dans le premier procédé ^ 
ù Ton ne veut employer, pour tailler la surface développabie de la dknl du.pignon, 
qu'une seule plaque dentée à sa circonférence (une seule scie circulaire), il 
fiiudra que cette plaque ait un mouvement propre qui lui permette de s'avancer 
ou de s'éloigner à volonté de la rondelle, quelle que soit d'ailleurs la position de 
l'équipage X dans la rainure qui dirige son mouvement de translation ; et la 
plaque dentée devra se mouvoir parallèlement à son plan. 

Ainsi , ayant mis la vis v en mouvement, la rondelle R ayant tourné autour de 
son axe en vertu du mouveniont imprimé par la vist^ aux deux chaînettes, l'on 
&iera la rondelle R et l'équipage X dans une position telle que la plaque dentée 
étant avancée parallèlement à son plan (parallèlement à elle même), touche par 
im point de sa circonférence la rondelle R au point a, qui sera le premier point 
de la développante (fg. 13). 

A mesure que la plaque tournera sur son axe , on la fera avan^r contre la 
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rondeHe, de manière à ce que par son travail elle tracera un plan tangent à la sur- 
fece hélieoû^ûle de la dent du pignon, face tangente qui sera dirigée suivant ab. 

Ewoile Ton retirera la plaque , on mettra la vis t; en mouvement et Ton passera 
à une nouvelle position telle qu'en avançant la plaque elle se mette en contact ^ 
par sa circonrérence^ au point 1 de la rondelle R. 

Eixant en leurs positions et l'équipage X et la rondelle R ^ Ton fera mouvoir ia 
plaque en s'avançant au fur et à mesure de son travail contre la rondelle , et dès 
lors elle tracera un nouveau plan tangent à la surface hélicoïdale de la dent , et 
qui sera dirigé suivant 16, et ainsi de suile. De sorte que par ce procédé l'on 
enlèvera successivement les solives icza, la"2, 2a "3, 3aU, et l'on aura construit 
un polyèdre (aa(i"a"a^) circonscrit à la surface hélicoïdale de la dent du pignon* 

Pour ronger les arêtes de ce polyèdre , arêtes qui sont les intersections de dew 
plans tangents ou faces tangentes adjacentes, l'on substituera à la plaque den- 
telée à sa circonférence sous forme de scie, une plaque dont la surface sera 
taillée d}* forme de lime ou de râpe, et en faisant mouvoir la visv alternativement 
de gauche à droite et de droite à gauche , la plaque achèvera la surface hélicoïdale 
de la dent du pignon. 

III. TROISIÈHS PR0CÉDi« 

On peut trouver la projection horizontale du pignon sur un plan perpendico^i- 
laire à son axe; la surface hélicoïdale ^, qui termine la dent de ce pignon» est 
engendrée par des droites qui ne sont autres que les tangentes à rhclice i, qui est 
l'aréta de rebroussement de cette surface hélicoïdale a; toutes ces droites, géné- 
ratrices de cette surface développable â, se projetteront donc horizontalement sui- 
vant'des tangentes au cercle qui se trouve la projection horizontale de l'hélice d. 
D'après cela, il sera facile de tracer sur Vépure les projections de ces diverses tan» 
gentes (fig. i3bis)j lesquelles couperont les développantes B^ct B', suivant les- 
quelles les plans inférieur et supérieur du pignon coupent la surface^, en des 
points homologues 1 et 1', 2 et 2', 3 et 3', etc. Dès lors*, en traçant sur le relief, 
les courbes B et B' , et marquant les points 1,2,3, etc. , sur la courbe B et les 
points l\ 2', 3', etc. sur la courbe B', Ton pourra, au moyen d'un ciseau on d'un 

rabot, tracer les droites 11', 22', 33', etc., et former ainsi, par ses génératrices 
successives, la surface développable îï. 
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5 VI. 

■ 

De la w^nam-^* 

Revenons maintenant à l'engrenage dit vis-sans-flD. 

On »ait que la surface, soit supérieure, soit inférieure du filet d'une vis, est 
engendrée par une droite qui se meut : V sur une hélice tracée sur un cylindre 
ayant pour section droite un cercle, et 2* sur l'axe de ce cylindre de réTOlutjdh, 
en faisant avec cet axe un angle constant. 

L'on donne à cette surface le nom à'hélicdiie gauche. 

Dans la vis à filet carré , la génératrice droite de rhélicoîde gauche estperpep* 
diculaireà l'axe du cylindre. 

Dans la vis à filet triangulaire , cette génératrice fait avec l'axe un angle d';iiu- 
tant moins obtus que l'angle au sommet du triangle générateur du filet est plus 
aigu ; ou , en d'autres termes, que le filet de la vis est plus mince et plus effilé. 

En sorte que si l'on fait passer par l'axe de la vis un plan méridien^, la section 
offrira, pour la vis à filet carré , le disposition indiquée (/i^. 45), et pour la vis A 
filet triangulaire, celle indiquée {fig. 16). 

Supposons que ce plan méridien soit fixe et imprimons à la vis un mouvement 
de rotation autour de son axe. Les sections successives faites dans la vis par ce plan 
méridien se superposeront aux positions successives que prendra la section pri- 
mitive, en lui supposant un mouvement de translation suivant l'axe de la vis, ce 
mouvement de translation s' opérant dans le plan méridien et étant proportionnel 
à la vitesse angulaire de la vis. 

En sorte que la section que l'on obtiendra dans la vis , en supposant qu'elle ai* 
fait un tour entier autour de son axe, se superposera à la position qu' affectera la 
section primitive, h\ supposant qu'elle se soit mue, le long de l'axe, d'une lon- 
gueur é^ale au pas de la vis. 

On peut donc dire que la section de la vis se comportera comme une crémaillère 
dont les dents seraient précisément les diverses seations du filet de la vis par le 
plan méridien fixe. . ♦ 

Par conséquent, si par l'axe^de la vis on fait passer un plan perpendiculaire à 
l'axe du pignon (plan que je nommerai plan-milieu)^ ce plan devra couper ]^ dents 
de la roue dentée (ou pignon) et le filet de la vis, suivant une section donnant, 
la figure 3, si la vis est carrée, ou la figure 4 , si la vis est triangulaire. 

La section faite dans la deni de la roue dentée par le p/ait-tni/tetf , sera donc, 
dans les deux ca^, une développante de cercle. '^ 
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Cherchons mainteimnt quelle sera, sur !e filet de la vis, la courbe, lieu de se» 
contacts successifs avec la dévetoppante. 

^ ./ / ' 1. Vis à filet carré. 

Puifique (fig. 3) le point M' esil le seul de ceux de Faréte Q'W <]fxi se mette suc* * 
cessiveflfieni en^côntapt'avec la développanta^Bm'^; de ce quec« point da contact 
parcourt la dfoiteZ2' j^odant le 0ioui1ement smiultaoé, et de translation éb la 
crémaillère et de rotation du pignon, il s'ensuit que le liêU des points du- filet de 
lavis ifnl se mettAK successivement en coi^ct avec là développante Bm^^seca. 
rh'élice cylindrique décrite par le ppint M' autour de Taxe de la vis, eç d'-iîu(re$ 

• # • 

termes sera.rafète saillante du filet de la vis carrée. 

^ '■ ' ' 

- -2. Vis à filet triangulaire . 

Puisque (fig. 4), 1% le point de contact du côié V'V" cl de h développante M^ç 
parcoïkrt la droîleDP', pendant le niouvemept siînultané, èl de ^translation daJa 
crémaillère et de rotation du pignon ; . . 

Puisque, 2% ce-p^inl de contact est successivement sur le c6té V'V", en les in- 
verses posi^ion^VY", Y'"C', V*C, que ce côté prend succasâivement j>endant le 
mouvement, d'abord en M', ensuite en M , enfin en G ; ^ 

• Puisque, S**, les longueurs \'M', V'"M,.V^C y. son4 entre elles comme les espaces 
Y\', YV", YV*j parcourus par le côté V'V" le long d-une droite parallèle à I*iàxe 
d« Ut vis et que ces espaôes sont entre eux comme les espaces angulaires parcourus 
dans le même temps par ûnpoint de la vis autour àê son axe ^ 

Il s'ensuit que : - ^ . 

Le lieu dejpoints du filet de la vice triangulaire, qui se motlenisuccessivemeat 
en contact avec la développante Mm' pen^iant le -mouvement de l'engrenage, est 
une courbe à double courbure quia pour projection, sur un plan perpendietur 
laire à Taxe de la vis, une spirale dArchmède. 

Nous pourrons donner à cette courbe le nom de spirale hélicoïdale- gauche. Ainsi, 
dans la Hgpre 14 , le cercle développé de la développante a pour rayon la lon% 
gueur o'"A; la droite ok est celle qui doit être parcourue par le- point de oontaci 
du ûFet de la vis triangulaire et de la développante ; la courbe f^ est la projection 
horizontale , ou sur le plan-milieu , et 1« spirale d'Archimède ^'' est la projection 
verticale, ou sur un plan perpendiculaire à Taxe de la vis, de la spirale hélicdr 
dale gauche, \\e\è des points de contact du filet de la vis triangulaire ; la courbe j 
est, dans cette ^t/re , la sinusoïde projection horizontale, ou sur le plan-milieu^ 



de rhélÎMtcyUiidrîqiiC parcofurue par le soihinel eu triangle gtoérMmir du Msk 
de la vis triangulaire, en d'autres termes, Ja sioMoide^eat la projection de Ta- 
rêle saillante (ou tranchante) du filet de lavis triangulaire. 

4 

§ VII. . '. 

CoBoaissant la. courbe qui unit a«r le filet de la vis (tarrée ou triangulaire) 
les divers points d^-ses contacts succesaiPs avep la* A^velo|if>ai\te , il sera fôcilê de 
dAermiiier la nature géométrique do la surface de révolution que cette coui4>e 
des contacta doit engendrer autour cjjp Taxe de la vis, pendaAt'.le mouvementée 
Te^greoiige, en d'autres terme$.pendant Je tamps que le filet de lavis conduira 
Ou sera, conduit par le pignon ^u moyen de la dévelappan,te qur termine Ja dent 
dec%pJgnpn. 

.i. Pour la l)i^ à filet (mrré* 

La courbe-lieu des points des- contacts successiiTs du filet et de la développante 
(ces pbints étant considérés en tant que situes sur le filet de la vis) n'e^^t autue 
gue l'hé]ice cylindrique qui forme l'afête saillante de ce filet de vis; elle point 
de contact du. filet et de la développante ne sort pas du plcm-milku, et\)arcourt 
8ur ce plan la droile ZZ' parallèle à Taxe de la vi* (Jïg, 3). - 

D'nprès cela, il est évident que la surface de révolution engendrée par éette 
hélice cylindrique, pendant le temps que le filet condqica la développante, n'^t 
auti^ que la surface cylindrique sur laquelle cette hélice cylindriquç peut être 
trafée. 

5^, Pûur la vis triangulaire. ; 

Nous avons vu précédemment que la courbe qui unît les poinUdU OFet delà 
vis triangulaire qui se mettent sircccssivement en contact avec h, développante, 
est une sj^iralc hélicoïdale gauche dont les projections sont (fig. ii) sur le plan" 
milieu la courbe ç', et sur le plan perpendiculaire à Taxe de la vis la spirale (TAt'' 
chimède <p". 

On se rappelle aussi que le point de contact du filet de la vis et de la dévelop- 
pante ne sort pas du plan milieu , pendant tout le temps que la vis conduit la dé- 
veloppante qui termine la dent du pignon, et qu'il parcourt la droite oÀ (yî^. 14^ 
qui est la même que celle DP' (Jig. 4). 

Cela posé , je suppose : 

l*.Que la spirale hélicoïdale gauche wupe l'axe Soo^'dela vis au point o» qui est 
celui en lequel la droite oA rencontre cet axe : 
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2* Que la droite dtS est une génératrice du filet de la vis; 

3* Que pour un tour entier de rotation de la \is autour de son axe^ h généra- 
trice ofâ passe en la position oA; le point À étant celui où la droite oA est tan-, 
génie au cercle développé de la développante^ 

4* Que le pQÎpt o est le i>remier point, et que le point A est le dernier point de 
contact du filet de la vis et de la développante. ^ 

Cela dit : ^ 

La vis prenant autour de son axe un mouvement <)e rotation dans le sens u9 
{fig, 14), la spirale héliaoïdale gauche toqfnera autour de l'axe Soo"-; le point o 
restant fixe, et cette courbe décrira dans Fcspace une surface de révoTutioo^ 

Pendant le mouvement de sa rotation, Ta spirale liélicoidûle viendra. couper* s^ 
successivement le plan-milieu , en des points qui seront tous disiribués sur la. 
droite oX. 

Si par Tase^'de la vis on fait passer un plan méridien arbitraire, la spirale hé- 
Ucoiâale viendra au$sr couper ce plan et successivement en des points qui s^ont 
tous distribués sur une droite passant par le point o, car ce qui a lieu pour It 
planmilieuy doit évidemment avoir lieu -pour un plan méridien quelconque.'. . 

Ainsi, la spirale hélicoïdale engendre par son mouvement de rotjaition autour de 
l'axe de la vis, une surface conique A ayant le point o pour sommeil ayant pour 
axe celui de la vis^ ayant pour base le cercle section droite du cylindre sur lequel 
OB peut imaginer que se trosve Iraeée Tliélice arête saillante du filet de vis trian- 
gulaire, et ayant pour Tune de ses arêtes ou génératrices droites ^ la droite oA* 
' Ainsi, la spirale hélicoidale gauche n'est autre que la spirale conique iArd^ 
mède{*}. 

. Il est évident, d'après ce "qui a été dit ci-dessus, que lès parties des générv 
trices droites de la surface conique A, qui sonl interceptées entre les «pires de 
la surface du filet de vis , sont ^les §ntre elles. 

§ VIII. 

. ■ ■ • 

De ta constriwlion de la dent de la roue dentée. 



r « 



On donne à la roue dentée une certaine épaisseur^ en sorte que chacune de ses 
dents doit être arî^téô aux deux plans parallèles qui terminent* supérieurement et 



<*) Voyez cTans les Développements de géométrie descriptive , ce que j'ai dit au sujet de cette spirale 
Qonique dlÀrclMwde, dans le mémoire sur les If of» spirales. 

lei jlarrive à reconnaître qu&la spirale conique d'Arcbimède est rintecsection d*aiie surface béliooïdè 
gauche et d'un c6ne de révolution , par des cdnsidéraiiûns différentes de ceHes employées dans le mémoire 
sur lea trois spirales ; et cela doit être , puisque ici le point de départ est différent. «T. O. 
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inférieurement la roue. On peut coMiruire la de.nt du pignon dé trois manières 
différentes» en nous rappelant qne, pour que les vilesses soient dans un rappot^i 
constant, il faut que la dent de ce pignon soit coupée par le plan-^illen suivant 
une développante de cercle. ^ 

On peut d'abord supposer qu^ la dent du pignon n'aura en oliaque instant du 
;aiouvenioDl (ju un point-de contact avec le ûlct de la vis; ce résultat peut Vôbttjûir 
de diverses ipaaières. - . -, 

. I. On peut^donne^ à la dent la forme d'uncoutëau ajant son' arête saillante 
, située (iang le plan-milieu. 

Alors le filet de vis conduira le couteau à développante, à la £içQn de ce qui 
m passe dans les .engrenages de \Yhke; seolement te frottdroerrt sera ici de glis- 
sement angulaire. * 

On pourrait tracer sur le .filet de vis triangulaire, une série de spirales conixittBs . 
d'Archiméde, équidistanies entçe elles et telles qu'elles viennent y'ongager entre 
les dents du pignon^ et éyider le filet de vis ep Ten taillant sous fornoe decoufeàux 
*ayafii.ces spirales pour tranchant. ^On formeif it alors- un engrenage analogue 
aux engrenages^e White, mais un engrenage qui serait toujours à frottement de 
glissenoentrangulaire. 

On voit de suite que ce* travail, qui coi^^iste àcntaiièerle filet de vis, serait en 
pure parte, et qu'il vaut mieui laisser toutes les spirales enveloppées par Je iH6C 
de vis. .' . . ., * 

II. On pourrait construire une siirfece D passant par la dévelop|)ante ^située 
dans le plan-n\ilieu ^ œlte surface D étant telle. qu'à, çhaq^ae instant du'mQuv^ 
ment elle ne ^ trouve en eoniactavec le filet dé la vis carrée ou triangulaire que 
par un seul point situé sur la développante d» /^ ' 

n parttltrait.au* premier aperçu.que la surfaire la plus simj^e que l'on^ pourrait 
employer, dans ce cas , serait Tenveloppc (|e l'espace parcouru par le paraboloîde 
hyperbolique tangent à l'hélicoïde gauche formiut la surfacede la vis, <!epara* 
beloïde étant tangent à cette surface suivant une de ses génératrices droites. 
Mais cqmipe pour efaaque génératrice droite de rhéUcqïde il existe 4iiae infinité do 
•paf'aboloides tanfants, on paraît disposé tout d'abord à choisir, vu le problème 
à résoudre, le paraboloïde qui ^t formé j)ar les tangentes au^ diverses liélicës 
cylijfidriques tracées sur le filet de vis. Nous désignerons ce pajaboloïde par I. . 

' Ainsi le paraboloïde 1 étant supposé tangent au filet de vis , tout le long dq la 
génératrice droite G, de ce filet, située dans le plau-milieu^ touchera b dévelQ|>- 
pante d au point pour lequel la droite G est sa tangente, - • * . 

Le parabotoïde I passera donc, par rapport à la développante i, et'en \ertu 
du mouvement relatif, en ^supposant que le pignon reste fixe et que la crémail- 
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1ère s'enroule sar le eevcle primitif du pignon, en diverses positions infiniment 
voisines 2) 2' y 2l\ etc., qerî par leurs intersections successives doniier ont des tigneê 
qui' détermineront une surface B passant par 1» développaote }., et cette surface 
B satisfera à la condition de n'être en contact avec le filet de la vis;, et en chaque 
instant du mouvement, que par un seul point situé sur la développantes- 
La surface enveloppe de l'espace parcoupu par le paraboloiâe 2 serait unasnr- 
face coo'rbe assez convpliquée ; aussi est^ce^ par une considération autre que celle 
du paraboloîde tangent 2 que nous allons arriver à une surface réglée assez sim- 
ple, laquelle passera par la développantei^v eâ satisfera aux conditions exigées de 
contact avec le filet de la vis» 
Nous allons rechercher cette soffaee régIée>ponr Tune et l'autre vis. 

i. YUàfileêoarré. 

Les points de l'hélice cylindrique qui f6rme l'iaréte saillante du filet de la vis 
carrée, étant les seuls entre tous ceux de la surface du* filet, qui se mettent 
successivement en cont^bct avee la développante , Foo peut considérer la surface 
réglée de la dent dn pignon comme engendrée par les diverses positions que 
prendra, non la tangente à cette hélice cylindrique, mais une droite G située 
dans le plan tangent mené à la' surfece du filet de vis carrée au point où Thélice 
saillante coupe te plan-milieu , cette droite 6 étant perpendiculaire à la généra- 
trice du filet devis qui est situé dans le ptan-milieu; cette droite G prendra suc- 
cessivement , par rapport aux diverses positions qu'afftctera la développante ) 
pendant te mouvement de f engrenage, des positions ert lesquelles elle sera tou- 
jours tangente au cylindre qui a pour base le cercle développé de la dévelo{^ 
pante 3 (*). 

Dès lors, il est évident que la surface réglée de la d!ent du pignon ne sera autre 
que la surface hélfcoide développa ble dont j'^ai dûnné la construction, lorsque 
j'ai décrit ce qui était relatif àla crémaiflèreà dents paralleUpipèdes obliques. 

2 . Vi9 à fiki triangutaiteé «. 

Je suppose que le côté V'V'^ (^fig. 4 ) , situé dans le plan-milieu , est une généra- 
trice droite de l'hélicoïde gauche qui forme la surface du filet de la vis triangulaire» 

(*) On doit remarquer en pesBemi qu« si l'on tiaœ snr im& sorfece courbe G um ligne courbe ^ ; bî Ton 
fait mouiwîp sur eetle surface G un j^lau tangent dont le point de contaet sa meut sujp cette courbe ^ , ce 
plan engendrera une surface développabie D , dont je désigne Tarète de rebroussement par <r. Si la 
courbe ^ est la développée de la courbe <^, la courbe <^ sera une ligne de courbure de la surface D. Ainsi, 
dans le cas de la vis à filet carré, la développante iT située dans le plan-milieu, est un» ligne de oourbure 
de la sa^rlaeQ âa 1a dmtf ^ 

51 
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Le point M', contact de la droite V'V" et de la développante M'tn', engendrera 
une hélice cylindrique (M') tracée sur un cylindre de révolution ayant pour axe 
celui de la vis et ayant pour base un cercle dont le rayon est égal à la distance 
du point M' à Taxe de la vis. J'appellerai le rayon de ce cercle , rayon de l'hé- 
lice (M'). 

La tangente à l'hélice (M') au point M^ sera une des génératrices droites du 
paraboloïde 2 (ci-dessus) tangent à la surface hélicoîde gauche du filet de la vis, 
suivant la droite V'V". 

La vis ayant tourné autour de son axe d'une certaine quantité angulaire, le 
côté V'V" sera venu se placer , je suppose , en V'"C' le point de contact de la dé- 
veloppante et de la nouvelle position Y"-G' du côté Y' V étant en M. 

Ce point M engendrera une hélice cylindrique (M) tracée sur un cylindre de 
révolution ayant pour axe celui de la vis et ayant pour base (ou section droite) le 
cercle dont le rayon est égal à la distance du point M à l'axe de la vis. 
J'appellerai ce rayon, rayon de l'hélice (M). 

La tangente à l'hélice (M) au poînt M sera une des génératrices du parabo- 
loïde 1, tangent à la surface hélicoîde gauche du filet, suivant la droite Y'^'C" et ce 
paraboloïde 2, est parallèle au paraboloïde précédent 1, et ainsi de suite. Il faudrait 
démontrer que les diverses tangentes aux hélices (M'), (M), etc., formeront une 
surface. Mais on n'en peut douter, car on sait que toutes les fois que les condi- 
tions du mouvement d'une droite sont soumises à la loi de continuité, cette droite 
engendre une surface réglée. •* ^ 

Ainsiy la surface de la dent du pignon sera le lieu des tangentes aux diverses hé- 
lices (M'), (M), etc. Je. désigne cette surface par S. 

Cette surface S serait une surface gauche moins simple que celle que Ton peut 
obtenir de la manière suivante. 

Au lieu de prendre les tangentes aux diverses hélices (M'), (M),... en les points 
où ces hélices coupent le plan-milieu et la développante d, on mènera au filet de 
vis triangulaire, les plans tangents successivement en les points M', M... et l'on 
tracera dans ceg^ plans des droites G', G,... perpendiculaires (normales) à la dé- 
veloppante d; ces diverses droites G', G,.., formeront une surface réglée S». 

Ainsi, toutes les génératrices de la surface S, seront tangentes au cylindre de ré- 
volution et vertical Z, ayant pour section droite le cercle primitif du pignon, cercle 
qui est la développée de toutes les développantes i... situées dans le plan-milieu. 
Chacune des génératrices droites de la surface S, fera avec le plan-milieu un 
angle particulier, en sorte que les génératrices seront diversement inclinées sur 
le plan-milieu. 
D'après ce qui précède, on voit que la surface S, aura ses génératrices droites 
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placées successivement en la position que viendra prendre chacune des généra- 
trices droites G d'un certain paraboloide hyperbolique L tangent au filet de vis, 
suivant l'arête droite K de ce filet, située dans le plan-^milieu ; ce paraboloide tan- 
gent L étant précisément celui dont les génératrices droites G sont perpendicu- 
laires à l'arête K. 

m. Avec les constructions précédentes, la dent du pignon n'est en contact que 
par un seul point avec le filet de la vis; si Ton veut que la surface de la dent soit 
en contact par une ligne , il faut considérer celte surface comme l'enveloppe de 
Tespace parcouru par la surface du filet. 

La meilleure manière, et certainement la plus simple de la construire , c^est 
de la tailler au moyen de la vis transformée en taraud. 

On pourrait cependant désirer pouvoir la construire à part et au moyen d'une 
épure; Ton pourrait aussi désirer connaître les propriétés géométriques dont 
cette surface enveloppe doit jouir. 

Si l'on veut construire une épure de cette surface enveloppe, on devra suivre le 
procédé suivant : 

On coupera la surface hélicoîde du filet de la vis par le plan-milieu P et par 
une suite de plans parallèles entre eux et au plan-milieu, savoir : P\ P", P"V«- Le 
plan P flonnera pour section une droite A, et les plans P', P", P''',.«» donneront 
respectivement des courbes (j»', cp", cp'",.-- 

Au moyen du mouvement relatif, la droite A prendra dans le plan-milieu P 
les positions A , A,, A,,... qui auront pour enveloppeia développante d; la courbe 
9 prendra les positions 9/ , 7/ ,.•• ^^^'^ ^^ V^^^ ^ > ^^ ^'^^ tracera une courbe (' 
tangente aux diverses courbes 9', f/, (f/^*.* et Ton opérera ide la même manière 
pour les courbes f ', f "y*', et Ton obtiendra par ce moyen une suite de courbes 
^> ç'î ç"> ?'"»••• respectivement situées dans les plans P, P', P", P"',... qui 
seront des sections équidistantes de la surface de la dent du pignon. 

Si l'on veut connaître les propriétés géométriques de la surface de la dent du 
pignon , on devra lire l'ouvrage que j'ai publié sous le titre : Théorie géométrique 
des engrenages aptes à transmettre le mouvement de rotation uniforme entre deux axes 
situés ou non dans un même plan (publié chez Bachelier, libraire-éditeur ; 1842). 

L'ouvrage que je viens de citer doit être considéré comme la suite de ce qua- 
trième livre ; on y trouvera le complément des recherches géométriques que je 
viens d'exposer , et dont j'ai donné dans ce quatrième livre les applications à 
divers engrenages qui n'avaient point encore été étudiés. 
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w le. 



DES ENGRENAGES CLEPSYDRES 



'L'engrenage clepsydre n'est autre qu'un engrenage composé d'une roue dentée 
ou pt^on et d'une vis tangentielle ; seulement^ dans l'engrenage confau sous le 
nom de vis-sans-Jinf et que nous avons étudié ci-avant , le filet de vis est placé sur 
une surface cylindrique et de révolution, tandis que pour l'engrenage auquel on 
a donné le nom de clepsydre , le filet de vis est placé sur une surface annulaire et 
4e révolution, cette surface étant engendrée par un arc de cercle tournant autour 
d'un axe en lui présentant sa convexité, de telle sorte que cette sur£aice a la 
forme d'un piédouche. 

Ces sortes d'engrenages a'ont été examinés jusqu'à présent dans aucun des 
traités publiés jusqu'à ce jour. 

En 1815 , alors que j'étais élève à l'ËcoIe polytechnique, Hacheite\ notre* pro- 
fesseur de géométrie descriptive, me conduisit au Conservatoire des afts et mé- 
tiers^ et me montra dans la collection des machines, un engrenage clepsydre, 
engrenage tout nouveau et dont on jgnorait la construction géométrique j il m'en- 
gagea à Tétudier et à en faire V épure, que je reproduis dans l'atlas de cet ouvrage 
j(jÎ5f.AetB). 

L'examen de cet engrenage me conduisit, à cette époque (1815)., aux divers 
résultats que j'expose dans ce mémoire. 

Depuis, à l'École d'arts et métiers de Ch&lons-sur-Marnej vers 1828 environ, 
car je ne puis préciser en ce moment la date^ les élèves construisirent avec 
beaucoup de soin une vis clepsydre , la trempèrent^ et par des entailles la trans- 
formèrent en taraud, puis ils s'en servirent comme outil et taillèrent les dents 
d'une roue d'un diamètre assez considérable. La forme de la surface de ces dents 
était très-originale. J'ignore ce que ce travail est devenu; s'il existe encore, il 
devrait être déposé dans les collections du Conservatoire royal des arts et mé- 
tiers de Paris , pour compléter la collection de tous les engrenages connus , que 
j'ai fait exécuter pour cet établissement , dont le musée est si utile à l'industrie et 
à l'enseignement de la mécanique des machines. 
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Supposons dans le plan méridien M parallèle au plan vertical ée pro|e6Ci»i) 
(fiy. i) un arc decerde G et on axe^crtical A. 

Le cercle C en tournatnt auteur de f axe À'engendrera une rarfaoe «de révtilu- 
tîon-sur laquelle on tracera «une spirale S. 

^La spirale 6 sera construite de la manière suivante : 

On divisera le oiTcle B base du piédoucb€ en paKies égales par les points de 
divisionti ,1,2,3 ,«^9 etc., par Taxe A , et par chacun de ces points de division 
on fera passer un plan méridien ; ces divers plans méridiens auront donc pour 
traces horizontales, les droites A*a, A*4 , A*2, A*3, etc. 

On divisera la courbe méridienne G en parties égales , par les points de division 
a*, i', 2^; 3', A\ etc. ; par ces points de division, on fera passer une suite de 
plans horizontaux (fui cotiperont le piédouehe.suivant des cercles (des farailèles). 
Ainsi ^ par exemple, le plan horizontal passant par le point 3^ coupera suivant 
le Tcerde ou parailète i. 

Les parallèles passant par les divers points de division de la méridienne C , 
seront coupés respectivement par les plans méridiens passant par les divers points 
de division du cercle^-base B en des points qui détermineront la spirale deman- 
dée S. ^ 

Ainsi , le parallèle passant par le point 3' sera coupé par 4e plan méridien pas- 
sant par le point 3, en le point x qui appartiendra à la spirale S. 

On pourra donc facilement construire les projections S'' et 6''<le la ^iraleS ; 
et Ton voit de suite que là eonstruetion de ces projections est identiquenenl la 
même que celle que Ton emploie pour la eonstruetion de la projeetion veriicaW 
de Thélice tracé sur un cylindre de révolution. 

Cela posé : 

Construisons la surface du filet de vis; par chaque point de division i, 2, 
3, etc. (/jr. 2) du cercle méridien C, nous n^ènerons les rayons o''! ^ 0*^2 , o^'S, etc. 
d^ce cercle; ces rayons couperontVaxé A (en les prolongeant) réciproquement 
aux points /, t, r, etc. Cela fait, si nous considérons \e& parallèles décrits par les 
divers points de division 1,2,3, etc., au point 2 correspondra le point m de la 
courbe spirale S, et en joignant les points t et m^ on aura une génératrice droite 
de la surface du filet de la vis; en opérant de même pour les autres points de la 
spirale S, on voit que ta surface du filet de la vis est engendrée par une droite qui 
se meut en s'appuyant sur la spirale S ^ et en restant constamment normale à la 
surface de révolution du piédouche. 
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Cela posé: 

Od voit que le filet de la vis sera engendré {jig. 3) en faisant mouvoir autour 
de l*axe Â le quadrilatère abcd^ composé de deux arcs de cercles concentriques 
ad ei bc et de deux rayons ab et de. 

Chacun des quatre commets de ce quadrilatère décrira une spirale ; les spi- 
rales décrites par les sommets 6 et c seront situées sur le piédouche engendré 
par le cercle C , et les spirales décrites par les schnmets a et d seront située sur 
un second piédouche ayant même axe A que le premier et engendré par le 
cercle C concentrique au cercle C. 

Le filet de^a vis clepsydre étant engendré , il sera facile^de le mettra en pré- 
sence d*une rpue dentéé^ou d'un pigtton. « ^ 

On fera passer par Taxe de la vis un j^lan perpendiculaire à T^xe du pignon ; 
ce plan sera (lit pian milieu y et il coupera {fig. 4) les dents du pignon suivant des 
trapèzes mpqrif qui seront composés de deux rayons mp et nqtl de deux arcs de 
cercle concentriques mn et pq\ le cercle primitif D du pignon aura même centre 
que le cercle C qui engendre le piédouche ou le ctmps de la vis. 

On voit de suite que les dents du pignon seront équidistantes entre elles et que 
le filet de la vis glissera sur Tarète w} ou sur Farète i»p, suivant que la vis tour- 
nera dans un sens ou en sens contraire* 

Le profil, construit suivan); xy (fig. 4)^ de la dent du pignon devra offrir la 
forme indiquée (fig. 5). 

L'engtenage clepsydre, exécuté ainsi qu'on vient de le dire, se comportera 
donc à la manière des cames et mentonnets des pilons, ou , ce qui est la même 
chose , de la même manière que les dents du pignon et de la crémaillère à devts 
rectangulaires; le filet glissera pendant tout le temps du mouvement sur Tarête 
aillante de la- dent du pignon, cette dent^yant la forme d'un couteau. 

Et il est évident que le rapport des vitesses sera constant. 

§m. 

En prenanT une fis dépsydre transfil^rmée en taraud, on pourra s'en seryir 
pour tailler les surfaces des dents du pignon , et Topération s'effectuera tout aussi 
facilement qu'avec la vis cylindrique ordinaire y d'ailleurs l'épreuve en a été faite 
à l'École d'arts et métiers de Châlons-sur-Marne , comme nous l'avons dit ci- 
dessus. 

La surface de la dent du pignon étant alors l'enveloppe de l'espace parcouru 
par la vis clepsydre, donnerait lieu à diverses recherches géométriques touchant 
ses propriétés. On pourra construire l'Eure de cette surface au moyen de ses 
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sections équidistantes , comme nous Favons fait dans le mémoire précédent pour 
la surface de la dent du pignon de Tengrenage dit vis-sans-fin. 

Toutefois la construction devra être modifiée en quelques points , attendu que 
si l'on conçoit un cylindre A ayant l'axe A de la vis cylindrique pour axe, tout 
plan ttngent à ce cylindre coupe le filet de vis cylindrique suivant des courbes 
identiques, supeyosables ; tandis que si l'on conçoit le même cylindre A pour la 
vis fclepsydre, les sections faites par les divers plans tangents à ce cylindre et au 
travers du.filet de la vis clepsydre, ne seront plus des courbes identiques, super- 
posables. 

Dés lots nous emploierons la construction suivante : 

Nous prendronSi^ d'abord le plan milieu pour plan horizontal ; ce plan coupera 
le filet de vis suivant le trapèze générateur du filet. 

Cela fait, nous considérerons une série de cylindres de révolution ayant tous 
pour axe l'axe A de la vis , et ayant des rayons respectivement égaux à A, 2/i , 3A , 
Âh, etc. ; h étant la distance qui existe entre chacun des pians parallèles et équi- 
distants entre eux qui doivent couper la surface de la dent du pignon. 

Je construirai la série des plans horizontaux tangents aux cylindres (/t), (SA), 
(3A), etc., lesquels couperont le filet de la vis suivant les courbes 9', 9% cpS etc. 

Gela fait : 

Je construirai une série de plans tangents parallèles entre eux aux cylindres (A), 
(2A), etc., lesquels plans feront avec le plan horizontal (ou plan milieu) un angle 
(X, et j'obtien()rai dans le filet de vis les sections respectives^S', 6% 6\ etc. 

Puis je ferai tourner tous ces plans tangents de l'angle a pour les rabattre res- 
pectivement sur les plans tangents horizontaux et équidistants ; par ce mouve- 
ment la courbe 6' prendra sur le plan horizontal tangent au cylindre (h) la posi- 
tion S\\ par suite de ce mouvement les cout*bes 6% 6S etc., viendront prendre 
les positions 6,% S.% etc., sur les plans tangents horizontaux respectifs. 

La vis est donc supposée, par cette construction, avoir tourné de l'angle a 
autour de son axe , et dès lors le pignon aura dû tourner aussi autour de son axe 
d'un certain angle X. Si donc on suppose que le pignon a tourné de l'angle X de 
gauche à droite, il faudra faire tourner ce pignon du même angle X et réelle- 
ment de droite à gauche, et alors les courbes 6/, 6,% 6xS etc., viendront prendre 
respectivement , sur les plans tangents horizontaux qui les contiennent respec- 
tivement, les positions 6.% 6.% 6,% etc. 

En faisant varier la valeur de l'angle a, on obtiendra sur chacun des plans 
horizontaux équidistants une série de courbes analogues aux courbes 6/, 6/, 
6/, etc., et l'on pourra tracer la courbe $ enveloppe des courbes €,'..., la courbe 
e! enveloppe des courbes 6/..., la couii>e Ç" enveloppe des courbes 6,^.., et ainsi 



— 408 — 

de suite. Dès lors les courbes ^, l', (''..., seront les seaions horiiotttalea et équi- 
distantes de la surface delà dent du pignon que Ton obtieAdrait par le taraudage 
de la vis clepsydre. 

Une surface peut être exécutée en relief lorsque Ton connaît une sét'y^ de see- 
lions équidisiantes et parallèles entre elles de cette surface. 

Uépure étant donc tracée ainsi que nous venons de l'expliquer, il sera facile 
d'exécuter la surface de la dent du pignon , et cela directement^ sans avoir besoin 
par conséquent de l'obtenir au moyen du taraudage. 

Mais il est évident qu'il sera plus simple d'exécuter immédiatement cette swface 
par le taraudage , que de la construire par poiM* au moyen de l'épuxe précédenle. 

§ IV. ' 

Les mécaniciens étaient dans l'habitude de construire la vi^-san^-fiit , en sup- 
posant que l'axe de la vis est perpendiculaire à l'axe du pignon; ils croyaient 
que la vis transformée en taraud ne pouvait entailler le pignon pour le dealer, 
qu'au lant que les deux axes étaient rectangulaires entre eux. En 1829 je fis exé- 
cuter une vis-taraud et je montrai que cet outil pouvait denter ie pignon , lors 
même que les deux axes faisaient entre eux un angle aigu. 

Les modèles exécutés à cette époque sont dans les collections du Conservatoire 
royal- des arts et métiers de Paris. 

Ce que l'on a pu faiae avec une vis*taraud cylindrique, on pourra évidemment 
le faire avec une vis-taraud clepsydre ; ainsi l'on peut exécuter des engrenages 
clepsydres dans lesquels les axes font entre eux un angle droit ou un angle aigu. 

Toutefois l'expérience n'a pas encore indiqué la limite de l'angle que doit faire 
l'axe de la vis-taraud avec l'axe du pignon, pour que cette vis cesse d'agir sur la 
matière du pignon et refuse de l'entailler. 

Des expériences de ce genre ne seraient pas , je crois , sans intérêt* 

Il ne faudrait pas, dans ces expériences, négliger d'examiner l'influence de la 
direction des entailles pratiquées sur la surface du fdet de la vis>4araud par 
rapport à l'axe de cet outil , et en raison de l'amplitude de l'angle que font entre 
eux les axes de la vis et du pignon. 

Ayant reconnu que la vis-taraud cylindrique pouvait denter le pigl^on sous 
diverses inclinaisons, j'imaginai alors (1829) une machine qui pouvait réaliser 
la théorie de l'engrenage dans lequel une roue centrale taillée par lui écrou , 
conduirait des roues satellites taillées par la vis de cet écrou , ces roues satellites 
ayant des axes diversement inclinés par rapport à l'axe de la roue centrale , de 
telle sorte que l'axie du prenùer satellite serait parallèle à l'axA B dé la roue cen- 
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traie y que l'axe du second satellite couperait Taxe B, et que Taxe du troisième 
satellite ne serait point situé avec l'axe B dans un même plan , et ferait avec lui 
un aagle aigu. 

Avant de faire oonstruire cette machine , je fis un essai , vers 183A, dans les 
ateliers de M. Saulnier, mécanicien de la Monnaie. Ces essais, qui sont déposés 
dans les collections du Conservatoire royal des arts et métiers de Paris, m'ayant 
démontré que- re:(écution de ces nouveaux engrenages n'ofirait aucune difficulté 
sérieuse , je fis construire la grande machine qui est d^sée dans les galeries du 
Conservatoire; cette machine fut exécutée en 1840, sur mes dessins» par 
M. Martin père , mécanicien à Paris. Elle servit à exécuter des roues dentées 
dont les dents ont deux centimètres environ de longueur. La roue centrale et les 
roues satellites ayant été mises en présence , le mouvement de rotation uniforme 
eut lieu , et quoique les dents n'eussent point été repassées après être sorties , la 
roue centrale de dessous l'écrou-taraud et les roues satellites de dessous la vis- 
taraud, elles fonctionnèrent avec douceur, égalité et sans perte de temps. 

On trouvera dans l'ouvrage déjà cité , et qui a pour titre : Théorie géométrique 
oes^ engrenages destinés à transmettre le mouvement de rotation tmifmrme entre deuaf 
axes situés on non dans un même plan , imprimé par Bachelier en 1S142 , tout ce qui 
est relatif à la théorie géométrique de ce nouvel engrenage. 
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'MI^AMISMB servant de support aux TOURlLLOm DR.' LA GROSSE GbOCBK 

nE LA CATHÉnRADE DE METS O* » 

8 I. 

Lorsque je visitai , en 1817, pour la première fois, la clocher de la cathédrale 
de Metz , j*eus Tdocasion d'examiner un mécanisme ingénieux qui servait de 
support aux tourillons de la grosse cloche , dite la MuUe (**). 



( ) BKtrait du Bulletin de la eoeiété d'eneouragemènt pour Vinduttrie nationale , août 4828. ^ 
O On ignore quel est Tafuteur de ce mécaDisme déjà fort ancien. Il y quelques anâées. que les dimen- 
sions de ce mécanisme ont été agrandies et que les âiyerses iwrties en ont été heuf^^smn^ modifiées 
par M. Jaunest père, ci«devant ingénieur, de la Ttlle deafeto » et li« Jaunex fils. Avant celte correction » 
seize liommes étaient nécessaires pour mettre la cloche à Tolée ; maintenant dix hommes suffisent. La 
cloébe pèse environ 4 3,000 kilog. et le battant pèse environ MO kilog. ' 

52 
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km WMjmL de ce méeioisno, le fMlteneat .des; tonrillMs sur iel pièces ^ 
\m rapportaient defeaaîl un frottement de; ronleaieDt on de denùàne espèce. 

Ce qui distingue ce mécanisme, c'est que l'on a eu égard aux.aoeideiili q«i 
pOumienteiDpèchter les cylîndres^supports.destourtiloBsdstoomer librement 
iPBr leurs nxes ^ acckleats qui dès lors av^aâent readn fe fr^ttenest de glfesemeot. 

L^anteur de ce néoMnsflie a dottc employé 1» nwuteiMnt d'oscOkilieo de b 
elocbe pour transmettra foroénent mol cylindres-siippetts des immlkiBs m 
mooipeoient de ralatîoB aotoar de leots axes, et tel que le IreAtement fût toujovs 
de rouleiBent. 

m 

pfomtncxotufe des ptorties compotoiU le tnéctBti$tHg tefféwnté fn ^éwxtUtUt . 

vudefaeeetdeedté(ûg. ie*2)C^. 

M, elMiie dite te Mmicu 

T, T, le«riUMiS de b eiocke* 

ittl'f iftf.^), têtes des qnadre boolons tlbiy'b'\ taorfiéss el serwit d'axes de 
iMitisii am qMtre le¥Îers-siip|iosts des tourîltsM^ teramiésfMrdes pOTtjow 
eyttffdrtques ÇfCG'Cf" mt lesqMlles tovnaent ^ snr«r w irot lcast de iswJsnOTt 
Qu de deuxième espèce^, les M<erilloiis de b ctschtÉ 

Chacune des portions cylindriqyes a son centre sur l'axe de rotation du levier 
auquel elles appartiennent. 

Les quatre boulons b'b'b"b" traversent deux poutres , P, P, horizontales et pa- 
rallèles. 

Aux tournions de la cloche et dam b fl^ection de son axe, est fixée, d'une 
manière invariable, une tige m,*percée à son extrémité d'un trou oblong tw' 
{§g. ^K'dansbifnL passe «m .tes»«ylîadrîfaa«t heatzasiabrlN ;.laseKl«biiités 
gg de cette verge servent ^WÊamàm romiM&à àmjL le#ars coudés GG^ dont les 
branches sont égales. 

Les extrémités lJk!cla\ des deui: leviers coudés G et G sopt reliées entre elles 
par deux tringles h et //, horizontales et parallèles à la vei^e N ^ et qui main- 
tiennent pendant te mouvement Fécartement des deux leviers ooudâ. 

Les extrémités des feviers coudés G et G sont ITées aux extrémités des leviers- 
sqppoMs des touridbns, tTC(f(fy par quatre bidies égales en longueur, AA, 
â'a', m y aV: de sorte que^ dEans Te système , il j a hint atticulatàom AA^ A'A', 

V 

fy H- êoÊm MtoSfSiiîCt^^iiajsIa fknr iwlnon «IMsàlnUSaf b^AvsMSysrtto ■miè 
> É » |S SS émsiSS M j^pii l sqMl tiisunl Aoa hafièwi es f As i ia r résat ; lil ah i i , 
dérer les fig. 4 el 2 qae comme âbnsMSMifcflMit fiiJÉsJi 
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LiK idoche prenant un moummeni d'oieiUalMB autour de ms tourillons^ Ja 
lige m déécit un «erole dont k planert perpeodioniaîr^ i l'aise^ii JUHiriUon TT« 

Cette tige force alors la verge N à décrire un cylindre , dont la («action «dr oita 
n'est point un cercle : de sorte que la .verge N glisse idans le troo •ohiopg vp\ en 
s'éloignant et se rapprochant alternativement de l'axe des tourillons pendant 
une oscillation totale de la cloche» 

Lé mouvement de rotation imprimé à la verge N se communique au moyen 
des deux leviers coudés et par suite des quatre bielles aux levier^^suppqris des laa- 
niions 9 et de telle sorte que : 

1* Les quatre Imersxstgtports tournent dans ledmèmesens et en sens inverse du 
mouvement de la tige m : ainsi de gauche à droite si la tige s'est.mue de droite à 
gauobe 9 et mas vensd; 

2"" Les levierS'$^pporli4émyent dea angles ^aux pour dieis oscillations de même 
amplitude ) « 

S"" Ve Kappott4e Tactile (o^ ifijh "^h décrit par chacun des leviers-supports^ 
et de l'angle (6) de l'oscfiliation de la clochç, est inverse de celui du rajon (r) du 
levier-aijppârjt et du rayon >(B^ du «owillon de la clpoki^, de aorfe que l'on a 
l'équation^: . • « 

(6) W 

Pour Cioilittr ta vSsaiân j^Me du méeaniBaft , «1 patah itonvanaUe 4e donner 
aux diverses pièces qui le composent une disposition ttoUn , que la cloche étant «a 
repos^ elles 9oi«nt vfMétriifueaieBit piacées parrappmt à «ni^lan iMiieal paB»nt 
par l'axe des tourillons. 

Je BQppmerai donc , peur plut >ie eimplîditét qfM les qualM inrien^^t^pporla 
sont boriEontaux dbiiB l'état de repM. 

Soient o' et «'' ( ]%. 4) lea eentres idea uas dt rolatiaii àm UinmwiiUfpQrU d*ttm 
des tourillons de la cloche ; 

f le centre d'une section faite dans ce todrillon perpendiculairement à^aon 
axe; 

^"m t= o'n la lon^ew d'un temef'-êuppmn; 

MoM' l'angle de la plus grande osciMatiMde il 
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Cela posé : 

Le tourillon ayant tourné de « en r ^ de Tangle MoM', les cylindres (o') et (p") 
auront tourné en sens inverse, de or en y, le premier, de l'angle noV, et le second, 
d'un angle égal mo'W ; et l'angle no'n^ sera avec l'angle MoM', dans le rapport 
inverse des rayons oi du tourillon et o"t du cylindre (o"), afin que le frottement 
soit de roulement. 

Ainsi Ton aura l'équation : 

angle no'n'' ot 

angle mo'm" cTt 

Les deux positions o'W et o'n" seront les positions extrêmes des deux leviers- 
supports pendant le mouvement d'oscillation de la cloche. 

Du point m" avec un rayon arbitraire m^jf, je décris uire circonférence (é) ; du 
point n", avec un rayon n"G = m"g^ je décris une circonférence (a). 

Sur oM prolongé , je prends un point arbitraire H , duquel , comme centre , 
et avec un rayon arbitraire Hjf, je coupe le cercle (a) en G et le cercle (b) en g. 

Alors le levien^coudé aurait la position GH^. 
' Mais cette position n'est point admissible, ptiisque la branche GH pénètre dans 
le tourillon. - . -. 

Je prends donc sur oH un autre point P" plus éloigné du centre o queje point 
H , et tel que la tangente P"G au tourillon puisse couper le cercle (a), c 

Cela ayant lieu , du point P" comme centre et avec le rayon P"G', je coupe le 
cercle (b) en g\ 

Mais alors le point 9' se trouve en dessous du prolongement de la position ex- 
trême du levier-support : de sorte qpe la bielle étant, dans fétat de repos , au* 
dessus du levier-suQport auquel elle est attachée, passerait au-dessoua piBndaut 
lè mouvement d'oscillation : il y aurait donc un instant où le levier^^upport et sa 
bielle seraient en ligne droite. 

Cette disposition serait mauvaise^ parce que le levier-support et la bielle pour- 
raient-, en cet instant du mouvement , s'arc-bouter. 

On- doit donc augmenter la longueur des bielles pour obvier à cet inconvénient. 

Il faudra très-peu de tâtonnements pour trouver une longueur de bielle et une 
position du point H sur oH , telles que la disposition n'offre pas les inconvénients 
£»ignalés. 

Ainsi : ^ . 

Du point m", avec le rayon m'Y'j j© décris le cercle,(c"). 

Du point n\ avec lé rayon n"Q"=imY» je décris le cercle (C") ( '^ rayons 
m"^" etn'Q'' étant oonvenad>lement choisis). ' . • 
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Du point P'', choisi convenablement sur oH, avec le ray6n P"Q", ausaî conve- 
Uement choisi, je décris im cercle qui coupe (C") en Q" et (c") en q". 

'Dès lors les diverses pièces du mécanisme détermineront, par les positions 
qu'elles ^ectent au moment de la plus grande oscillation^ le polygone* 

n \i V a m o«. 
Cda fait : 

« 

Dtt point QOmm^ centre , je décris avec le rayon 69-"^ un cercle qni coupe la 
verticale passant par I^axe de la cloche, en r^os, ail^oim R. 

Du. point n , avec leVayôn nQ =n"Q",. je décris le cercle (C). ^ . 

Du ^oim my avec le rayçn fnq=:m"q'\ je déeris te «ei^Ie (c); puîa*, en un poim 
arbitraire L''de la y^ticale oM',- je mène l'horizontale LlL" =r ;Q'y'\ 

Par le point L" je mène L'^Q parallèle à M' et coupant le cercle (C) au point Q. 

Par le point Q je mène Qq perpendiculaire, à oM' et coupant le cercle (c) au 
point 7, tel que LQ =3 Lq. 

Enfin , du point comme centre, avec un rayon PQ = Q"P"=2 fa branche du 
levier coudé , je décris un cercle qui coupe oti' au point P. 

De sorte que dans l'état de repos les diverses pièces du médànisme détermi- 
neront le polygone o'nQPçmo", symétrique par rapport à la verticale oM'. 

Le point P sera en dessus ou en dessous du point R , suivant les relations de 
grandeur qui existeront entre la bielle nQ, la branche QP du levier coudé, l'angle 
QPqtsque forment entre elles les deux branches du levier coudé , le levier-support 
on^ la distance 00" des deux axes des rouleaux et les rayons o'-i eiot d'un des 
rouleaux et du tourillon. 

H faut maintenant déterminer la courbe parcourue par le sommet P du 
triangle QP^, pendant qu'il passe de la position au repos P à la position extrême P''. 

Pour cela : 

i* Je mène par le point une droite oP', 

2"" Par le point o\ je mène une droite oV faisant avec la d^ite a'n un angle 
non', qui est 6 l'angle PoP' dans le rapport inverse des rayons o( et o'V. 
3*. Enfin par le point 0" je mène o"m' parallèle à o'n. 

Ensuite : 

4* Du point n' comme centre, avec un rayon n'Q =nQ, je décris un cercle(C')- 
S"" Du point m' comme centre, avec un rayon w!q:=.mq:=xnQy je décris un 
cercle (c'). 

6° Avec un compas à trois pointes il sera fecile, sans beaucoup de tâtonnements,, 
de placer le triangle QP9 de manière que son sommet P soit sur la droite oP'> 
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sdn somftiei Q sur le cerde (C% ei sonnmBMÈ q ymkid oerde'(e'), en BtrM qu'il 
prendra la position O'Pç. ^* * • • 

Dès lors 9 pour Toscillation dont l'angle r=: Vf(fi\ les diverses g^rties^la mécâ* 
nisme détermiDeront lepolygoiije<>^n'Q'P'</'iiiV'. - . 

Pour des oscillations dont les angles seraient successivement PoP"", PoP"', etc,, 
on déterminerait par le même procédé Jes points P'"V P'"» ^(<^«> positions'succes^ 
sives et correspondantes du sommet P du triangle QP^. 

En sorte.gife la cauvbe' pp.""p'p'"p'' sera ta courbe parcouilie par le st»Em6t P 
du. triangle .QP</, ou^ en d'êtres . termes, ^ra la section tfroite duèyKndre par« 
couru par Taxe de la verge horizontale^ , {>endant .le moUyemezIt'il'QsciUaliaa<de 
la cloche tofi Niant de u eii v. ^ . ^ . . ' 

Si €ffisuite on déqrit du 4pK)int b^ comme ceatj^.,,^un cercle ttngeut à oûHe 
courbe^ la d^érence PR'^qui existeca entse les deux rayons oK' du cercle IHn- 
gent et oP (le point P étant en dessobs du poim R), ou la différ/âncefiJl'iexistant 
entre les deux rayons oR'' et oP" fie point P étant au-dessus du point B^, déter- 
minera la loi^ueur d^ la course de l'axe de la verge horizgntale R pendwl le 
mouvement d'oscillation de la cloche. 

On aura donc% j^r ce moyen, tout tcq qui est nécessaire pour déterminer la 
position et les dimensions du trou oblong qui doit être percé à l'exlrémilé de la 
tige m. 

Dans le paragraphe précédent nous avons indiqué la cohstruction de r.aiiAien 
système» nous allons maintenant faircconnaltre lesAOLodifications guè MM. iauoez 
père et jGils j ont appprié^ les JBg.* 5 et 6 doxuient il'éléxaiifm et Ja >plant à 
l'échelle , du nouveau mécanisme. 

Ces dessins suffisent pour que tout ingénieur voie au premier coup d*œil tout 
ce que le nouveau système présente d'avantageux sur 'l'ancien. 

Les ingénieurs* de Metz ont conservé le principe de Tancien système, mais lis 
Tout très-heureusement modifié; et on peut, je crois, comparer les modîficaûons 
qu'ils y ont introduites à celles que les mécaniciens anglais ont apportées à Tordan. 
Jusqu'à eux la came frappait sur la queue du marteau , ils ont imaginé tie filaeer 
un «entomiet à la 4ère ds «rarleau <l de fiiirew^utemp le oiarteau pur la came. 

Sij'efMxmpare l'aiioieffiiieâiBpoBÎtionaiveeliiiofraiie, kMrodailepttr Vif • iaunez 
père et fils dans le mécanisme de suspension de la cloche de la cathédeate de 
MeiE , «n nei|«urra *ae vetenr à JMeualtre r«iMlitu4e d» ce 'que mm» woens 
de dire. 
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De fins, dans Tancien mécanisme, le poids de la cloche produisait une pres- 
sion sur les axes des deux disques tournants, et qui devait beaucoup les fatiguer ; 
dans le nouveau mécanisme les axes des deux disques tournants n'éprouvent 
aucune pression , puisque c'est le troisième disque qui a été ajouté qui supporte 
tout le poids de la cloche. 

En comparant les deux mécanismes, ancien et nouveau , on ne peut s'empêcher 
de faire des réflexions sérieuses sur l'importance des formes , dispositions et em- 
manchements mécaniques pour les diverses pièces d'une machine; et en même 
temps cettf comparaison nous démontre qu'un principe, bon en lui, peut être 
matérialisé dans une machine de diverses manières, et que l'une de ces manières 
doit seule être préférée^ parce qu''eUe satisfait mieux que toutes les «lires aux 
conditions de stabilité,, de durée^. d'économie » de réparation facile, et exi^e 
remploi d'une moins grande force pour fonctioaner. 



FIN. 



» 
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